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ELOSZO

Ez a konyv elsGsorban kornyezettudomany szakos egyetemi hallgatok szdmara
késziilt azzal a céllal, hogy megismerkedjenek az R-rel, amely egy ingyenes, nyilt
forraskédu statisztikai programkornyezet, és amelynek hasznalata a tudomanyos
vildgban mara mér 4ltaldnossa valt. A konyv nyolc fejezetre tagolédik, és az adat-
feldolgozas alapfogalmainak tisztdzdsa utdn dtmutat6t ad a tudoméanyos kutatas
megtervezésénél kulcsszerepet jatszé szempontokra (mint példaul a minta elem-
szamanak meghatédrozasa, a mintavétel tipusa stb.), részletezi az R nyelvezetét,
kitér néhany egyszer( abra szerkesztésére, megismerteti a kornyezettudoményban
hasznalt leggyakoribb hipotézisvizsgélatokat. Ahogyan elvarjuk egy kézikonyvtél,
nagy hangstly esik az R parancsok részletes ismertetésére, amelyeken keresztiil
az olvasé jobban atlatja az R-rel val6 kommunikaci6 sokszintiségét.

Az R programnyelv elsajatitdsa hossza id6be telik, és rendszeres gyakorlést igé-
nyel, viszont a siker biztositott. Nagy el6nye ennek a programnak az, hogy minden
lehetdséget megnyit az adatfeldolgozas elétt. Gyakorlatilag nincs olyan statisztikai
miivelet, olyan szdmitas, olyan préba, amelyet R-ben ne lehetne elvégezni. Az ingye-
nessége mellett ez a tulajdonséga az, ami miatt egyre szélesebb korben hasznaljak.

A tudoményos kutatas olyan, mint egy izgalmas torténet, aminek van beve-
zet6je, bonyodalma, kifejtése, tetépontja és megoldasa. A témakor ismeretének
alapjan megfogalmazunk egy hipotézist, ami a torténet bonyodalmat képezi,
majd a kutatas kivitelezésén keresztiil eljutunk a tet6pontig, ami az adatok értel-
mezésébdl és a belblitk szdrmazé informécié kinyerésébdl 4ll. J61 megtervezett
kutatdsban — az R statisztikai eszkoztar révén — kénnyen értelmezhetéek az
eredmények, és tudomanyosan helytallé kovetkeztetések vonhatdék le.

A konyv atfog6 irodalomra épiil, szamos magyar és angol, s6t, néhany roman
nyelvii tudomanyos mii is szerepel kozottiik, amelyeket tanulmanyozni lehet.
Az angol szaknyelv és az R elsajatitasdhoz ajanlott a The R Book tanulmanyozasa
(Crawley, 2013). A roman nyelv(i szakirodalom és az R-rel kapcsolatos tovabbi
ismeretek elsajatitdsahoz harom konyv is batran ajanlhaté: Analiza statisticd fo-
losind limbajul R (Paun és Paun, 2009), illetve a Notiuni de statistica aplicata cu
exemple in R (Paun, 2016), mig magyarul a Biostatisztika nem statisztikusoknak
(Reiczigel et al, 2007). Az R-ben hasznélt irdsjelekkel valé 6sszhang miatt a szo-
vegtorzsben a szamok tizedes vessz6i kivételesen ponttal szerepelnek, illetve az
R parancsokat leir6 részekben az idéz6jel megérzi a program irasjelét. A konyv
végén egy haromnyelvi szakszétar talalhat6, amely a magyar, romén és angol
szakkifejezéseket felelteti meg egymésnak.

A konyv fejezeteit a megadott sorrendben ajanlott végigvenni, mert logikai
és ismereti szempontbol igy segiti a leghatékonyabban a fejl6dést az adatfeldolgo-
zas terén. Gyakorlott szakemberek szamara a konyv kézikonyvként hasznélhato,
ugyanis gyors segitséget tud nyujtani az adatfeldolgozasban R-ben.
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»A tudomény tényekbdl épiil fel, ahogy egy haz
kovekbdl, de a tények puszta halmaza nem tudo-
mény, ahogy egy kérakas sem tekinthet6 haznak.”
(Henri Poincré)

A statisztikai elemzés egy hasznos eszkoz arra, hogy az adatainkbél informa-
ci6t nyerjiink, illetve tudomanyos alapokra helyezziik a vélaszainkat, amelyeket
kornyezeti problémékra szeretnénk adni. A statisztikdnak két fontos dga van: a
leir6 vagy deskriptiv (descriptive statistics) és a kovetkeztet6 vagy induktiv (sta-
tistical inference) statisztika. A leiré statisztika a vizsgélt populaciét kozépértékek
és szorddasi mutatok segitségével jellemezi, amire valtozatos grafikus médszerek
léteznek. Informaciot szolgaltat a célcsoport (populécié, alapsokaség) eloszlasa-
r6l, be lehet azonositani a kiugré pontokat, mintakat, egyedeket. A kovetkeztetd
statisztika lehetéséget ad arra, hogy populaciékat hasonlitsunk 6ssze, el6re meg-
fogalmazott hipotéziseket igazoljunk vagy céafoljunk, trendeket, illetve jovébeli
események bekovetkezésének valoszintiségét allapitsuk meg.

Egy tudoményos kutatas megtervezéséhez alapos elméleti tudassal kell ren-
delkezniink, ugyanakkor aktiv szemlél6déként tényeket kell gytjteniink a szé-
munkra fontos célcsoportrél. A tények alapjan megfogalmazunk egy hipotézist
a célcsoporttal kapcsolatban. Henri Poincré éllitdsaval 6sszhangban a hipotézis
egy olyan &llitds, ami Osszefuiggést feltételez a tények kozott, és ami a tudomany
eszkozeivel tesztelhetd. A hipotézis alapvet6 tulajdonsaga a céfolhatésag.

Az 1.1. tablazatban megfogalmazott hipotézis tudomanyos, mert vannak tu-
domaényos eszkdzok arra, hogy az ellentétes allitast bizonyithassuk: jelen esetben
a hipotézis abban a pillanatban megddl, hogy egy test szabadesésben tavolodik
a foldfelszint6l.

A hipotézisek 6sszegzésével egy altalanos kijelentéshez jutunk, amit e/mé-
letnek neveziink. Az elmélet egy olyan fogalmi keret, ami megmagyaraz létez6
tényeket, és elérejelez Gjakat. A hipotézishez hasonléan az elmélet is cafolhat6
kell legyen, azaz kell lennie olyan kisérletnek, ami be tudna bizonyitani az elmélet
hamis voltat, ha val6ban hamis.

Egy aktivan szemlél6d6 vegyész felfigyelhet arra, hogy a natrium séi (példaul
NaCl, NaHCO,, NaNO,, NalO,, NaCN stb.) fehér szintiek, és kijelentheti azt a hipo-
tézist, hogy ha egy s6ban natriumion szerepel, akkor az a s6 fehér. Ez a kijelentés
valéban egy hipotézis, hiszen a tudomany eszkdzeivel konnyen megcafolhaté.
A hipotézis hamisnak bizonyul, tudniillik 1étezik olyan vegyiilet, ami natriumiont
tartalmaz, és nem fehér, példaul a sarga szint natrium-kromat (Na,CrO,).



20 1. BEVEZETO FOGALMAK

1.1. tablazat. Az aktiv szemlélédéstSl a hipotézis megfogalmazdsaig

Tények megfigyelése Tények 6sszegzése Hipotézis
A falevél a foldre hull. A testek szabadesésben a
foldfelszinre kertilnek. A testek
Az es6esepp a foldre hull. halmazéllapott6l
fliggetleniil,
A tanyér a kezembdl a Az esés halmazallapottél de tomegiiktél
foldre esik és eltorik. faggetlen. filggd sebességgel
szabadesésben
A toll a foldre hull. . . a foldfelszinre
Az esés sebessége a Keriilnek
tomegtdl fugg. '

A porszem a f6ldre hull.

Az 1.1. tdblazatban emlitett példa altalanositott forméja a Newton-féle gravita-
cios elméletnek, amit a mai napig még nem sikeriilt megcafolni. Innen kovetkezik
az elméleteknek és a hipotéziseknek egy masik fontos tulajdonséga, a bizonyos-
sdg. Minden elmélet/hipotézis valamilyen mértéki bizonyossaggal rendelkezik a
biztosan hamis és a biztosan igaz kozott.

1.1. A tudomanyos kutatas eszkozei

A tudomanyos kutatas eszkozei a megfigyelés és a kisérlet. A megfigyelés so-
ran természetes kapcsolatokat 4llapithatunk meg, de az egymassal er6sen korrelal6
véltozék kozott nem bizonyithaté ok-okozati 6sszefiiggés. A kisérlet lehet6vé teszi
az ok-okozati kapcsolatok felderitését.

Kutatasunk soran megfigyelhetjiik egy populaci6 viselkedését a maga termé-
szetes kornyezetében. Ilyenkor adatokat gytjtiink egy vagy tobb mérhet6 paramé-
terrél, majd az adatsorokat egy kozépértékkel és egy szordédasi mutatoval jellemez-
ziik. Példaul tobb mezdégazdasagi teriileten alkalmazva a véarosi szennyviziszapot
megfigyelték, hogy a kukorica termésében tobb fém mennyisége megnoétt, koztitk
emlitésre mélt6 a kadmium (Wang et al., 2017). A populaciét minden esetben
a kukorica egyedei képezték, a vizsgalt paraméter pedig a kukorica termésének
a kadmiumtartalma volt. A kutatasok eredményeként megallapithatjuk, hogy a
szennyviziszap feltehet6en megnoveli a kukorica termésének a kadmiumtartalmat.
Mivel a kutatést killonb6z6 mez6gazdasagi teriileten végezték, igy nem tudjuk
megmondani, hogy a megemelkedett kadmiumtartalom nem mas tényezének
tulajdonithaté-e, példaul a talaj tulajdonsagainak, a kukoricafajtinak vagy az
ontozéviznek stb. Ha azt gyanitjuk, hogy a tesztteriileten a szennyviziszap miatt
novekedett meg a kukoricaban a kadmiumtartalom, akkor kisérletet dolgozhatunk
ki a hatas bizonyitasara.
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A tudoményos kisérlet soran egyetlen tényez6 hatasat vizsgaljuk tgy, hogy az
0Osszes tobbi tényez6t dllando értéken tartjuk. A cél az, hogy megéllapithassuk, hogy
vajon a tesztelend6 paraméter hatassal van-e a populacié valamely tulajdonsagara.
A vizsgalt tényez6t faktornak nevezziik, a populacié éaltal adott valasz pedig egy
mérhetd, statisztikailag kiértékelhet§ paraméter kell legyen, amit fiiggé valtozonak
neveziink. Az el6z6 példanal maradva, a kukoricat ellenérzott koriilmények ko-
z0tt termesztjik. A kadmiumkoncentraciét befolyasold tényezdket (kukoricafajta,
talajtipus, ontoz6viz, tragya/miitragya) allando értéken tartjuk az 6sszes parcellan,
majd a klonb6z6 parcelldkon tetszélegesen, de eltéré mértékben alkalmazzuk a
vérosi szennyviziszapot. Amennyiben a kukorica termésének a kadmiumtartalma
és a szennyviziszap mennyisége kozott pozitiv kapcsolatot allapitunk meg, kijelent-
hetjiik, hogy a szennyviziszap noveli a kukorica termésének a kadmiumtartalmat.

A megfigyelés és a kisérlet kozott lényeges kiilonbség van (1.1. dbra). A meg-
figyelés soran nem tudunk minden tényezét ellendrzés alatt tartani, ezért nem
tudjuk biztositani a tesztelt paraméter (faktor) kizar6lagos hatésat a rendszer altal
szolgaltatott valaszra (fiigg6 véaltozdra). Mint megfigyel 6k, nem hatunk semmilyen
tényezdére (faktorra), ezeknek egytttes hatdsat vizsgéljuk a populaciéra. A kisérlet
azt feltételezi, hogy a faktorok hatasat allandé értéken tartjuk, és kizarélag a tesz-
telt faktor értékét valtoztatjuk. Igy a rendszer éltal adott vélaszt — ideélis esetben
- kizarélag a tesztelt faktor valtja ki. A kisérleteket altalaban laboratériumokban,
iiveghazakban vagy ugyanazon tertiilet killonboz6 parcellain végzik, kijelolve egy
kontroll- vagy referenciacsoportot/teriiletet is.

Fiiggetlen viltozok
(faktorok)

Befolyasolhatok

Allandék Tetszélegesen
ando viltoztathatok
Nem befolyasolhatok

1.1. abra. A tudomdnyos kisérlet és megfigyelés gondolati felépitése

Rétegzett

mintavétel Fiiggé valtozo

Véletlen
mintavétel

A kutat6 szempontjabdl a faktorok két csoportba sorolhaték: befolydsolhaték
és nem befolyéasolhat6k. A befolyédsolhat6 faktorok kozil altalaban egynek a hatasat
szeretnénk vizsgalni a célcsoporton, ezért a tobbit allandé értéken tartjuk. A nem
befolyasolhat6 faktorok hatésat a célcsoport valaszéra legfeljebb minimalizalni tud-
juk, amit a véletlen mintavétellel kivitelezhetiink. Vannak olyan faktorok, amelyek
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jol meghatérozott értékeket vehetnek fel, vagy jol elhatérolhaté kategéridkat képez-
hetiink az értékeik alapjan. Ilyen esetben a célcsoportot alcsoportokra oszthatjuk
az illet6 faktor szerint, a médszert pedig rétegzett mintavételnek nevezziik. Ha a
véarosokban szeretnénk felmérni a sz4ll6 por mennyiségét, akkor a varosokbdl alcso-
portokat képezhetiink a lakossag szdma vagy a kozuti forgalom nagységa alapjan. Ha
példaul a folydk nitrattartalmét szeretnénk felmérni, akkor a folyékat szakaszokra
bonthatjuk (fels6, kozépsé, alsé szakasz). Egy 6kolégiai vizsgalatban példaul kiilon
vizsgalhatjuk a néstények és a himek viselkedését adott kornyezeti tényezére, a
mért paraméter értékeit pedig killon-killon adjuk meg a rétegekre (alcsoportokra).

1.2. A véletlen mintavétel

A tudomanyos vizsgélat soran egy hipotézist tesztelink a populdcion
(1.2. 4bra). Altaldban a kutatast nem tudjuk elvégezni az alapsokasag (populacié)
minden egyes egyedén, mert sok esetben az alapsokasédg végtelen szamu elembél
all (példaul egy t6 viztomege, talaj, leveg6 stb.). Ilyen esetben az alapsokasaghbél
egy véges elemszamu mintat vesziink, és az 6sszes mérést, kisérletet a mintan
végezzik el. Nyilvanval6an az eredményt is a mintara kapjuk, az eredményt
pedig altalanositjuk az alapsokasagra. Ezt akkor és csakis akkor tehetjiik meg, ha
a minta reprezentativ, azaz képviseli az alapsokasagot. Abban az esetben, ha a
célcsoport homogénnek tekintheté a vizsgalt paraméter szempontjabél, a minta
reprezentativitasat a véletlen mintavétellel biztosithatjuk.

POPULACIO

HIPOTEZIS

EREDMENY

1.2. abra. A populdcié és a minta kapcsolata

A véletlen mintavétel 1ényege az, hogy a célcsoport minden egyedének/ele-
mének azonos esélye van bekeriilni a mintaba, és ezek az egyedek fiiggetlenek
egymaést6l. Ha a célcsoport véges szamu egyedbdl all (N), akkor minden egyednek
1/N valészintisége van bekeriilni a mintaba. Ha a célcsoport végtelen szamu egyed-
bél all, az egységet a minta egy elemébe keriil6 mennyiség szabja meg (példaul ha
egy elem a mintaban 1 liter vizet jelent, akkor a célcsoport az 1 literek 6sszességét
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jelenti; ha egy minta 2 m® levegét jelent, akkor a célcsoport a 2 m?® leveg6térfogatok
Osszessége). A minta elemszama (n) mindig véges. Ha az N értéke viszonylag kicsi
(pl. par szaz), akkor az egyedek egymaéstdl valo fiiggetlenségét tigy biztositjuk,
hogy a minta elemszdma nem haladja meg az N 10%-at.

A véletlen mintavétel kivitelezése egy véletlenszam generator segitségével
torténik. A célcsoport egyedeit megszamozzuk 1 és N kozott, majd meghatarozzuk
a minta elemszdmat. Az n értékeit véletlenszam-generatorral valasztjuk ki. Pél-
daul az 1.3. abran egy mezdégazdasagi teriiletrdl szeretnénk 7 mintét begytjteni.
Megszerkesztiink egy négyzethalé6t, amely 84 kvadrétot tartalmaz (a kvadratok
élhossztisdga 3 m). Az n < 0.1N feltétel teljesiil (az N 10%-a 8.4). Megszdmozzuk
a kvadratokat, majd véletlenszam-generator segitségével — amit lekérhetiink az in-
ternetrdl (https://www.random.org/integers/), vagy futtathatunk hozz4 egy telefonos
alkalmazast (pl. Random Number Generator) — kivalasztjuk a 7 egységet: pl. 3, 34,
44,46, 71, 75, 83. A mintavételi egységeket a foldrajzi koordinatakkal is meg lehet
jel6lni. Ez a modszer a terepi munkaban nagyon hasznos lehet.

3m
-—
I 1| 2 [ - 12
MINTAVETELI
34 EGYSEG
44 46
7l
75 83 | 84

1.3. abra. Véletlen mintavétel kivitelezése mintavételi halé segitségével

A véletlen mintavétel annal torzitatlanabb becslést ad a populéacié kozépér-
tékére, minél homogénebb a populédcié a mért paraméter szempontjabél. Amint
mar sz6 esett r6la, a homogenitast novelni lehet a rétegzett mintavétellel, a becslés
torzitatlanségét pedig a minta elemszamanak a novelésével.

1.3. A valtozok tipusai

A tudomanyos kutatasok a populacié altal szolgéltatott paraméterek mérésén
alapulnak, ezeket a paramétereket fiiggé valtozdknak vagy egyszertien valtozoknak
nevezzik. A valtozok értékei kiilonféle skalan értelmezettek, amelyek alapvet6en
meghatérozzak az alkalmazhato statisztikat is. Négy kategériat kiilonboztetiink meg:
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nominélis (nevesitd) e .
mindségi valtozok,
ordinélis (sorrendi)

intervallumskalaja C .
mennyiségi valtozok.

aranyskalaja

Az alébbi tédbl4dzatban (1.2. tdblazat) néhany székelyfoldi asvanyvizforrds
fizikai és kémiai paraméterei koziil figyelhetiink meg néhényat.

1.2. tablazat. Néhdny székelyfoldi dsvanyvizforras fizikai és kémiai adatai

ID Helység EC1 EC2 pH Ca Fe Kalciumos
AV2  Korond 2.47 kozepes 6.09 433 7.77 1
AV8  Homoro6dfiirdd 2.74 nagy 6.11 155 12.6 1
AV10 Szentegyhaza 2.40 kozepes 6.04 74 8.55 0
AV13 Csiksomly6 2.85 nagy 6.30 76 9.30 0
AV17 Szeltersz 5.92 nagy 6.59 138 13.9 0
AV20 Kirulyfirdé 1.31 kozepes 5.91 105 7.27 0
AV22 Tusnad 1.52 kozepes 6.02 139 13.4 0
AV26 Bibarcfalva 2.50 kozepes 6.25 239 5.03 1
AV28 Magyarhermény  0.92 kicsi 5.78 86  14.7 0
AV32 Zsogodfirdé 1.74 kozepes 6.03 98 12.6 0

A tablazatban szandékosan nincsenek feltiintetve alapvetd informaciék, mint
példédul a mértékegység vagy az, hogy mit fejeznek ki az adatok (atlagot, mediént,
egyedi mérési eredményt). Ez a forma egyezik azzal, amit egy statisztikai program-
ba olvashatunk be. Az adatok megértése végett elengedhetetlen egy magyarazo
vagy leir6 dokumentum (metaadat) tarsitdsa az adattdblahoz. Ez a dokumentum
tartalmazza a kutat6intézet és a kutaték neveit, az adatgyijtés idépontjat, helyszi-
nét, a valtozok megnevezését, mértékegységét, kimutatasi hatarait. Ezenkiviil bar-
milyen hasznos informaciét fel lehet tiintetni, ami konnyiti az adatok megértését.

Az 1.2. tdblazat adataihoz a kovetkez6 informéciok tarsithatoék:

—a vizsgalatot 2019-2021-ben végezték a Sapientia EMTE oktatdéi és hallgatéi
egy palyazat keretében, a négy évszaknak megfelelGen;

— a kutatas célja az volt, hogy felmérjék a széles korben fogyasztott természetes

asvanyvizforrasok fizikai és kémiai minéségét;

— az adatok négy mérési alkalom &atlagértékeit adjdk meg;

— a valtozok mértékegységei:

» EC1 (elektromos vezet6képesség): mS/cm;
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» EC2 (elektromos vezet6képesség): kicsi (EC1 < 1.00), kézepes (1.00 <
EC1 = 2.50), nagy (EC1 > 2.50);

» pH (kémhatas, ha pH < 7, a viz savas);

* Fe (vas): mg/l;

» Ca (kalcium): 1 (ha Ca = 150 mg/l), 0 (ha Ca < 150 mg/l);

Egyéb informaciok: a Ca értékei azt jelolik, hogy a HG1020/2005 minisztéri-
umi rendelet szerint az adott asvanyviz tekintheté-e kalciumos viznek (ebben az
esetben az érték 1).

1.3.1. A nomindalis (nevesitd) valtozo

A nominalis valtoz6 megnevez, kategorizél, csoportba sorol, kédol egy min-
tat vagy objektumot. Egy nominélis valtozénak lehetnek szdmértékei is, de a
szamoknak nincs nagyséag szerinti sorrendje. Nem lehet szamolni veliik. Példaul
jelolhetnek gyértasi sorozatszamokat, mintaszamokat. Az 1.2. tdbl4dzatban az ID,
a Helység, Kalciumos valtozdk tartoznak ebbe a kategériaba.

A nominalis valtozokkal semmilyen matematikai mtivelet nem végezhetd el,
viszont meg lehet szamolni, hogy egy adott név hanyszor fordul el§, illetve hany
széazalékot tesz ki az 6sszmintaszamra/csoporton beliili mintaszamra vonatkoztat-
va. Ilyen megkozelitésben a nominalis véaltozok kategéridkat hatarozhatnak meg,
feltéve, ha a készletiikkben levé nevek tobb minténal vagy objektumnal el6fordul-
nak. Ilyen kategorizal6 valtozo6 a Ca. A két érték alapjan, amit a valtozé felvehet
(1 és 0), két csoportba sorolhatjuk a mintakat: kalciumos és kalciumban szegény
vizek. A nyolc minta koziil harom kalciumos (37,5%) és 6t kalciumban szegény
(62,5%). Az olyan valtozokat, amelyek csak és kizardlag két értéket vehetnek fel,
amelyek kolcsonosen kizarjdk egymast: 1 vagy 0, igen vagy nem, jelenlét vagy
hiany, bindris valtozéknak nevezziik.

A nominélis valtozok készletében szerepl kategoriakra abszolit vagy relativ
gyakorisag adhaté meg, illetve meghatarozhaté a leggyakoribb elem, a m6dusz.
A statisztikai adatfeldolgozasban ezekkel a paraméterekkel jellemezhetjiik 6ket.

1.3.2. Az ordindlis (sorrendi) valtozo

Az ordinalis valtoz6 megnevez, kategorizal, csoportba sorol, kédol egy mintat
vagy objektumot, de értékeinek egyértelmii sorrendje van. Egy nominalis valtozoé-
nak az értékei lehetnek szamok is, és a szamok sorba rendezheték. Ilyen esetben
a szamok egy skalat képviselnek két végpont kozott. A végpontok ellentétes véle-
ményt, minimalis és maximélis er6sséget, mennyiséget, érzelmi hozzaallést stb.
képviselnek. Az ordinalis valtozénak névkészlete is lehet, a nevek meghatarozott
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sorrendbe tehet6k (pl. kicsi, kozepes, nagy; egyaltalan, inkabb nem, k6z6mbds, in-
kabb igen, biztosan igen). Az 1.2. tabldzatban ordinalis valtozénak minéstil az EC2,
amelynek a névkészlete: kicsi, kozepes, nagy. A nominélis valtoz6hoz hasonl6an
az ordindlis valtozéra meg lehet szdmolni, hogy adott név/szdm héanyszor fordul
eld, illetve hany szazalékot tesz ki az 6sszmintaszamra/csoporton beliili minta-
szamra vonatkoztatva. A statisztikdban gyakorisaggal és kumulativ gyakorisédggal
jellemezhetjik 6ket, a médusz mellett mar a median (helyzeti kozépérték) is
meghatéarozhaté. Az EC2 valtoz6 ,kicsi” értéke egyszer fordul el a 10 mintaban,
tehat gyakorisaga 1 (10%), a ,.kozepes” hatszor, tehat gyakorisaga 6 (60%), a ,,nagy”
héromszor, tehat gyakorisaga 3 (30%). A leggyakoribb érték (m6dusz) és a medidn
értéke egyarant a ,kozepes”. A kumulativ gyakorisagot tigy értelmezziik, hogy a
sorba rendezett kategéridk gyakorisagait rendre hozzaadjuk az el6z6 kategéridk-
hoz. Az EC2 véltozoénal: a ,kicsi” 10%, a ,kicsi” és a ,kozepes” 70%, a ,kicsi”, a
»kOzepes” és a ,,nagy” pedig egytitt 100%.

1.3.3. Az intervallumskdalaji valtozo

Az intervallumskalaji valtozénak numerikus értékskalaja van, amin a nulla
érték nem abszolut. Ez azt jelenti, hogy a nulla nem a paraméter vagy tulajdonség
hianyét jelzi, hanem valés szamértéknek mindsiil. Az intervallumskalaja valtozok
altalaban szdrmaztatott skalaval rendelkeznek, ilyen a hémérséklet Celsius-skalaja
vagy a Fahrenheit-skala, a kémhatasnak a pH-skalaja, a zajszintnek a dB- (decibel-)
skalaja. A h6mérséklet abszolut skalaja a Kelvin-skala, az Anders Celsius altal készi-
tett skala viszont egy relativ skala, amit Eur6paban hasznalnak. Az utébbi skaldn a
nulla fok egy reélis hémérsékleti érték, ami a viz fagypontjat jeloli 1 atm nyoméson.
Hasonlé mdédon a pH-skala a hidrogénionok koncentréciéjabdl szarmaztatott loga-
ritmikus skéla, amelyen a nulla érték (1 mol/l H* koncentraci6) egy ergsen savas
oldat kémhatéasat jeloli. A szarmaztatott skaldkon értelmezhetd az 6sszeadas, kivonas
és szorzas mint matematikai mivelet, de nem értelmezhetd az osztas. Az interval-
lumskalaja valtozok altalaban negativ értékeket is felvehetnek. Az 1.2. tablazatban
intervallumskalaja véltozo a pH. Ertéke 4.94 és 6.30 kozott valtozik.

1.3.4. Az aranyskalajua valtozo

Az aranyskalaja valtozé numerikus skalajan a nulla az abszolit nulla. A véltozé
ezt az értéket megkdozelitheti, de soha nem éri el. Ilyen véltozok a fizikai paraméterek
tobbsége (hossztsag, térfogat, sebesség, fényintenzitas, nyomas, elektromos vezet6-
képesség, a hémérséklet Kelvin-skéldja stb.) és a kémiai paraméterek tobbsége (kon-
centréacié, ionmozgékonysag, reakciésebesség), amelyeknek a mértékegysége azonos
a nemzetkozi mértékegységgel. Aranyskalaji valtozékkal barmilyen matematikai
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miivelet elvégezhetd. Az 1.2. tdblazatban harom aranyskaldja véltozo6 szerepel: EC1,
Ca, Fe. Azonos fizikai vagy kémiai paraméter valtozéi (pl. killonbozé elemek kon-
centracidi) esetén minden elemre azonos mértékegységet célszerti hasznélni, akkor
is, ha nagysagrendbeli kiilonbségek vannak. Az 1.2. tdbldzatban a Ca és a Fe mg/l-ben
vannak megadva, annak ellenére, hogy a Ca a szazas, a Fe a tizes skdlan mozog.

1.3.5. Sajatos esetek

Egy valtozénak nem feltétlentil adott a skéldja (értékei killonbo6z6 skalakon
mozoghatnak). Eszszerii szempontok szerint eldonthetjiik, hogy melyik skalaval
dolgozunk. Példaul sziikséges-e egy 0sszetevd koncentracidjat ismerni, vagy csak
a jelenlétét/hianyat szeretnénk tudni, vagy arra vagyunk kivancsiak, hogy az ér-
tékek hogyan viszonyulnak egy hatarértékhez. Péld4aul a vér magnéziumtartalma
megadhat6 haromféle médon (1.4. dbra). A legkimerit6bb informéciéhordozé
az aranyskalaja véltozé, amibdél kénnyen szdrmaztathaté egy binéris vagy egy
ordinélis valtozd, azonban szdmolnunk kell az informdaciovesztéssel. Az ordina-
lis mindéségi skala akkor hasznalhaté, ha az adott aranyskalaja valtozé alapjan
csoportositani szeretnénk a mintakat; a mennyiségi véaltozébol igy egy mindségi
véltozot (faktort) hozunk létre. Visszafelé a konverzié nem miikodik, miitermékek,
hamis eredmények fognak keletkezni.

itiv/ tiv ..
L ¢ (mg/l) ‘ L pozt E%lzga " ‘ L magas/kézepes/kicsi ‘
Aranyskalajt Nominalis T
a1}§s a,aju ‘ . ,O.mm,a ' \ ‘ Ordinalis valtozo ‘
valtozo (binaris valtozo)

1.4. abra. Egy véranalizis eredményének lehetséges kozlési modjai

A miiszerek altaldban ardnyskalaju paraméterek nagysagat (intenzitasat) mérik,
viszont bizonyos esetben indokolt lehet az eredményeket intervallumskaldn megadni
(1.5. 4bra). Példaul a zajt a miszer a fizikai inger szintjén méri (W/m?), de a kozért-
hetdség végett az értékeket atalakithatjuk az emberi érzékelés szempontjabdl sokkal
konnyebben értelmezhetd (hallas altal érzékelt kiilonbségek) decibel értékeivé.

Muszer altal “.‘é,“ W/m? Abszolut skila
fizikai mennyiség
,Ha’llas ltal dB Intervallumskdla
érzékelt hang

1.5. abra. A zaj értékei kétféle skdaldn adhaték meg
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El6fordulhat olyan sajatos eset, amikor a vizsgélt populéci6 altal adott valaszt
képvisel valtozé nehezen mérhetd, kovethets vagy egyaltalan nem mérhet6. Ilyen
esetben kivalaszthatunk egy olyan véltozét, amirél tudjuk, hogy szorosan egyiitt
valtozik a szdmunkra fontos valtozéval, és ami kénnyen mérhets vagy kovethetd.
Az ilyen segité véltozokat helyettesitéknek (proxyknak) nevezi a szakirodalom.
Példaul klimarekonstrukcio6 esetén lehetetlen a levegé hémérsékletének a vélto-
zasat évezredekre visszamenden megmérni. Tavak tiledékében viszont meghata-
rozhatok a régiéban élt hideg/meleg, szaraz/nedves éghajlatot kedvel novények
pollenjei, amibdl kovetkeztetni lehet az éghajlatra. A vizekben oldott 6sszsétar-
talom meghatdrozasa hosszu és koltséges munka lehet, mivel minden kation és
anion mennyiségét meg kellene hatérozni. Megkozelité és gyors eredményt adhat
a vizek elektromos vezet6képességének a megmérése a mintavétel helyszinén,
amibdl kovetkeztetni lehet a kivant paraméterre.
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Az R egy szabadon hozzaférhet6 és hasznélhat6 statisztikai szoftvercsomag,
tulajdonképpen egy programozasi kornyezet, egy programnyelv. Nevét két 1j-
zélandi alkotéjardl kapta, akiknek torténetesen R-bettivel kezdddik a keresztne-
viik: Ross Thaka és Robert Gentleman. Ok 1993-ban tették publikussé a szoftvert,
amelyet 1995-ben atengedtek a GNU, General Public License ingyenes licencek
sorozatdba. Azdta a programot egy kozponti csapat (R Development Core Team)
kezeli.

A hozzéférhetGsége mellett a szoftver rendkiviil széles kort lehetséget nyjt
a legkiilonfélébb statisztikai eszkoztar hasznédlatdhoz a programkonyvtar altal. Ez
a konyvtar folyamatosan béviil ij csomagok forméjaban, amelyek ingyen telepit-
het6k és futtathaték R-ben. A hasznalati utasitasok .html vagy .pdf formatum-
ban tanulmanyozhaték. Barki létrehozhat Gj csomagokat, a szerzék nevei pedig
megjelennek az adott csomag hasznalati utasitasaban. A csomagok az Atfogé
R Archivum Hal6zaton (CRAN - Comprehensive R Archive Network) talalhaték
meg. A csomagokroél szol6 részletes tajékoztatok mellett szamos internetes oldal
nyujt segitséget a program hasznélataval kapcsolatban, akar sajatos problémak
megoldésara is. Elterjedten hasznalnak kiillonféle tarsalgési oldalakat (bloggokat),
ahol kérdéseket lehet feltenni. Néhany ajanlott oldal:

https://www.tutorialspoint.com/r/index.htm (az R sajat kézikonyve);

https://support.rstudio.com/hc/en-us (az RStudio hasznélati utasitdsa);

https://www3.nd.edu/~steve/computing with_data 2014/ (Steven Buechler egye-
temi kurzusa az R alapmtiveleteivel kapcsolatban);

https://rcompanion.orglhandbook/ (Salvatore S. Mangiafico ingyenes internetes
segédanyaga egyetemi hallgatok részére).

2009-ben létrehozték az R Journal (ISSN: 2073-4859) tudomanyos folyéiratot,
amelynek cikkei szabadon elérheték, és megjelentetés el6tt fiiggetlen szakemberek
altali biralaton (peer review) esnek at. A folyoirat tematikdjaban szerepel az R-ben
futtathat6 statisztikai adatelemzések széles korii alkalmazhat6saganak bemuta-
tasa vagy 1j parancssorozatok (kédok) ismertetése az olvaso6 altal reprodukélhaté
formaban. A folyéirat honlapja: https://journal.r-project.org.

Az R alapvet6en parancssoros, de az operdcids rendszereknek megfeleléen
biztositanak egy alapfeliiletet (interface) is, amely gyakorlatilag a parancsokat futtat6
konzol (R Commander Widowson, R.app MacOSX-en, linuxon terminalban fut) és
néhany kényelmi funkciét adé meniipont. Ezenkiviil grafikus felhasznélai feliilet
(GUIL: R Commander (Recmdr), Deducer, jamovi, JASP, JGR, R-Instat, rattle, RKWard
stb.), illetve fejleszt6i kornyezet (IDE: RStudio) is rendelkezéstinkre all. Ezek kozott
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vannak, amelyek az R kérnyezeten beliilrél indithat6k (Remdr, Deducer, rattle, JGR),
mig masok onalléan telepitheté kornyezetet biztositnak (jamovi, JASP, RKWard,
R-Instat). Az RStudio el6nye a konnyti kezelhet6ség, a szolgaltatasok sokfélesége;
példéul az, hogy beiras k6zben mutatja az alkalmazott parancs szintaxisat, jelzi az el-
irasokat, felajanlja a lehet6ségeket, az abrak konnyen méretezheték, elmenthetdk stb.

A felhasznal6 az R-rel egy programnyelv segitségével kommunikél, amelynek
a megtanulasa id6igényes, de elsajatithaté el6zetes programozasi ismeretek nélkiil
is. A parbeszéd az RStudiéban a Console feliileten zajlik parancsok formajaban,
(a konzol megegyezik az alap R konzollal). A parancsok egytittesét, ami egy tobb
1épésbdl allé miiveletet hajt végre, kodnak (script) nevezziik. Maga az R program
a https://cran.r-project.org internetes oldalrél tolthetd le, és futtathaté Windows,
Linux és MacOS rendszerben. Az RStudio a https://www.rstudio.com/products/
rstudio/ oldalrdl toltheté le, de Windows-rendszer alatt a hasznélatdhoz sziikség
van az R elGzetes telepitéséhez.

A tovabbiakban bemutatott parancsok, illetve kddok az RStudiéban késziiltek
(hasonl6 médon miikédnek minden R kornyezetben), amely az Rx64 4.0.5 verzi6
alatt fut.

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
Q] -| OF = r - Addins - & Project: (None) =

Console -/ = Environment History  Connections =
T H # Import Dataset ~ | & List ~

R version 4.0.3 (2020-10-10) -- "Bunny-wunnies Freak out” 5

Copyright (C) 2020 The R Foundation for Statistical Computing ks Global Environment ~

platform: x86_64-w64-mingw32,/x64 (64-bit)

R is free software and comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY.
You are welcome to redistribute it under certain conditions.
Type 'license(}’ or "licence()’ for distribution details.

Environment is empty

R i5 a collaborative project with many contributors.
Type 'contributors()" for more information and

citation()’ on how to cite R or R packages in publications. Fles Plots Pad el s -0

Type 'demo()” for some demos, "help()' for on-Tine help, or -2% Export =
"help.start()" for an HTML browser interface to help.

Type ‘() To quit R.

[workspace loaded from ~/.RDatal

> |
2.1. abra. A felhaszndldfeliilet az RStudiéban

A felhasznalé6feltileten (2.1. d4bra) harom ablakot latunk. Az elsé a Console,
ahol a parbeszéd folyik az R-rel. Ez a futtaté kornyezet, itt futnak a parancsok, ide
kuldjik a kédokat, és itt kozli veliink az R a parancsok kimeneteit, a hibaiizene-
teket, illetve egyéb hasznos informécidkat. A fels6 jobb ablaknak harom fiile van:
Environment, History és Connections. Az Environment fiilben a Global Environ-
ment folyamatosan megérzi a Console-ban létrehozott adattarolékat (vektorokat,
faktorokat, listdkat, adattablakat stb.), a History ennél tébbet tesz, minden mtve-
letet elment 500 sorig. A Connections kiilonféle oldalakkal koti 6ssze a Console-t.
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Bévebben a hittps://db.rstudio.com/advanced/snippets/ oldalon lehet errél olvasni.
A jobb oldali als6 ablakban lehetéség van a sajat gépen levé mappakat behozni
(Files), a Console-ban elkészitett abrdkat megtekinteni és elmenteni (Plots), a
letoltott csomagokat listdzni (Packages), illetve a Console-ban feltett kérdésekre
bévebb vélaszt kapni (Help).

Az R egy sajat munkamappaval (working directory) van 6sszekottetésben,
innen to6lt be, illetve ide ment ki mindent a futtaté kornyezetb6l. Ezt a mappat
tetszélegesen beéllithatjuk, és ez a beallitds mindenképpen ajanlott. Kétféleképpen
jarhatunk el: a mappat beéllitjuk a mentiben, vagy egy parancskédot hasznalunk
(2.1. tdblazat). A getwd () utasitassal megkapjuk az aktualis munkamappa helyét
a gépen. A setwd () paranccsal megadjuk a munkakonyvtarunk helyét (a konyvtar
teljes elérési titvonalat kell megadni).

2.1. tablazat. A munkamappa (working directory) helyének megaddsa

Szoftver Bedllitas Kod
R File & Change dir... setwd ()
példaul:

Session > Set Working Directory

RStudio setwd ("C:/Documents

-> Choose Directory
and Settings/Data")

A Console-ba beirt parancsok és kddok csak pillanatnyi, ,,616 beszélgetésnek”
szamitanak, ahhoz, hogy elmenthessiik 6ket, meg kell nyitnunk egy munkafiize-
tet, ami kizérdlag az R programban értelmezhetd, kiterjesztése pedig ,,.R”. Ez a
munkafiizet tetsz6legesen elnevezhetd, véglegesités utan pedig el kell menteni
(2.2. tablazat).

2.2. tablazat. A munkafiizet (R Script) létrehozdsa és elmentése

Szoftver Beallitas

File > New script
File > Save (amikor aktiv a Script ablak)

File » New File & R Script
Save (ikon, a Script ablakon beliil)

R

RStudio

J6l bevéalt munkamenet R-ben, hogy az utasitdsokat a Scriptbe irjuk, majd
atkiildjiuk a Console-ba. Ezt az R Commander felilletén a CTRL+R, az RStudio
feltiletén pedig a CTRL+ENTER billentytiparossal tehetjitk meg.
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2.1. Az R nyelvezetének alapjai

Az R megkiilonbozteti a nagy és kis bettiket. A parancsok frasanal erre kiilonos
figyelmet kell forditani. Minden parancs egy kifejezésbél all, amit kerek zaréje-
lekbe irt informéciék (adatok, illetve opcionalis beallitasok) kovetnek. A kapcsos
zarojelet tobb parancs 6sszeftizésekor, illetve programozaskor a ciklusok szerve-
zésénél hasznaljuk. A szogletes zardjelet az adatok (vektorok, matrixok) elemeire
tortné hivatkozaskor, illetve a részhalmazok kijelolésére hasznaljuk. Szavakat,
kifejezéseket idézGjelek kozé irunk, a szamokat pedig egyszertien vezetjiik be.
Tovébba betehet6k olyan széveges részek, amelyeket az R nem vesz figyelembe,
ezeket a # eldjellel latjuk el. Mindent, ami a # jel utdn kovetkezik egy sorban,
az R nem hajtja végre. Ennek akkor van haszna, ha a Scriptben emlékeztet6ket,
magyarazatokat szeretnénk megdérizni egy parancs vagy egy kod mellett.

Az adattérol6kban el6fordulhat, hogy hidnyzik egy vagy tobb adat. Ezeknek
a helyén az R-ben az NA jelenik meg, ami a not available kifejezésb6l szarmazik.
Lehetetlen szdmok (pl. nulldval valé osztaskor) helyén a NaN szerepel, a not a
number roviditéseként.

2.3. tablazat. Szamtani és logikai miiveletek R-ben

Szamtani miiveletek Logikai miiveletek
Jel Miivelet Jel Miivelet Jel Miivelet
+ Osszeadds round () kerekités & és

Osszeadja egy

- kivonds sum () adatsor értékeit | vagy
* SZOrZ4s mean () atlagolas ! nem

, o o maradék nélkiili . .,
/ osztas $/% == egyenld

osztas

sorozatot készit a
két szam kozott

~

vagy ** hatvanyozés l= nem egyenld

sqrt () gyokvonds min () minimum < kisebb
tizes alapt .
1og10 () logaritmus max () maximum > nagyobb
természetes legkozelebbi .
) . p _ kisebb vagy
log () alapua floor () egész szam, nem <= covenld
logaritmus nagyobb, mint x 8y
21 legkozelebbi
exponencialis : . P _  nagyobb vagy
exp () (&) celeing() egész szam, nem >= 15
e kisebb, mint x egyenio
sin() egy elem
abs ()  abszolatérték  cos() trigonometria %in%  benne van-e

tan() egy vektorban
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Az R-ben érvényesek az egyszer(i szdmtani és logikai mtveletek, amelyeknek
az irasjeleit a 2.3. tablazat tartalmazza. A szdmtani miiveleteknél az R betartja a
szamtani miiveletek sorrendjét: hatvanyozas, szorzas/osztas és tsszeadéds/kivonas.
A sorrend kerek zaréjelekkel tetszélegesen valtoztathaté. A logikai miveletek
logikai eredményt adnak, amelynek a lehetséges forméi R-ben az igaz (TRUE) és
a hamis (FALSE). Az R a logikai miiveletek eredményeit csak ebben a forméban
értelmezi (nem helyettesithet6k példaul nullaval és egyessel).

Az R-ben az adatok tébbféle médon tarolhaték: vektorban (vector), faktorban
(factor), listdban (list), matrixban (matrix) vagy adattabldban (data.frame) (2.4. tab-
lazat). Ezek a formak tetszéleges nevet kaphatnak, a megfeleltetés pedig az ,,.="
vagy a ,,<-" irdsjellel valésithat6 meg.

=5
=3
=x+y

— N N & X
|

1] 8

X >y
[1] TRUE

(x+z) **3-y
[1] 2194

Az elmentett x, y, z megjelenik a Global Environment ablakban (a munkafe-
lilet jobb felsé részében). A bonyolultabb miveleteknél a mtveleti sorrendet a
kerek zéardjelek hasznalataval hatarozhatjuk meg.

((x+3*z)*0.5-(y—-2*x))
[1] 12.4

A vektor egyetlen tipust valtozot tartalmazé adatsor. A tipus lehet szam vagy
karakter. A faktor hasonlé a vektorhoz, azonban csak karaktereket tartalmazhat (a
szamokat is karaktereknek értelmezi), komponenseit rangsorolni lehet a levels
paranccsal (lasd az 2.4. tdblazatban a faktor2 példat). Ha a 1evels opciét nem
hasznaljuk, az R dbécésorrendbe teszi a szavakat, kifejezéseket (példaul abrakon).
Ha szamok rangsoroldsénal az ordered logikai opci6t TRUE-ként adjuk meg, akkor
a program a novekvé sorrend szerint rangsorolja 6ket (lasd az 2.4. tablazatban a
faktor3 példat). A rangsor hasznos lehet a késébbi adatfeldolgozasnal (példéaul a
lineéris modellek alkalmazédsanal). T6bb numerikus valtoz6 adatai matrixban vagy
adattdbldban tarolhaték. A lista barmilyen adattipust tud tarolni.
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2.4. tablazat. Az adatok taroldsa

Objektum Jellemzés Példa
Egyetlen tipust objl = c(5, 3, 7, 8, 2)
véltoz6t tartalmaz. obj2 = c(TRUE, TRUE,
vektor FALSE, TRUE, TRUE)
c() obj3 = c("blue", "red",
"green", "blue", '"green")
Csak karaktereket tartalmaz. faktorl = factor(c("M",
factor(c()) "F", "F", "F", "M"))
factor(c(), levels = c()) faktor2 = factor(c("Igen",
faktor factor(c(), "Igen", "Nem", "Igen", "Nem"),
ordered = TRUE) levels = c("Nem", "Igen"))
faktor3 =

factor(c(3,5,5,4,1,3,2),
ordered = TRUE)

Csak egyféle tipusa m =
adatot tartalmazhat. matrix(c(3,2,6,4,87,34,23,94),
matrix() nrow = 4, ncol = 2,byrow = F,
A véltozok adatait egy vektorban dimnames =
adjuk meg, majd megadjuk, list(c("s1","s2","s3",
hogy hany sorba és oszlopba "S4"), c("VAR1l", "VAR2")))
rendezze Gket. A byrow a m
matrix kitoltési sorrendjét VAR1 VAR2
matrix  adja meg, értéke alapbdl F Sl 387
(FALSE), vagyis oszloponként S2 2 34
tolti fel az adatokat. S3 6 23
A dimnames = list() sS4 4 94
paranccsal elnevezhetjiik a
sorokat és oszlopokat. Ezt
megtehetjilkk a colnames () 6s  colnames(m) = c("kontroll",

rownames () parancsokkal is. "kezelt")
rownames (m) 1:4

Tobbféle adattarolot tartalmazhat lista = list(c(45,44,46),
nem tablazatos formaban, eltér§ matrix(1:12, nrow = 4),

lista dimenziok is lehetségesek. list("kutya" FALSE,
list() "tyak",2,0,9), TRUE)
paste(lista)
Vektorokat és faktorokat df = data.frame(objl,obj2,0b3j3)
tartalmazhat tablazatos df
forméaban. Az adattarolok objl obj2 obj3
. neveit (obj1-obj3) nem 1 5 TRUE Dblue
adattdbla tessziik idézéjelbe. 2 3 TRUE red
3 7 FALSE green
4 8 TRUE blue
5 2 TRUE green

Egy adattidrol6 tipusdt a class () paranccsal kérhetjuk ki (példaul
class(objl)).
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class (objl)
[1] "numeric"

class(lista)
[1] "list"

A szdmtani miiveletek a szamadatokat tartalmazo adattarolokra (vector, mat-
rix, data.frame) is alkalmazhaték. Az R az adattarol6 tsszes elemére elvégzi a
kijelolt mtiveletet. Az amerikai tarsadalom a testmagassagot labban (ft, feet) méri.
A méterbe val6 atszamitasi képlet: feet/3.28008.

feet = c(4,4.5,5,5.5,6,6.5)
meter = feet/3.2808
meter

[1] 1.219215 1.371617 1.524019 1.676420 1.828822 1.981224

round (meter, 2)
[1] 1.22 1.37 1.52 1.68 1.83 1.98

centimeter = feet*100/3.2808 #a cm-ben megadott magassag ko-
zelebb 411 hozzank

round (centimeter, 1)
[1] 121.9 137.2 152.4 167.6 182.9 198.1

A listaban szerepld adattaroléknak tetszéleges neveket lehet adni. Atnevezziik
a 2.4. tdblazatban feltiintetett lista adattaroléit:

names (lista) = c("Eletkor", "Matrix", "Allatok/db", "Csalados")
lista

$Eletkor

[1] 45 44 46

SMatrix

[,11 [,21 [,3]
(1,17 1 5 9
[2,1] 2 6 10
[3,1] 3 7 11
(4,1 4 8 12

$ Allatok/db"
$*Allatok/db  [[1]]
[1] "kutya"
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$*Allatok/db  [[2]]
[1] FALSE

$*Allatok/db  [[3]]
[1] "tyuk"

$*Allatok/db  [[4]]
[1]1 2

$*Allatok/db  [[5]]
[11 0

$*Allatok/db  [[6]]

[1]1 9
SCsalados
[1] TRUE

A vektorban tarolt szamadatokra értelmezhetdk a sort (), az order () és a
length () parancsok is. Az els6 névekvé sorrendbe rendezi az értékeket, a mésodik
pedig megadja a novekvd sorba rendezett adatok helyét a vektorban. A csékkend
sorrendet Ggy érjik el, hogy a vektor neve elé minuszjelet tesziink. Legyen cs egy
vektor, ami egy adott utcaban a csaladtagok szamét adja meg a hazszamok névekvé
sorrendje szerint. A harmadik parancs megadja az elemek szdmat egy vektorban.

cs =¢(1,1,5,2,1,4,4,3,2)
sort(cs)
[1] 111223445

#Novekvd sorrend
order (cs)
[1] 1 254986 73

#Forditott sorrend

order (-cs)

(1] 367849125
#vagy

order (cs, decreasing = T)

length(cs)
[11 9
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A merge () paranccsal tobb listat 6ssze lehet olvasztani egy listdba, illetve
a listakbol vektorok készithet6k az unlist () paranccsal. Ha a lista elemei nem
csak szamokat tartalmaznak, a beléle létrehozott vektor karakterek formajaban
tarolja az adatokat.

L1 = list(c("piros", "kék"))
L2 = 1list(1:3)
L12 = merge(Ll, L2)

names (L12) = c("Szin","Csoport")
L12
Szin Csoport
1 piros 1
2 kék 1
3 piros 2
4 kék 2
5 piros 3
6 kék 3

Felbontjuk vektorokra a 2.4. tdblazatban megadott listat:

data = unlist(lista)

#mivel van legaldbb egy karakter, az O6sszes

#adat karakterként keriil a vektorba

class (data)

[1] "character"

paste(data)

[1] "45" "44m "4En mIm o v2n m3mongnowgmowgn wow

[11j "™ mom mi0"™ "11"™ "12" "kutya" "FALSE" "tyuk" "2" "QO"
[21] "9" "TRUE"

A vektorok 6sszeolvasztisa egyszer(i miivelet, feltétele, hogy a vektorok azo-
nos tipust adatokat tartalmaznak (numerikus vagy nevesit6 adatkat).

vl = ¢c(2,2,4,8,1)
v2 = c¢(5,5,5,7)
v3 = c(vl,v2)

v3

[1] 22 4815557
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2.1.1. Sorok, oszlopok, adatok kivdlasztasa egy adattarolébol

Egy sor vagy oszlop kivalasztasa egy matrixbdl, listabol, adattablabdl a szog-
letes zarojel hasznalataval torténik: [, ]. A vessz6 el6tt a sor (sorok) sorszamai,
a vessz6 utan az oszlop (oszlopok) sorszamai szerepelnek. Sorok vagy oszlopok
eltavolithatok a sorszamuk elé tett minuszjellel.

m[,1] #az m matrix elsd oszlopa
S1 S2 S3 S4 S5
3 2 6 4 2

m[2,] #az m matrix masodik sora
VAR1 VARZ2
2 34

Ha egy adattablaban szeretnénk oszlopokat kivédlasztani, akkor a $ jelet hasz-
néljuk. A jelt6l balra irjuk az adattabla nevét, jobbra pedig az oszlop nevét. Az
R-nek vannak beépitett adattablai, pl. az mtcars, ezen beliil pedig van egy hp nevi
valtozé. Ezt a kovetkezéképpen kérhetjiik ki:

mtcars$hp
(1] 110 110 93 110 175 105 245 62 95 123 123 180 180 180 205
215 230 66 52 65 97 150 150 245 175
[26] 66 91 113 264 175 335 109

Mivel egyetlen valtozé adatait tartalmazza azonos tipusa értékekkel, ezért
elmenthetjik vektorként, pl. v1 néven, amely igy numerikus vektor lesz.

vl = mtcars$hp
class(vl)
[1] "numeric"

Egy adattébla egy oszlopara tgy is utalhatunk, hogy az adattabla neve utan
szogletes zarojelben megjeloljitk a valtozo6 sorszamat. A hp az mtcars adattablaban

a negyedik véltozo.

mtcars[4]

hp
Mazda RX4 110
Mazda RX4 Wag 110
Datsun 710 93
Hornet 4 Drive 110

Hornet Sportabout 175
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2.1.2. Gyakran hasznalt parancsok

A rep() parancs
Egy értéket ismétel megadott szorzoval:

rep("big",3)
[1] ubigll llbigll llbigll

rep(l:4, 2)
[1] 123412314

A ¢ () funkci6 hasznalataval bonyolultabb mtveleteket is végre lehet hajtani:

#hdromszor ismételje az elsd hdrom egész szdmot
c(rep(l,3),rep(2,3),rep(3,3))
[11 111222333

#egy bindris csoportvdltozd készitése (pl. urban/rural)
Site = c(rep("urban",3), rep("rural",3))

class (Site)

[1] "character"

Site
[1] "urban" "urban" "urban" "rural" "rural" "rural"
cbind() és rbind()

A valtozot utélag hozzé lehet adni egy adattablahoz a ebind () paranccsal.
A cbind () paranccsal oszlopot lehet hozzaragasztani egy olyan adattabldhoz
vagy masik oszlpohoz, amelynek azonos a sorszama. Hasonl6an, sorokat is lehet
adattablahoz ragasztani az rbind () paranccsal.

#A d adattdbldhoz hozzdadjuk a Site vdltozdt
cbind(d,Site)

seq() parancs

A seq() paranccsal szakaszokat lehet létrehozni egy megadott logika sze-
rint. Példdul megadjuk a szakasz kezd6- és végpontjat, és az értékkészletbdl adott
értékeket jeloliink.

#pdros szdmok kivdlasztdsa [0,10] kézdott
seq(0,10, by = 2)
[1] 0 2 4 6 8 10
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#10 egyenld tdvolsdgra levd érték kivdlasztdsa 10 és 1000
#kbzbtt (az egyenld tdvolsag 110)

seq(10, 1000, length.out = 10)

[1] 10 120 230 340 450 560 670 780 890 1000

runif() parancs

A runif () parancs véletlenszertien valaszt ki n szamot egy egyenletes elosz-
lasbdl (minden tagnak egyforma esélye van bekeriilni az Gj adatsorba). Alapbél
az intervallum [0,1]: runif (n, min = 0, max = 1).

#Tiz szam véletlenszerld kivdlasztdsa 1 és 100 kbzott.
round (runif (10,1,100),0)
[1] 55 98 87 83 16 64 20 80 66 91

Ha ismételjitk a runif () parancsot, akkor mindig mas sorozatot kapunk,
1évén, hogy az adatsor véletlenszeriien all 6ssze. A set. seed () paranccsal rogzit-
hetjiik a sorozatot. Igy biztositjuk, hogy barhol barki ugyanazt az adatsort generélja.

set.seed (456)
round (runif (10,1,100),0)
[1] 10 22 74 85 79 34 9 29 25 39

rnorm() parancs
Az rnorm(n, mean = 0, sd = 1) parancs n szamot general egy 0 ko-
zépértékil és egységnyi szordst normaélis eloszasbodl. A normalis eloszlas kozép-
értéke és szorasa tetsz6legesen valtoztathatd. A set.seed () ebben az esetben a
létrehozott adatsort rogziti.

set.seed (6284)

rnorm(10,3,0.6)

[1] 3.389476 3.815450 3.342745 4.096105 3.581106 3.192450
4.014564 2.823472 2.753615 2.950230

sample() parancs

A sample(x, size, replace = FALSE) parancs véletlenszeriien vélaszt
ki adott szam (size) elemet egy mintdba a megadott x halmazbdl (sokaségbdl) visz-
szatevés vagy nem visszatevs mddszerrel. A visszatevés modszernél ugyanaz az
elem tobbszor bekeriilhet a mintaba, mialatt minden elem azonos val6szintiséggel
keriilt a mintaba, hiszen a halmaz elemszdma mindvégig azonos maradt.

sample(1:15, 7, replace = TRUE)
[1] 13 13 14 15 1 2 1
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table() parancs
A table () parancs egy faktor szintjeinek a gyakorisagat adja meg.
szin = c("piros", "piros", "kek", "piros", "piros", "kek")

table(szin)
szin
kek piros
2 4

2.1.3. R csomagok letéltése, telepitése és aktivalasa

Az R-nek egy sajat alapcsomagja {base} van, ami a program telepitésekor elérhe-
tévé valik, ezenkiviil még néhany csomag telepiil alapbdl (datasets, utils, grDevices,
graphics, stats, methods). Ezek az alapcsomagok szdmos miivelet elvégzését teszik
lehet6vé, viszont eszkoztaruk korlatolt. Az R rugalmassagébél ad6ddan szamos speci-
alis statisztikai teszt vagy mtivelet elvégzésére csomagok késziiltek (példdul a {vegan}
csomag elsésorban ckologiai elemzés elvégzését teszi lehetévé, a {cluster} csomag
a klaszteranalizishez tartalmaz parancsokat, a {ggplot2} csomag pedig vonzé abrak
készitésére alkalmas). A telepitett csomagokat az R egy konyvtarban 6rzi, ezért aktival-
nunk kell a kivant csomagot. Ezt megtehetjitk a Library () paranccsal (2.5. tablazat).

2.5. tablazat. Az R csomagok letéltése, telepitése és aktivaldsa

Szoftver Jellemzés Aktivalas
Packages = Set CRAN mirror library (ggplot2)
R (foldrajzilag minél kozelebbit) Warning message:
Packages - Install package(s) package ‘ggplot2’ was built
(kivéalasztjuk a kivant csomagot) under R version 4.0.5
library (ggplot2)
Loading required pack-
age: permute
Tools - Install package(s) Loading required pack-
RStudio A megjelené ablakba beir- age: lattice
juk a kivant csomag nevét. This is vegan 2.5-7
Warning message:
package ‘ggplot2’ was built
under R version 4.0.5

Vannak csomagok, amelyek nem érhetéek el a CRAN csomagtéaroléjaban.
Egyes szerzdk sajat oldalukon vagy a GitHub-on teszik elérhet6vé éket. Ezeknek
a csomagoknak a konnyt letoltéséhez és telepitéséhez létrehozték az RTools esz-
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koztérat, ami a kovetkezé oldalon érheté el: https://cran.r-project.org/bin/windows/
Rtools/. Az R verzi6janak megfelel6en telepithet6 az RTools 4.0 vagy 4.2 verzio.

2.2. Az adattablak kezelése R-ben

Az adattabla n sorbdl és m oszlopbdl all, ahol az n a megfigyeléseket (minta-
kat, objektumokat) jelenti, az m pedig a véltozdkat. Egy valtozo6 lehet numerikus
(valds szam, egész szdm vagy komplex szam), nominalis (bettik, szavak) vagy
logikai (igaz, hamis).

2.2.1. Adattdbla készitése

Egy faluban meghataroztuk 6t kit vizének a helyszini paramétereit: a pH-t, a
hémeérsékletet (°C) és a fajlagos vezetSképességet (EC — electric conductivity, uS/
cm). A vizsgalt kutak az utcan, illetve maganteriileten (udvarokban) fordultak eld,
ezért egy csoportvéaltozot is készitiink, amit faktorként mentink el.

ID = c("K1", "K2", "K3", "K4", "K5")

PH = c(6.73, 6.45, 6.21, 7.03, 6.58)

Hom = c(12.4, 15.7, 12.8, 13.3, 14.2)

EC = c (345, 687, 397, 451, 430)

Csoport = factor(c("udvar", "utca", "udvar", "udvar", "utca"),
levels = c("udvar", "utca"))

A véltozokbdl adattéblat készitiink, a sorokat pedig elnevezzitk a minték
neveivel (ID).

df = data.frame(pH, Hom, EC, Csoport)

row.names (df) = ID
#kikérjik az adattablat
df

PpH Hom EC Csoport
K1l 6.73 12.4 345 udvar
K2 6.45 15.7 687 utca
K3 6.21 12.8 397 udvar
K4 7.03 13.3 451 udvar
K5 6.58 14.2 430 utca
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2.2.2. Adattdbla betoltése

1. Az R sajat adattablainak beolvasdsa

Az R alapcsomagjidban szdmos adattabla taldlhat6. Ezek kilistazhaték a
library (help = "datasets") paranccsal. Egy adott adattédblarél (pl. volcano)
részletesebb informaciot talalunk a Help fiil alatt (jobb als6 ablak) a ?volcano
paranccsal. Az adattdbla megnézhet6 a név egyszer(i bevezetésével a Console-ba:
volcano.

2. Adattabla beolvasdsa egy internetes oldalrél

Kiilonboz6 internetes oldalakon hasznos adattablakat tettek kozzé, amelyek
elérheték és letolthet6k. Gazdag adattabla-gytijtemény talalhaté a https://archive.
ics.uci.edu/ml/datasets.php oldalon. Egy adattéblét az R a sajat munkamappéjaba
tolt le, tehét a letoltés el6tt célszerti megadni ennek a mappanak a helyét.

Az emlitett internetes oldalrdl a flags adattabla a kovetkezé médon tolthet6
le, és olvashat6 be az R-be: a listabdl kikeressiik az adattablat, majd behozzuk
a Data Foldert. A flag.names tartalmazza az informéacidkat a valtozokrél, a flag.
data pedig az adattablat. Az utébbit agy toltjiik le, hogy az egér jobb gombjaval
behozunk egy ablakot, és a Save link content as... parancsra kattintunk. A flag.
data 194 orszéagrol és zaszl6irdl tartalmaz informacidkat. Az adattdbla 1986-bdl
szarmazik. Az adattabla *.data kiterjesztésti, ezért a beolvasasa az R-be a kovet-
kezéképpen torténik:

flags = read.table (file.choose(), sep = ",")

Megjelenik egy ablak a munkamappa tartalmaval, ahonnan kivalaszthatjuk
a kivant dokumentumot.

3. Sajat adattabla beolvasdsa

Sajat adattdbla beolvasésara a legegyszertibb méd az, ha az Excel-dokumen-
tumot atalakitjuk .csv (comma separated value) formatumra: Save As > CSV (MS-
DOS). A dokumentumot a munkamappéba mentjitk, majd a kovetkez6 paranccsal
olvassuk be az R-be:

df = read.csv(file="*.csv", header = T, colClasses = c(),
stringsAsFactors = T, row.names = m)

#vagy

df = read.csv2 (file="*.csv", header = T, stringsAsFactors =

T, row.names = m)

A row.names opcionalis, akkor hasznaljuk, ha az objektumok elnevezésének/
kédjanak van oszlopa; az m annak az oszlopnak a sorszama, amelyben az objektu-
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mok nevei vannak. A colClasses () lehetdséget ad arra, hogy egyértelmiisitsitk
a valtozok tipusat. A stringsAsFactors = T lehet6vé teszi a karaktervaltozok
faktorként val6 értelmezését.

A d = read.table (file.choose(), sep = ",") paranccsal beolvasott
adattablanal az objektumok kdédjanak oszlopa az aldbbi paranccsal allithaté be:

rownames (d) = d[,m],
ahol m a kédokat tartalmazé valtozo neve.

Kiilonb6z6 k6d hasznélataval informéciét kaphatunk az adattablarél. A ké-
dokat a 2.6. tdblazat 6sszegezi. Az adattablat a kozérthet6ség kedvéért df-fel jelol-
tik (df = airquality), és az R alapcsomagjaban tarolt airquality adatait
tartalmazza (2.6. tablazat). Az adatok New York levegémindgségére vonatkoznak
1973 nyéri idészakara (méjus—szeptember). Osszesen 153 nap adatairél van szé.
A véltozok: 6zonkoncentracié (ppb), napsugdrzas (kal/cm?), szélsebesség (mérfold/
o6ra), h6mérséklet (F), hénap és nap.

2.6. tablazat. Az airquality adattdbldarél kikérhetd informdciék

Informaécié Kéd Példa

New York Air Quality Measurements
Daily readings of the following air

.z oad .
Leiras ?airquality quality values for May 1, 1973 (a

Tuesday) to September 30, 1973. (..)
Tipusa class (df) [1] “data.frame"

Sorok, oszlopok

p dim(df) [1] 153 6
szama)

[1] “Ozone" “Solar.R" “Wind"

i £
Oszlopok nevei names (df) STemp" “Month" “Day"

Ozone Solar.R Wind Temp Month

1 41 190 7.4 67 5

Az adattabla 2 36 118 8.0 72 5
elsé hat, ill. Eeagzg? 10 3 12 149 12.6 74 5
elsé 10 sora ea ' 4 18 313 11.5 62 5
5 NA NA 14.3 56 5

6 28 NA 14.9 66 5

Ozone Solar.R Wind Temp Month

148 14 20 16.6 63 9

) 149 30 193 6.9 70 9

Atz lad,agatbla tail (df) 150 NA 145 13.2 77 9
utolso hat sora 151 14 191 14.3 75 9
152 18 131 8.0 176 9

153 20 223 11.5 68 9
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Informacio Kod Példa

‘data.frame’: 153 obs. of 6 variables:
$0zone: int 41 36 12 18 NA 28 23..
$Solar.R: int 190 118 149 313 NA..

A viltoz6k str (df) $Wind: num 7.4 8 12.6 11.5 14.3..
tipusa $Temp: int 67 72 74 62 56 66...
SMonth: int 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5.,
$Day: int 1 2 3 4 56 7 8 9 10..
Ozone Solar.R
Min. : 1.00 Min. : 7.0
A valtozok 1stlQu. : 18.00 lst'Qu. :115.8
.. Median ¢ 31.50 Median : 205.0
§&Hmzhkal summary (df) Mean : 42,13 Mean :185.9
jellemz6i 3rd Qu. : 63.25  3rd Qu. : 258.8
Max. : 168.00 Max . : 334.0
NA’s : 37 NA’ s : 7

A véltozok paronkénti kapcsolatat a pairs (df) paranccsal nézhetjilk meg
(2.2. abra).
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2.2. abra. Az airquality adattdbla valtozéinak paronkénti kapcsolata
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2.2.3. Adattablan beliili miiveletek

Egy adattablabdl aladattablak készitheték egy vagy tobb logikai szempont alap-
jan. A [] zar6jelek hasznalataval egy logikai mtivelet végezhet6 el az adattablan,
példaul az airquality adattdblabdl azokat a sorokat szeretnénk megtartani,
amelyre az 6zonkoncentracié 70 ppb f6létt volt, az al-adattablat pedig elmentjik
df70 név alatt.

df = airquality
df70 = df[df$0Ozone > 70,]

Ugyanez a mtivelet elvégezhet6 a subset () paranccsal is. Ennek a parancs-
nak az az eldnye is megvan, hogy egyszerre tobb kritériumot is kezelni tud. Egy
olyan aladattablat készithetiink, amelyben csak azok a sorok szerepelnek, ame-
lyekre az 6zonkoncentracié > 70, a szélsebesség pedig kisebb vagy egyenlé 10.
Az 1j adattablanak a d£2 nevet adjuk.

df2 = subset(df, Ozone > 70 & Wind <= 10)

head (df2)
Ozone Solar.R Wind Temp Month Day
30 115 223 5.7 79 5 30
62 135 269 4.1 84 7 1
68 77 276 5.1 88 7 7
69 97 267 6.3 92 7 8
70 97 272 5.7 92 7 9
71 85 175 7.4 89 7 10

dim(d£2)

[1] 23 6

Adim(d£f2) megmutatja, hogy 6sszesen 23 olyan nap volt méjus és szeptem-
ber koézott, amikor az 6zonkoncentracié 70 ppb folott volt, a szélsebesség pedig
10 mérfold/éraval volt egyenld vagy annal kisebb.

A table () parancs egy faktor szintjeinek megfeleléen megadja a logikai
miiveletnek megfelel$ sorok szadméat. Az el6z6 esetnél maradva tudjuk, hogy az
emlitett két feltétel 6sszesen 23 napon fordult el6 egyszerre. A table () paranccsal
megtudhatjuk a 23 nap havi lebontasét.

table (df2$0zone > 70, df2$Month)
57 8 9
TRUE 1 9 9 4



2.2. AZ ADATTABLAK KEZELESE R-BEN 47

Az eredeti df adattablara a két feltételnek megfelel6 napok havi bontésat az
alabbi paranccsal kérhetjiik ki:

table (df$Ozone > 70 & df$Wind <= 10, df$Month)
5 6 7 8 9

FALSE 28 17 20 20 26

TRUE 1 0 9 9 4

Ebben az esetben megjelent még egy sor, ami megmutatja, hogy hdny sor nem
felelt meg az eléirt feltételeknek.

Egy adattabla soraira és oszlopaira elvégezhet6 par egyszert mtvelet a
rowSums (), rowMeans (), colSums () és colMeans () parancsokkal. Ezek a
parancsok osszeadjék, ill. atlagoljak a sorok és oszlopok értékeit. Az apply ()
parancs lehet6vé teszi egy adattablaban egy miivelet elvégzését tobb sorra vagy
oszlopra. A tapply () parancs kiillonosen hasznos lehet olyan adattablénal,
amelyben faktor (csoportosit6 valtozd) is van. A csoportosit6é valtozé minden
szintjére elvégez egy miivelet, az eredményeket pedig tdblazat forméajaban adja
meg, innen a ¢ betl a parancsban. Az emlitett parancsok alkalmazasanak részletei
a 2.7. tablazatban lathaték.

2.7. tablazat. Néhdny hasznos parancs részletei adattabldkra

Parancs Ertelmezés Részletek

rowSums(x, na.rm = FALSE)
rowMeans(x, na.rm = FALSE)
colSums(x, na.rm = FALSE)
colMeans(x, na.rm = FALSE)
apply(x, MARGIN, FUN, na.rm = F)
tapply(x, factor, FUN, na.rm = F)

egy adattabla olyan sora(i) vagy oszlopa(i),

X amely(ek) szdamadatokat tartalmaznak

na.rm TRUE/FALSE hagyja ki az R a szamitasbol a hianyz6 adatokat?

MARGIN = 1
MARGIN  MARGIN = 2
MARGIN = ¢(1,2)

factor egy csoportosité valtozé
FUN FUN - elvégzendd mivelet

MARGIN - 1 vagy 2 (1 sorokra, 2 oszlopokra)

#Hidnyz6 adatokndl az R nem dtlagol
colMeans (df[,1:3], na.rm = F)
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Ozone Solar.R Wind
NA NA 9.957516

#Eltdvolitjuk a hidnyzd adatokat
colMeans (df[,1:3], na.rm = T)

Ozone Solar.R Wind

42.129310 185.931507 9.957516

#Atlagok az airquality elsd hdrom vdltozdjdra
apply(df[,1:3],2,mean, na.rm = T)
Ozone Solar.R Wind
42.129310 185.931507 9.957516

#Szdrdsok ozonra hdnapok szerint
tapply (df$Ozone, df$Month, sd, na.rm = T)

5 6 7 8 9
22.22445 18.20790 31.63584 39.68121 24.14182

#Shapiro-Wilk-proba elvégzése dzdnra havi bontdsban
tapply (df$0zone, df$Month, shapiro.test)

$°5°

Shapiro-Wilk normality test

data: X[[1]]

W = 0.71401, p-value = 8.294e-06

s 6"
Shapiro-Wilk normality test
data: X[[1]1]

W = 0.84328, p-value

0.0628

ST

Shapiro-Wilk normality test
data: X[[i]]

W= 0.97967, p-value = 0.8669

$°8°

Shapiro-Wilk normality test
data: X[[1]]

W = 0.93279, p-value = 0.09032

$°9°
Shapiro-Wilk normality test
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data: X[[1]]
W = 0.78373, p-value = 4.325e-05

A tapply () paranccsal akar statisztikai préba is elvégezhetd, ilyen a Sha-
piro-Wilk-proba egy eloszlas tesztelésére (lasd a 4.2. alfejezetet). Ez a préba egy
miivelettel elvégezhetd egy csoportvaltozé minden szintjén barmely numerikus
folytonos véltozoéra.

2.3. Az adattabla elGkészitése a statisztikai elemzéshez

A legtobb esetben az adattdbla nem felel meg a tovabbi statisztikai mtiveletek
elvégzéséhez. Ezért el6bb formézni kell. Ezek a formézasok magukba foglaljak a
hidnyz6 adatok kezelését, az oszlopok formazésat, a szavak atirasat, a mértékegysé-
gek étalakitésat stb. Példaként az R sajat adatbazisaban 1évé airquality adattédblaval
foglalkozunk, amit elneveztink df-nek (df = airquality).

2.3.1. A hianyzo adatok kezelése

A leir6 statisztikai adatok kimutatasdbdl (summary (d£)) kideriilt, hogy az
6zonkoncentracional 37 napra nincs adat, a napsugarzas adatai tgyszintén hét
esetben hidnyosak. Az R a hidnyz6 adatokat egy karakterparral értelmezi és jeloli
(NA - not available). Megtorténhet, hogy az adattablaban bizonyos formédban mar
jelolték a hidnyzé adatokat (példaul nd-vel, ami a not detected roviditése). Az R az
NA-t6] eltérd roviditéseket nominélis elemekként értelmezi, ezért ezeket NA-val
kell helyettesiteni a kovetkezé kéddal: dE [df == ,nd”] = NA.

A legtobb statisztikai mtivelet nem végezhetd el olyan valtozéra, amely hi-
dnyz6 adatokat tartalmaz, ezért ezeket valamilyen forméaban kezelni kell. Erre
tobb lehetéség van:

1) Ha az objektumok szdmahoz viszonyitva a hidnyzé adatokat tartalmazé
objektumok szama elhanyagolhaté (4ltaldban < 5%), akkor ezeket a sorokat
eltavolithatjuk.

a) A sorok kihagyhaték a na.omit () parancs hasznalataval. Az j, df1
adattablaban mar hidnyzanak egyes sorok (pl. 5, 6).

dfl = na.omit (df)

head (df1)
Ozone Solar.R Wind Temp Month Day
1 41 190 7.4 67 5 1

2 36 118 8.0 72 5 2
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3 12 149 12.6 74 5 3
4 18 313 11.5 62 5 4
7 23 299 8.6 65 5 7
8 19 99 13.8 59 5 8

b) Egyes parancsok egy logikai vektor formajéban tintetik fel a hidny-
z6 adatok helyét. A complete.cases () , TRUE” valaszt ad a létez6
adatokra, és ,FALSE” valaszt a hidnyz6 adatokra, az is.na () pedig
forditva miikodik, ,TRUE” vélaszt ad a hidnyz6 adatokra. A hianyzé
adatokat tartalmazé sorok eltavolitasa a kovetkez6 modon is megvalo-
sithaté:

complete.cases (df)
df2 = df[complete.cases(df),]

Ha azokat az objektumokat szeretnénk latni, amelyekre nem teljesek
az adatok, a kovetkezé parancsot alkalmazzuk (a felkialt6jel tagadast
jelent):

df[!complete.cases (df),]

2) Vannak esetek, amikor az objektumok helyett célszerti lenne par valtozonak
az eltavolitdsa, amennyiben ezek értékei tobbnyire a médszer kimutatasi
hatéra alatt vannak, vagy tobb alkalommal nem voltak mérhet6k/megfigyel-
heték. Az Na értékek szama véaltozénként megfigyelheté a summary (df)
kimutatasnal, ugyanakkor egy R kéddal is azonosithatjuk 6ket:

apply (apply(df, 2, is.na), 2, sum)
Ozone Solar.R Wind Temp Month Day
37 7 0 0 0 0

A két valtozo6 nem tartalmaz annyi hianyzé adatot, hogy indokolt lenne az
eltavolitasuk.

3) Ha tdl sok objektum tartalmaz hianyz6 adatokat, akkor az NA helyette-
sithet6 egy szammal. Kevésbé elfogadott megoldés az, ha az NA-t 0-val
helyettesitjiuk, bizonyos esetekben viszont indokolt lehet. Ha a 0 nem
elfogadott, akkor esetenként a valtozo atlagértékével vagy medidnjaval
helyettesithetjiik, ill. ha az adat azért hidnyzik, mert az adott objektumra
a valtozo6 értéke annyira kicsi volt, hogy az alkalmazott médszerrel vagy
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hasznalt mérémiiszerrel nem volt mérhetd, akkor a médszer kimutatési
hataranak® tortrészével helyettesitjik.

a) A hianyzé adatok helyettesitése 0-val
df[is.na(df)] = 0

b) A hianyzé adatok helyettesitése a valtozé értékeinek datlagaval vagy
medidnjaval
Abban az esetben, ha nincsenek csoportvaltozék az adattabldban, azaz
az 0sszes objektum egy populédciobdl szarmazik, az R kéd egyszert:

df$0Ozone[is.na (df$0zone)] = mean (df$Ozone, na.rm = T)
df$Solar.R[is.na(df$Solar.R)] = mean(df$Solar.R, na.rm
= T)

Abban az esetben, ha az objektumok kiilénb6z6 populéciékbdl szarmaz-
nak, amit egy csoportvaltozé jel6l, az R kéd bonyolultabb. Az atlagok,
amivel a hidnyzo6 adatokat helyettesitjiik, csoportatlagok kell legyenek.
Ez a helyzet all fenn az airquality adattdblanal is, ahol az NA-kat az adott
hénap atlagértékeivel célszerti helyettesiteni.

Az R kéd megirhat6 az alapcsomag segitségével, és annyi lépést tartal-
maz, ahany hénap hidnyos adatsorral rendelkezik az adott valtozéra. Az
6zonkoncentracié esetében mind az 6t honapra, a napsugarzas esetében
pedig az 5. és 8. honapra végezzik el a miiveletet:

df$0Ozone[df$Month==5 & is.na(df$Ozone)]
mean (df£$0zone [df$SMonth==5] , na.rm=TRUE)

df$0Ozone[df$Month==9 & is.na (df$Ozone)]
mean (d$0Ozone [df$Month==9] , na.rm=TRUE)
df$Solar.R[df$Month==5 & is.na(df$Solar.R)]=
mean (df$Solar.R[df$Month==5], na.rm=TRUE)
df$Solar.R[df$SMonth==8 & is.na(df$Solar.R)] =
mean (df$Solar.R[df$SMonth==8], na.rm=TRUE)
head(df, 10)

Ozone Solar.R Wind Temp Month Day
1 41.00000 190.0000 7.4 67 5 1
2 36.00000 118.0000 8.0 72 5 2

1 MKH (médszer kimutatési hatar): az alkalmazott analitikai médszer 4ltal mérhet6 legkisebb
koncentraciéérték.
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Az aktualizalt adattablaban az Ozone véltozénél az 5. és 10.
objektumnél, a Solar.R véltozénal pedig az 5. és 6. objektumnal
megjelentek a majusi honap atlagértékei.

A {dplyr} csomag egy elegansabb k6d hasznalatéara ad lehet6séget:

library (dplyr)
df = df %$>% group_ by (Month) %>%

mutate (Ozone =
= T), Ozone))

df

# A tibble:
# Groups: Month
Solar.R Wind
<dbl> <dbl>

O W o Joy Ul W N

=

Ozone
<dbl>
41

36

12

18
23.6
28

23

19

8
23.6

153

ifelse(is.na(Ozone),

x 6
[5]

190
118
149
313
181.
181.
299
99
19
194

with 143 more rows

7.

12.
11.
14.
14.

8.
13.
20.

8.

Oy B O o O W U oY O

Temp
<int>
67
72
74
62
56
66
65
59
61
69

Month
<int>

oo oo oo oo O Ul

mean (Ozone,

Day
<int>
1

O W O Joy U W N

=

na.

rm

Lényegesen rovidebb idé alatt ugyanarra az eredményre jutottunk.

c) A hianyzé adatok helyettesitése a mddszer kimutatasi hatdranak
felével
Minden véltozénak mas-mas MKH értéke van. Ebben az esetben a
helyettesitéseket valtozonként kell elvégezni. A df adattabldban két val-
tozora (6zonkoncentraciéra és napsugarzédsra) nincsenek teljes adatok.
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Az egyszerliség kedvéért legyen az 6zonmeghatdrozas médszerének
a kimutatasi hatara 0.6 ppb, a napsugarzas méréséé pedig 2 kal/cm?.

df$0Ozone[is.na (df$0Ozone)] = 0.3
df$Solar.R[is.na(df$Solar.R)] =1

head (df)

Ozone Solar.R Wind Temp Month Day
1 41.0 190 7.4 67 5 1
2 36.0 118 8.0 72 5 2
3 12.0 149 12.6 74 5 3
4 18.0 313 11.5 62 5 4
5 0.3 1 14.3 56 5 5
6 28.0 1 14.9 66 5 6

Minden sor megmaradt, az NA-k helyében pedig a kimutatasi ha-
tarok félértékei szerepelnek. A mérési adatok leirdsat figyelembe véve
egyértelmiivé vélik, hogy nem mérési problémarél van szé, hanem
az adatok egyszertien hidnyoznak. Ezért az airquality adattdbléanél a
legmegfelelébb eljaras a havonkénti atlagok hasznélata.

2.3.2. Az adattabla formazasa
Megvaltoztathatjuk az adattabla valtoz6inak a neveit:

colnames (df) = c("Ozon", "Sugarzas", "Szelseb", "Hom", "Honap",

"Nap")
head (df)
Ozone Solar.R Wind Temp Month Day
1 41.00000 190.0000 7.4 67 5 1
2 36.00000 118.0000 8.0 72 5 2
3 12.00000 149.0000 12.6 74 5 3
4 18.00000 313.0000 11.5 62 5 4
5 23.601538 181.2963 14.3 56 5 5
6 28.00000 181.2963 14.9 66 5 6
A numerikus (aranyskalaja) valtozok értékei kerekitheték:
df = round(df, 1)
head (df)
Ozon Sugarzas Szelseb Hom Honap Nap
1 41.0 190.0 7.4 67 5 1
2 36.0 118.0 8.0 72 5 2

3 12.0 149.0 12.6 74 5 3
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4 18.0 313.0 11.5 62 5 4
5 23.6 181.3 14.3 56 5
6 28.0 181.3 14.9 66 5 6

A valtozok értékeit célszerli egységesiteni. Példdul a koncentracidértékeket
egységesen mg/l, ug/l vagy mol/l forméban tiintessiik fel, illetve amennyiben le-
hetséges, a nemzetkozi mértékrendszerhez igazodjunk. Az airquality adattablaban
a hémérsékletet Fahrenheitban (°F), a napsugarzast pedig kal/cm?-ben adtak meg.
Ezeket alakitsuk at Celsius-fokokba, illetve kJ/m?-be. Az atalakitasok a kovetkezd
Osszefiiggésen alapulnak: 1 °C = (°F—32)/1.8, illetve 1 kal/cm? = 41868 J/m?.
A napsugéarzés értékeit a konnyebb értelmezés céljabol MJ/m?-re szdmoljuk at.

A hémeérséklet atalakitasa:

df$Hom = (df$Hom-32)/1.8
A napsugéarzés atalakitasa:

df$Sugarzas = df$Sugarzas*41868/106
df = round(df, 1)

head (df)

Ozon Sugarzas Szelseb Hom Honap Nap
1 41.0 8.0 7.4 19.4 5 1
2 36.0 4.9 8.0 22.2 5 2
3 12.0 6.2 12.6 23.3 5 3
4 18.0 13.1 11.5 16.7 5 4
5 23.6 7.6 14.3 13.3 5 5
6 28.0 7.6 14.9 18.9 5 6

2.4. Az adatok megismerése grafikus eszkozokkel

Az adattabla rovid attekintése és formazasa utén, de a statisztikai feldolgozas
el6tt célszert megismerni a valtozok tulajdonségait (eloszlasat, szérédasat, kiugré
értékek jelenlétét), két valtozé egymashoz valo viszonyuléasat (egytitt valtoznak-e
vagy nem), illetve tobb valtozé egymashoz valé viszonyulasat (mintézatok felde-
ritését). A személyes kép kialakitdsanak a legjobb modszerei a grafikus eszkozok.
A leir6 statisztikaban hasznalt abraknak tehat nem az a célja, hogy nagyk6zonség
elé keriiljenek. Ha szeretnénk 6ket bemutatni, illetve lek6zolni, akkor altaldban
utélagos forméazast igényelnek. Ezek az dbrak az adatok tobb szempontbdl val6
megismerését teszik lehetdvé, rovid idé alatt elkészitheték. A szineknek és a
méreteknek elsésorban informéciékozls szerepe van, nem esztétikai jellegtiek.
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A leir6 statisztikai adatelemzésben a kovetkez6 abrakat hasznaljuk:

1. hisztogram (informaciot szolgaltat egy valtoz6 adatainak eloszlasarél);

2. dobozdiagram (informéciét szolgaltat egy valtozo adatainak eloszlasarol,
azonosithaté rajta a valtozé kozépértéke, illetve a kiugré értékek);

3. stirtiségdiagram (egy valtozd eloszlasdnak nem parametrikus becslését
végzi el);

4. szérasdiagram (két véltozé egymashoz vald viszonyuldsardl nyadjt infor-
maciot);

5. oszlopdiagram (a kozépértékek valtozdsa kovethetd egy csoportvéltozé
szerint, a szérodas is feltiintethet6 rajta).

2.4.1. A hisztogram vagy gyakorisagi gorbe

A hisztogram a vizsgélt valtozé eloszlasat teszi lathatéva, megmutatja a
valtozo6 egyenld hossztisdga szakaszokra osztott értékskalajan (osztélyok) az egyes
szakaszokba bekeriilt mintak szdmét. Az értékkozok az abrén egyenld szélességii
oszlopok forméjéban jelennek meg, az oszlopok magasségai pedig az adott érték-
kozben talalhaté mintak szamat vagy gyakorisagat (szdzalékos aranyat) mutatjak.
A hisztogramot a méduszok szdma (egy-, két-, tobb méduszi vagy egyenletes),
illetve a felfelé és lefelé ivel6 szakaszok egymashoz viszonyitott formaja (jobb
oldali vagy bal oldali ferdeség) szerint jellemezziik.

A hisztogram az R-ben a hist () paranccsal végezhetd el.

hist (d£$0zon)
rug (d£$0zon)
#Az dabra alatt vonalakként tiinteti fel a mintdkat.

Egy masik médja a hisztogram készitésének a with (df, hist()) kod.

with(df, hist(Ozon))

A with(data, expr) parancs segitségével megadjuk azt a kornyezetet
(data), ahol az adott parancsot (expr) alkalmazni szeretnénk, igy nem kell az ab-
szoluat hivatkozéast megadni (df$0Ozon).

Az augusztusi honapra kapott 6zonkoncentraciék hisztogramjanak kédja:

with (subset (df, Honap == 8), hist(Ozon))
with (subset (df, Honap == 8), rug(Ozon))
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Mind a két esetben a hisztogram egymddusza, és jobb oldali ferdeséget mutat
(2.3. dbra), azaz a kisebb koncentraciék a gyakoribbak, a vizsgalt idészakban a
leveg6 6zonkoncentracidja ritkdn mutatott nagy értéket.

Histogram of df$Ozon Histogram of Ozon
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2.3. abra. Az ézonkoncentrdacié eloszldsa hisztogramon: a teljes mérési
idStartamra (balra) és az augusztusi hénapra (jobbra). Az adatok az airquality
adattablabél szarmaznak.

2.4.2. A dobozdiagram

A hisztogramhoz hasonléan a dobozdiagram egy véltoz6 eloszlasarol nyujt
informéciot, ugyanakkor jelzi a kozépértéket, valamint a kiugré értékeket is (2.4.
dbra). Tetszés szerint a minimum és a maximum értékeket is fel lehet tiintetni rajta.
A novekvé sorrendbe rendezett adatok koziil megjeloljitk azt, ami a sornak az elsé
negyedét valasztja el a mésodik negyedtdl, ez az elsé kvartilis (Q1); megjel6ljiik azt,
ami a sort két egyenld részre osztja (Q2), és azt, ami a harmadik negyedet vélasztja
el a negyedik negyedtél (Q3). A Q2 az adatsor medianjaval egyenls. Az adatok
kozéps6 50%-at a Q1 és Q3 kozotti szakasz tartalmazza, ez a diagram doboz része,
és interkvartilis tartoménynak (IQR) nevezziik. A dobozon kiviil esé alsé és felsé
szakasz hatarvonala tetszés szerint jelélheti a minimum és a maximum értékeket
vagy a Q1 —1.5IQR és a Q3 + 1.5IQR értékeket. Ekkor a range argumentumot 0-ra kell
allitani, alapesetben a range=1.5. Az utébbi esetben létezhetnek értékek, amelyek
az IQR 1.5-szoros tartomanyéan kiviil esnek. Ezek a kiugro értékek, a IQR tartomany
héaromszorosat meghalad6 értékek pedig az extrém értékek. A (Q1 — 1.5IQR, Q3 +
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1.5IQR) intervallum azt a tartoményt jeloli, amelyben nagy val6szintisége van annak,
hogy megtaldljuk mindazokat a mintdkat, amelyek egy populaciébél szdrmaznak.
A diagramon a dobozok fiigg6legesen vagy vizszintesen helyezkedhetnek el.

|[«— R —|

Kiugro pontok

_____ — -l coo o o
Max.

Q1 - 15IQR Q3 + 1.5IQR

Q1 T Q3
Median (Q2)

2.4. abra. A dobozdiagram felépitése
A dobozdiagramot R-ben a boxplot () paranccsal készitjik el.

boxplot (df$0zon) #A teljes iddszakra.

boxplot (df$0zon~df$Honap) #Felbontva hdnapokra.
#A with() kéddal:

with (df, boxplot (Ozon))

with (df, boxplot (Ozon~Honap))

A 2.5. dbran megfigyelheték a dobozdiagramok a teljes id6tartamra, illetve ho-
napokra lebontva. Az R alapbeallitasa szerint a szakaszok hatérait a Q1 — 1.5IQR és a
Q3 + 1.5IQR értékek adjak meg, igy a kiugré értékek is lathatok, pontok formajaban.
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2.5. abra. Az 6zonkoncentracié eloszlasa dobozdiagramon: a teljes mérési
idétartamra (balra) és a hénapok lebontva (jobbra). Az adatok az airquality
adattablabdl szarmaznak.
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2.4.3. A stirtiségdiagram

A stirtiségdiagram egy véltozo eloszlasanak nem parametrikus becslését végzi
el. Nagyban hasonlit a hisztogramhoz, azzal a kiilonbséggel, hogy az oszlopkozok
lényegesen kisebbek, az oszlopok cstcsait 6sszekotd gorbe pedig egy algoritmust
kovet, altaldban a Gauss-féle fiiggvényt. Az y-tengely skéldja dimenziémentes,
és az fy) értékek eleget tesznek annak a feltételnek, hogy a gorbe alatti teriilet
eggyel legyen egyenld. A stiriiségfiiggvényt az R-ben a density () és a plot()
parancsok felhasznéalaséaval készithetjiik el.

d = density (d£$0zon)
plot (d)

Az augusztusi hénap 6zonkoncentraciénak a stirtiségdiagramja:

ds = with(subset(df, Honap == 8), density(Ozon))
plot(ds)

A 2.6. dbran lathatok a stirtiségdiagramok. Mivel a két dbra x-tengelyének a
skaldja megegyezik, egy abran is megjelenithet6k. A 1lines () paranccsal vonal
szerkeszthetd. Megadhaté egy vonal x és y értékeinek a vektora, ebben az esetben
agy a d, mint a ds adattabla a stirtiségdiagram x és y koordinatait tartalmazza. Az
abrat kétféle moédon vehetjiik fel:

d = density (df$0zon)
ds = with(subset(df, Honap == 8), density(Ozon))
ds
Call:
density.default (x = Ozon)

Data: Ozon (31 obs.); Bandwidth ,bw’ = 19.27
Xy

Min. :-57.50 Min. :7.503e-06

1st Qu.: 13.33 1st Qu.:6.358e-04

Median : 84.15 Median :2.495e-03

Mean : 84.15 Mean :3.526e-03

3rd Qu.:154.97 3rd Qu.:6.706e-03

Max. :225.80 Max. :8.986e-03

#Elso lehetdség

plot(d, xlab = "") #nem ir nevet az x-tengelynek
lines (ds)

#Mdsodik lehetdség
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plot(d, type = "n", xlab = "") #csak a tengelyek
lines(d)
lines (ds)

density.default(x = df$0Ozon) density.default(x = Ozon) density.default(x = df$0zon)
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2.6. abra. A siiriiségdiagramok az 6zonkoncentrdciora: a teljes mérési
idétartamra (balra) és az augusztusi hénapra (kézépen), valamint a két grafikon
egymdasra helyezése (jobbra). Az adatok az airquality adattdblabél szarmaznak.

2.4.4. A szorasdiagram

A szérasdiagram két valtozo egyméshoz val6 viszonyulasat szemlélteti. A sz6-
rasdiagram lathatéva teszi a két valtozo kapcsolatét, ami lehet erds vagy gyenge
korrelacié, vagy egyéb fliggvénnyel megkozelithet6 kapcsolat. Az R-ben a szoéras-
diagram a plot () paranccsal abrazolhaté.

plot (Ozon~Hom, df)
#vagy
with(df, plot(Ozon~Hom))

#szordsdiagram az augusztusi hdnapra
with (subset (df, Honap == 8), plot(Ozon~Hom))

A 2.7. abréan lathaté, hogy az 6t hénapon keresztiil regisztrélt értékek alap-
jdn a hémérséklet novekedésével a levegé 6zonkoncentracidja is enyhén nove-
kedett. Néhany kiugréan magas 6zonkoncentracié-értéket is lathatunk a 25-35
°C-os hémeérsékleti tartomanyban. Ezek ellenére az abra azt sugallja, hogy New
Yorkban, az adott idészakban, a hémérséklet novekedése hozzajarulhatott az
6zonkoncentracié novekedéséhez. A hémérséklet és az 6zonkoncentracié kozti
pozitiv kapcsolat egyértelmtien kimutathaté az augusztusi honapban is. Az 6zon-
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képz6dés kémiai hatterét ismerve ez az eredmény varhaté volt, mivel az 6zon,
eltéréen sok més légszennyezd anyagtol, elsGsorban reakcidk sordn képzddik,
amelyeket a magasabb hémérséklet és az er6s napsugérzas is felgyorsit. Erdemes
megvizsgélni az 6zonkoncentracio és a napsugérzas erdssége kozti kapcsolatot is
egy szorasdiagramon.

with(df, plot(Ozon~Sugarzas))
with (subset (df, Honap == 8), plot(Ozon~Sugarzas))

A 2.8. dbran az 6zonkoncentracié kapcsolata a napsugarzassal nem tiinik
annyira egyértelmiinek, mint a hémeérséklettel, noha a kapcsolat mindenképp
pozitiv. Ennek az is lehet az oka, hogy a napsugarzas nem véltozott annyira eré-
teljesen, mint a hdmérséklet. Ezt megtudhatjuk a hémérséklet és a napsugérzas
hisztogramjardl (2.9. 4bra).

with(df, hist(Hom))
with (df, hist(Sugarzas))

A hisztogramok szerint a mérési idgszakban a levegé hémérséklete nagyobb
mértékben valtozott, mint a napsugéarzés, ami magyarazhatja a napsugérzas gyen-
gébb kapcsolatat az 6zonkoncentracioval, a levegé hémérsékletéhez képest.

o o
(=] (=]
o - s -
o
o ° < © <
o
8 | [+] o o
5 = oo s <7
(+) [ o
8 88 o oo 8 o o©
59 5 e 2 I
o %o o o
o _| o8, o ° o o o
o ° g8 "o 2
o 6 © "o © 0w o
° 40 0 gocoBBodactt o oo © o
[sleed gofoo o o0 @ o
0 o,.B 95 s @ § Sa
g7 0 s s s °
o 4 %o o o
T T T T T T T T T T T T T
15 20 25 30 35 22 24 26 28 30 32 34 36
Hom Hom

2.7. abra. Az 6zonkoncentracié és a levegd hémérsékletének kapcsolata a teljes
mérési iddszakra (balra) és az augusztusi hénapra (jobbra)
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2.8. abra. Az é6zonkoncentracié és a napsugdrzas kapcsolata a teljes mérési
iddészakra (balra) és az augusztusi hénapra (jobbra)
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2.9. abra. A levegéhdmeérséklet és a napsugdrzas hisztogramja

2.4.5. Az oszlopdiagram

Az oszlopdiagram diszkrét, numerikus valtozdokra alkalmazhatd, és informa-
ciot szolgéltat a valtozé abszolatértékérdl vagy kozépértékérdl egy ordinalis vagy
egy nomindlis valtoz6 szerint. Az R-ben a matrix tipusd adattébla egy 1épésben
abrazolhaté. Az R konyvtardban megtalalhaté VADeaths adatmatrix 6t sorbdl és
négy oszlopbol all, és Virginia (Amerikai Egyesiilt Allamok tagallama) halalozasi
aranyat (1000 emberre es6 halottak szamat) tartalmazza nemek és telepiilések
szerint, 1940-re. Oszlopdiagramot a barplot () paranccsal készithetink. Magya-
razat nélkil az oszlopok kiilonb6z6 szinének nincs jelentése, ezért célszert egy
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magyarazatot feltiintetni. Ezt a legend() paranccsal tehetjik meg. A métrix
sorainak a nevei a korosztalyokat jelolik, tehat ezek szolgaltatjdk a magyarazatot.

dm = VADeaths

class (dm)

barplot(dm) #A kiilénbdzd8 korosztdlyokra vonatkozd

#értékeket egymds fdlé rendezi.

barplot(dm, beside = T) #A kiilénb6z48 korosztdlyokra
#vonatkozd értékeket
#egymds mellé rendezi.

legend ("topright", legend = rownames (dm) ,

fill = gray.colors(5))

A 2.10. 4dbrén latjuk a haldlozasi ardnyszamokat a korosztalyok, nemek és

teleptilések szerint. Az dbra segit a killonb6z6 csoportok egymassal val6 6ssze-
hasonlitasaban.
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2.10. abra. Virginia dllam haldlozdsi aranyszamai (@ VADeaths adatmatrix alapjan)

Ha az adatok data . frame tipustak (pl. df), akkor egy csoportvaltozé (pl. F)

szintjeinek az abszolut gyakorisdgat a kovetkezd paranccsal dbrazolhatjuk:
barplot (table (df$F) ), a szintek relativ gyakorisdgat pedig a kovetkez6

para

nccsal, ahol a 1length () a Faktorban szereplé adatok szamat adja meg:

barplot (table (df$F) /length (df$F) ). Az micars adattabla cyl valtozoja
az amerikai mérk4jd auték hengereinek a szadmat tartalmazza, értékei: 4, 6, 8. Az
alabbi kdodot futtatva egy Osszetett abran lathaték a harom tipust auté abszolut
és relativ gyakorisagai.

#Készitiink egy Osszetett dbrdt

par (mfrow = c(1,2)) #két dbra egy sorba, két oszlopba
#Abszolut gyakorisdgok

barplot(table (mtcars$cyl), xlab = "hengerek szama",
ylab = "Abszolut gyakorisag")
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#Relativ gyakorisdg

barplot (table (mtcars$cyl) /length (mtcars$cyl) ,
xlab = "hengerek szama",

ylab = "Relativ gyakorisag"))

2.4.6. Diagramok formazasi lehetdségei

Az dbrék szdmos parameétere tetsz6legesen beéllithat6. Ezek a beallitdsok mu-
kodnek aplot (),boxplot(),hist(),barplot () parancsokon belill. A ?plot.
default paranccsal a Help meniiben megjelenik szamos részlet az abrékkal kap-
csolatban. A legfontosabb beéllitasok funkcioit a 2.8. tdblazat tartalmazza.

2.8. tablazat. A diagramok fontosabb formazasi lehetéségei

Formazési miivelet

Funkcié R-ben

Példa

Tengelyek elnevezése

xlab, ylab

xlab = "Ozone (ppb)"

Abra elnevezése

main

main = "Airquality"

Vastagitott beti: tengely neve,

tengely skaldja, dbra neve

font.lab, font.
axis, font.main
Lehetséges értékek: 1,2,3,4

font.lab = 2

Bettiméret, szammeéret

cex.lab, cex.axis, cex.main
alapérték: 1

cex.lab = 1.2
cex.axis = 0.9

Abra szine
Abrék szine faktor szerint

nn

col =
col = faktor

col = "red"
col = df$Month

Pontok tipusa (pch)
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2.4.7. A kiugré értékek kezelése

Egy kiugro érték olyan érték az adatsorban, ami nem vart mértékben tavolabb
helyezkedik el a tobbi értéktél. Egy ilyen érték problémat okozhat azaltal, hogy
befolyédsolhatja a statisztikai probakat, illetve a teljes kutatas végkovetkeztetését.
Ugyanakkor érdekes adat is lehet, feltdrhat ,,nem normaélis” (nem jellemzd) ese-
teket a vizsgélt populdciéban, azaz olyan eseteket, amelyek ritkan fordulnak elé.
Amikor eléfordul kiugré érték az adatsorban, dontést kell hozni a megtartésarél
vagy az elvetésér6l. A dontés meghozataldban ajanlott végigmenni a 2.11. dbran
feltiintetett logikai érvelésen.

1) A kiugré érték egy hiba kévetkezménye

Kiugro érték megjelenhet egy hiba elkovetésének kovetkezményeként. Ez a
hiba lehet egy terepi elirds, egy mérési hiba, lehet a mintaba keriilt szennyez6anyag
kovetkezménye vagy barmilyenféle hiba a mintatarolés, -el6készités, -elemzés
soran. Ezek a hibak &ltalaban konnyen beazonosithatok, kiilonosen akkor, ha
az adott érték nagysagrendekkel eltér a t6bbitél. Ebben az esetben eltavolithaté
az adott objektum. Amennyiben nem lehet megtudni a hiba okat, akkor fel kell
tenniink a kovetkez6 kérdést:

2) A kiugré érték befolydsolja-e az eredményeket?

Ha a kiugro érték valds (a vizsgélt populdciébél szarmazik), akkor fel kell
mérni azt, hogy lényegesen befolyéasolja-e a kutatasi eredményeket (példaul a
fliggd valtozo atlagat, vagy egyéb mutatéjat), vagy elméletileg nem magyarazhaté
eredményhez vezetett.

Ilyen esetben j6 megoldas az, hogy feltiintetjiik az eredményt kiugré értékkel
és nélkiile kiszamolva. Példaul a vizek vezet6képessége egyenes aranyban van a
benniik oldott s6k mennyiségével. Egy kutatds sordan a 2.9. tdblédzatban lathat6
eredményeket kaptak kitvizekre.

2.9. tablazat. Kutvizek kémiai adatai

EC (uS/cm) 145 90 126 132 110 85 91 138 480
Cl- (mg/1) 11.3 6.3 9.0 8.2 8.2 5.7 6.5 9.9 34.3

A 2.12. dbra bal oldalan lathat6 a két kémiai paraméter kozti osszefuiggés. A kiug-
r6 érték nem modositja a tobbi pont altal meghatarozott linearis 6sszefiiggést. Ezért a
kiugré értéket meg lehet tartani. Erdemes utdnaérdeklédni, hogy az utolsé mintaban
miért olyan magasak az értékek (pl. szennyezés eredménye lehet). A 2.12. dbra jobb ol-
dalédn egy olyan kiugré érték lathatd, ami jelentdsen torzitja a tobbi pont dltal meghata-
rozott linearis 6sszefliggést. Ebben az esetben ezt a pontot el lehet tavolitani tgy, hogy
az eredményeknél kiilon kitériink ra. Statisztikai probaknal, amelyek szignifikdnsan
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kil6nb6z6 eredményt adnak a kiugré érték jelenlétében és hianyaban, tanacsos mind
a két eredményt megadni, és meg kell indokolni, hogy melyiket tartjuk meg.

A kingrd érték egy hiba
elkovetésének az eredménye?

Igen Nem
Tavolitsd el. A kingré érték torzitja az eredményeleet?
Igen Nem

Végezd el a szamitast a kiugré A kingré érték befolyasolja a
értélckel és nélkiile, és add meg statisztikai préba alkcalmazésanak
mind a két eredmeényt. feltételeit?

Igen Nem

Tavolitsd el. Tartsd meg.
Utalj ra az eredményeknél.

2.11. dbra. A kiugro érték kezelésével kapcsolatos gondolatmenet
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2.12. abra. A kiitvizek fajlagos vezetSképessége és kloridiontartalma kozti kapcsolat

3) A kiugré érték befolydasolja-e a statisztikai prébdk alkalmazhatésagat?

Ha a kiugro érték nem befolyasolja az eredményeket, de megakadalyozza egy
parametrikus préba hasznalatat, akkor két dolgot tehetiink:

— elvetjiik, és megindokoljuk az eredményeknél az elvetés okat;

— 4talakitjuk az adatsort: gyokot vonunk, vagy logaritmaljuk az adatokat.

Az utébbi két moédszer elvégzésével az adatsor normélis eloszlast mutathat,
igy lehet6vé vélik a kivalasztott statisztikai proba elvégzése.



3. A VALTOZOK ELOSZLASANAK VIZSGALATA

Az R software sajat konyvtardban levé airquality adattabla 6zon véltozéjanak
koncentracideloszlasa lathat6 a 3.1. dbran. Az abra egy stirtiségdiagramot mutat,
amelynek vizszintes tengelyén a koncentraciéskala, a fiigg6leges tengelyen pedig a
kiilonb6z6 koncentracidértékeknek az el6fordulési valészintisége lathaté. Ismerve
az 6zonkoncentraci6 stirtiségdiagramjat, ezt a valtozét valdsziniiségi valtozénak is
tekinthetjiik. A valdszintiségi véltozo6 1ényeges tulajdonsaga az, hogy értékei egy
szamhalmaz elemei Gigy, hogy a halmaz minden eleméhez és részhalmazahoz tar-
tozik egy valdszintiség. Ha az 6zonkoncentréacié értékkészletébdl véletlenszeriien
valasztunk ki egy mérési adatot, nagy esélytink van arra, hogy ez az érték 30 ppb
legyen, és sokkal kisebb esélyiink lenne arra, hogy ez az érték 150 ppb legyen.

Ha a valtozét sokszor megfigyeljiik vagy megmeérjiik, akkor a megfigyelések vagy
mérési eredmények ott helyezkednek el stirtibben (nagyobb valészintiséggel ren-
delkeznek), ahol a stirtiségfiiggvény értéke nagyobb. A valészintiségi valtozo lehet
diszkrét, ha az értékkészlete véges vagy megszdmlalhatéan végtelen; és folytonos,
ha az értékkészlete végtelen, és az adott tartomanyban barmely valds szamértéket
tartalmazhat. Diszkrét valészintiségi véltozé pl. a dobdkocka nyerd szama. A do-
boékocka szamainak értékkészlete (@) hat egész szambdl all: @ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
A stirliségfiiggvény ebben az esetben hat vonalbdl 4ll, és mindegyik szamnak ugyan-
annyi a val6szintisége, hogy nyer6 legyen: 1/6 = 0.167 (3.1. dbra).

density.default(x = df$Ozon)

0010 0015 0.020
I I 1

Density

0.005
|
e
>
1

0.000

T T T T T I T 1 1 T T
0 50 100 150 200 1 2 3 4 5 6

N=153 Bandwidih=19.357 Egyszeri dobas nyerd szama

3.1. abra. Az ézonkoncentracié (balra) és a dobdkocka nyerészamainak (jobbra)
stirtiségfiiggvényei
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Ha ismerjik egy véltozé lehetséges értékeinek valészintiségi eloszlasat, ak-
kor matematikai fiiggvénnyel, az Gn. eloszlasfiiggvénnyel jellemezhetjiik. Ez a
fliggvény nagy elérelépést jelent az adatfeldolgozasban, mivel az adott valtozo
viselkedése matematikailag leirhatd, ennek ismeretében pedig egyszert algo-
ritmusu statisztikai tesztek alkalmazhaték, amelyeknek az eredménye kénnyen
kiértékelhets. A matematikai figgvény allandéi a valtozéra jellemz6 paraméterek
(példaul az adatsor atlagértéke, standard devidcidja, variancidja stb.).

3.1. Folytonos valtozok eloszlasanak vizsgalata

3.1.1. Az egyenletes eloszlas

Az egyenletes eloszlds minden értékében maximummal rendelkezik. Ha egy
[a,b] intervallumra értelmezziik, akkor az x < a és x > b (intervallumon kiviili)
értékek gyakorisdga nulla. Mivel minden x értékre, ami az [a,b] intervallumhoz
tartozik, ugyanaz a gyakorisag jellemzd, az eloszlas szimmetrikus az (a+b)/2 érték-
ben emelt egyenesre. A 3.1. dbran a dobdkocka nyerdszamainak stirtiségfiiggvénye
diszkrét egyenletes eloszlas.

3.1.2. A normdlis (Gauss-féle) eloszlasfiiggvény

A természetben egy populacionak adott mérhetd vagy valamilyen szinten ki-
értékelhetd tulajdonsaga altalaban normaélis eloszlast kovet, vagy nagyon kozel all
hozza. Ilyen tulajdonsagok példaul egy névényfaj, 4llatfaj testrészeinek a méretei,
a feln6ttek magasséga, intelligenciaszintje, sportteljesitménye, talajviz, ivoviz,
asvanyviz, es6viz kémiai 6sszetevéinek a koncentracioja, a levegé hémérséklete,
nedvességtartalma egy adott idgszakban stb.

A normalis eloszlasfiiggvény folytonos mennyiségi véaltozok eloszlasanak a
jellemzésére alkalmas. Két dllandéja van: a populécié kozépértéke (u) és standard
ték, ami ebben az esetben a medidnnal és a médusszal is egybeesik. A fiiggvény
matematikai kifejezése:

—(x—p)?
202

1
f0) = Gt
A figgvény egy harang alaku gorbe (3.2. abra), a harang csticsdhoz (a maxi-

malis valészintiségi értékhez) az adatsor atlagértéke tartozik, a gorbe alatti tertilet
nagysaga pedig 1. A fiiggvény szimmetrikus az atlagértékben emelt merélegesre.
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A lefuté agak aszimptotikusan kozelitenek a vizszintes tengelyhez. Az édthajlasi
pontokhoz a u-o ésu + o értékek tartoznak. Au = o, u = 20 és u * 3o intervallum-
ba tartozik az adatok 68.3%, 95.4% és 99.7%-a. A u = 3o intervallum gyakorlatilag
magaban foglalja a teljes adatsort. A kiugré értékek azonositasa ezen a kritériumon
alapul, azaz mindazok az értékek, amelyek kiviil esnek ezen a tartomanyon, nagy
eséllyel nem tartoznak hozza az adatsorhoz. A kritériumot 3o (harom szigma)
kritériumnak is nevezik. Az adatsor varhaté minimum (MIN) és maximum (MAX)
értékei tehat a u = 3o értékekkel tehet6k egyenlévé. Ennek a két értéknek az isme-
rete lehet6vé teszi a normalis eloszlas két allanddjanak a kiszamolédsat, hiszen a két
szadm kiilonbsége 60-val egyenld. Innen kiszamolhat6 a széras (MAX - MIN)/6)),
illetve a kozépérték (MIN + 3o vagy MAX-30) képletekkel.

99.7%

95.4%
68.3%

TN

Valésziniiség

/ 13.59% 34.13% 34.13% 13.59% \
—t —

u-3c H-20 p-0 [ H+o H+20 p+3c x

3.2. dbra. A normdalis eloszlasfiiggvény
(1 és o a populdacié kozépértéke és szordsa)

A 3.3. dbran lathat6 harom normalis eloszlasfiiggvény, amelyeknek kiillonb6z6
a kozépértéke és a szorasa. Mivel a gorbe alatti tertilet nagysédga véltozatlanul 1,

kovetkezik, hogy minél kisebb a szérés, annal csticsosabb a fliggvény.

99.7%

95.4%
68.3%

TN

Valosziniiség

/ 13.59% 34.13% | 34.13% | 13.59% \

H-3c H-20 -0 M (TR} H+20 M +30 x

3.3. dbra. Hdrom szilvafajta témegének normdlis eloszldsa



3.1. FOLYTONOS VALTOZOK ELOSZLASANAK VIZSGALATA 69

Az aldbbi kod egy olyan 4brat szerkeszt, amelyen hdrom normalis eloszlas-
fuggvény lathaté, nulla kozépértékkel és valtozé (1, 0.5 és 2) szérassal.

curve (dnorm(x, 0,1), -5, 5, ylim=c(0,0.8),
ylab="probability")
par (new=T) #Uj goérbét tesz ugyanarra az dbrdra.
curve (dnorm(x, 0,0.5), -5, 5, ylim=c(0,0.8), 1lty=2,
ylab="", xaxt="n", yaxt="n")
par (new=T)
curve (dnorm(x, 0,2), -5, 5, ylim=c(0,0.8), 1lty=3,
ylab="",6xaxt="n", yaxt="n")
legend(2,0.76, 1lty=c(1,2,3), bty = "n",
legend = c(expression(sigma~"= 1"),
expression (sigma~"= 0.5"),
expression (sigma~"= 2")))

Ha ismerjiik a populéci6 valamely normalis eloszl4st paraméterének az elosz-
lasfuggvényét, kiszdmolhaté barmely érték el6fordulasi valdszintisége a populaci6
egyedeiben. Példaul ha tudjuk, hogy a ringlé szilvafajta egyedeinek az atlagtomege
12 * 4 g, és a tomegeloszlas normélis, akkor a fiiggvény egyenletébdl kiszamolhatd
valamely tomeghez tartoz6 valészintiség. Ez a szdmitas bonyolult és idigényes,
s6t alapos matematikai tudast igényel, ezért a statisztikai adatfeldolgozésban
egy egyszertisitett médszert hasznalnak. Meghatéroztak egy sablon- vagy minta-
fuggvényt, amelynek a fiiggetlen véltozéja a z, és a neve a standardizalt normal
eloszlasfiiggvény, f(z). A 3.4. abra jobb oldalén lathaté ez a fuggvény, amelynek
kozépértéke 0, szdrasa 1, a fliggvény egyenlete pedig:

—z2

f@) = =€

Barmely normalis eloszlasfiiggvény x paramétere atalakithat6 z paraméterré
az Un. z-transzformaciéval.

X =
g

7z =

A statisztikusok altal hasznalt z-tdblazat tartalmazza a (—oo, z] intervallum
altal meghatarozott gorbe alatti teriilet nagysagat, ami annak a val6szintiségével
egyenld, hogy a z kisebb vagy egyenl6 legyen az adott értékkel.

A standardizélt normaélis eloszlasfiiggvény segitségével vélaszt adhatunk arra
a kérdésre, hogy adott szilvafajta populaci6jabol véletlenszertien kivalasztva egy
szilvat, mekkora a valészintisége annak, hogy a témege (m) kisebb legyen 7 g-nal,
illetve nagyobb legyen 22 g-nal, ha a tomeg eloszlasa N(12,4). Mind a két tomeg-
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értéket dtalakitjuk z-értékké a z-transzformécio segitségével. A 7 g-nak megfelels
z-érték (7-12)/4 = -1.25, a 22 g-nak pedig (22-12)/4 = +2.5.
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3.4. abra. Az N(12,4) és az N(0,1) normdlis eloszlasfiiggvények

A val6szintiség a (-, -1.25], illetve a [+2.5, +o0) intervallumok éaltal ha-
tarolt gorbe alatti teriiletek nagysaga a standardizalt normal eloszlasfiiggvényen
(3.5. dbra). A tablazat szerint a (—oo0, —1.25] 4ltal hatarolt tertilet nagysédga: 0.106, a
(-o0, 4+2.5] altal hatarolt teriileté pedig 0.994. A keresett val6szintiségek: P(m < 7)
= 0.106 (10.6%), P(m > 22) = 0.006 (0.6%).

N(0,1)

N(0,1)

0.4
0.4

P(z<2.5)
T=0.994

P(z<-1.25)
T=0.106

P(z>2.5)
T=1-0.994=0.006
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3.5. dbra. A z-tdbldzat Gltal megadott valésziniiségi értékeknek megfeleld tertiletek
a standardizalt normdlis eloszlasfiiggvényen (P — valdsziniiség; T — tertiilet)

A https://gallery.shinyapps.io/dist_calc/ oldal lehetévé teszi a sajatos esetek
szimulalasat és a valoszintiségi értékek kiszamitasat.

3.1.3. A normadlis eloszlasfiiggvény haszndlata R-ben
R-ben az alapcsomag hasznalataval eléallithatunk egy normalis eloszlastu

adatsort tetsz6leges atlaggal, szorassal és egyedszdmmal. Erre az altaldnos parancs
a kovetkezd: rnorm(n, mean, sd).
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Allitsunk el6 egy data_norm vektort, ami 100 adatot tartalmaz egy normalis
eloszlasbdl, amelynek atlaga 32, szérasa pedig 7.

data_norm = rnorm(100, 32, 7)
round(data norm, 2) #Két tizedesre kerekitett értékek.
[1] 26.47 36.54 28.52 24.38 33.40 32.45 33.77 43.44 24.31 ...

class(data_norm)
[1] "numeric"

A data_norm egy vektor, ami val6s szamokat tartalmaz. Tartalma annyiszor
valtozik, ahdnyszor futtatjuk a rnorm (100, 32, 7)parancsot, mivel a megadott
kritériumok alapjan szdmtalan adatsor generalhat6. Ha szeretnénk allanddsitani
a data_norm tartalmat (hogy barmikor, barhol ugyanazt a vektort allitsuk eld),
akkor ezt megtehetjilkk a set.seed() paranccsal, amivel beallithaté a kikért
adatsor sorszama.

set.seed (2345) #Mindig ugyanazt az adatsort tdrolja.
data norm = rnorm(100, 32, 7)

round(data_norm, 2)

[1] 23.66 35.84 31.56 33.86 30.36 25.02 22.21 ...

A pnorm(x, mean, sd) parancs megadja az N(4tlag, sd) normél elosz-
lasfiiggvény adott x értékéhez tartozo valészintséget. A gorbe alatti tertiletet a
(-0, x] tartoméanyra vonatkozik. Mekkora a val6szintisége annak, hogy az N(12,4)
tomegeloszlasu szilvafajtdbél véletleniil kivalasztott egyed tomege kisebb legyen
7 g-nal, ill. nagyobb legyen 22 g-nal?

pnorm(7, 12, 4)
[1] 0.10565
l-pnorm(22,12,4)
[1] 0.006210

Ertelmezés szerint a standardizalt normal eloszlasfiiggvényt a pnorm(z, 0,
1) paranccsal hasznalhatjuk. Ennek létezik egy egyszertisitett forméja: pnorm(z) .
Az el6z6 példa két tomegértékének megfelel z-érték a -1.25 és a +2.5.

pnorm(-1.25)
[1] 0.10565
l-pnorm(2.5)
[1] 0.006210
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A kérdés forditva is megkozelithetd, azaz azt szeretnénk megtudni, hogy
melyik x-értéknél nagyobb vagy kisebb értékek véletlenszerdi megjelenésének a
val6szintisége egy adott szam. Ennek a kérdésnek a megvalaszolasara a qgnorm (p,
mean, sd) parancsot hasznéljuk. Példaul milyen tomegnél kisebb szilvak teszik
ki a populécié 25%-at; mekkora tomegt szilvak teszik ki a populaci6 alsé és felsé
5%-at; milyen tomegértékek kozott helyezkedik el a szilvak 75%-a?

gnorm(0.25, 12, 4)
[1] 9.3020

A masodik kérdésnél azokat a tomegértékeket keressiik, amelyekre a gorbe
alatti tertilet 0.05, illetve 0.95 (1-0.05).

gnorm(0.05,12,4)

[1] 5.4206
gnorm(0.95,12,4)
[1] 18.5794

A harmadik kérdésnél a gorbe alatti kozépsé részt tigy kell behatarolnunk, hogy a
tertilete 0.75 legyen. Mivel a gérbe szimmetrikus a kozépértékben emelt fiiggélegesre,
ezért ez a félegyenes két egyforma részre osztja a gorbe alatti részt. A kozépérték két
oldaldn 0.75/2 = 0.375 teriilet( részt kell elhatarolnunk. A kies6 teriiletek nagysdga
1-0.75 = 0.25, ami egyforma két részt jelent, azaz 0.125 teriilet(i részt a két extrém
szakaszban. Tehat keressiik azokat a tomegértékeket, amelyek hataroljak az als6 és a
fels6 szakaszban a 0.125 nagysagu teriiletet: T, = 0.125, T, = 0.875 (3.6. 4bra).

N(12,4)

N(12,4)
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3.6. abra. Az N(12,4) normalis eloszlasti gérbe alatti 0.125 és 0.875 nagysagu
teriileteket meghatdrozé m, és m, pontok

gnorm(0.125,12,4)
[1] 7.3986
gnorm(0.875,12,4)
[1] 16.6014
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A hérom kérdésre adott valaszok:

1) a populacié 25%-at a 9.3 g-nél kisebb tomegt szilvéak teszik ki;

2) az 5.4 g-nal kisebb és a 18.6 g-nal nagyobb tomegi szilvak teszik ki a po-
pulécié alsé és felsé 5%-at;

3) a szilvak 75%-a 7.4 g és 16.6 g kozotti tomeggel rendelkeznek.

3.1.4. A Student-féle t-eloszlasfiiggvény

A bevezet6 részben targyaltunk arrél, hogy a kisérleti kutatds sordn mintat
vesziink abbél a populédciébél, amellyel kapcsolatban megfogalmaztunk egy hi-
potézist, a mintara kapott eredmények alapjan pedig megtartjuk vagy elvetjiik
azt. Tételezziik fel, hogy n elemszamu mintét vesziink egy normalis eloszlasa
populéaciébdl, amelynek kozépértéke u, szérasa pedig o. Ebben az esetben a min-
taatlagbdl (x), az n elemszambdl és a populacié paramétereibdl képezett z valtozo
normalis eloszlast kovet, aminek kozépértéke 0 és szorasa 1.

Altalaban a populacié szérasa nem ismert, ezért azt a minta szérasaval: s
tudjuk megbecsiilni. Lényeges kiillonbség a ¢ és az s kozott, hogy amig a o egy
szédm, addig az s egy val6szintiségi mutaté (értéke mintdnként valtozik), aminek
a lehetséges értékeit egy valdszintiségi fiiggvény irja le. A modosult képlet altal
kifejezett paraméter nem koveti a normélis eloszlast, hanem az Gn. t-eloszlést.

X—pu
S
Vn
Az s/\/n a standard hibat (standard error, SE) fejezi ki, ami a mintaétlag sz6-
rasanak felel meg.

t =

—— N(,1)
——— t(df=10)
- H(df=2)

Valészinlség

3.7. abra. A z- és a t-eloszlds egymdshoz valé viszonyuldsa
(a df szabadsdgfokokat jelent, és fiigg a minta elemszdmatél)
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At és a z valdszintiségi véltozokat kifejezé képletek nagyon hasonlitanak egy-
masra, ezért a t-eloszlas is hasonlit a normaélis eloszlasra, viszont a harang alakt
gorbe lapultabb, a lefut6 agak szélei alatti teriiletek pedig nagyobbak (3.7. abra).
A t-eloszlas fiigg a mintaszamt6l, ezért minden n értékre més t-eloszlas érvényes,
amelynek szabadsagfoka (n-1)-gyel egyenlé.

3.1.5. A Student-féle t-eloszlasfiiggvény alkalmazdsa R-ben

R-ben az alapcsomag hasznalatdval el6allithatunk adott df szabadsagfokkal
rendelkezd t-eloszlasa adatsort n elemmel. Erre az altalanos parancs a kovetkez6:
rt(n, df). A testmagassig példdjanal maradva, generdlhatunk egy tdistr vektort,
ami 5000 mintavétel 4tlagait tartalmazza, ha az 6sszes minta elemszdma n = 50
(df = 49), a populaci6 szérasat pedig nem ismerjiik.

tdistr = rt (5000, 49)
d = density(tdistr) #elkészitjik a sidrdségdiagramot
plot(d) #dbrdzoljuk

A pt(q, df) parancs megadja a df szabadsagfoku t-eloszlasfiiggvény adott
t értékéhez tartozé valészintiséget. A gorbe alatti teriilet a (-0, t] tartomanyra
vonatkozik. A miivelet egyezik a pnorm () mtvelettel, azzal a kiillonbséggel, hogy
az R a t-eloszlasfiiggvénnyel szamol. Mekkora a valészintisége annak, hogy egy
t-érték 0.4 alatt, illetve (—0.2, 0.7) kozé essen, ha a df = 11 (3.8. dbra)?

pt(0.4,11)
[1] 0.652

A valdszinlisége annak, hogy t < 0.4-nél 65.2%. At,_ .- T,_ _ , kiilonbséggel
fejezhetjiik ki.

TO0.7 = pt(0.7,11)
TO.7
[1] 0.751

T0.2 = pt(-0.2,11)
TO0.2

[1] 0.423

T = T0.7-T0.2 #a keresett teriilet
T

[1] 0.328
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Annak a valdszintisége, hogy t értéke (—0.2, 0.7) intervallumba essen, 32.8%.
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3.8. abra. A t-eloszlas (df = 11) adott t-értékéhez, illetve t-értékei kizé esd gorbe
alatti tertiletek

A gt (p, df) paranccsal azt a kritikus ¢ -értéket kérhetjitk ki, amelyre a
P(t < t) = p. Példaul melyik az a t -érték, amelyre a t < t, val6szintisége p = 25%,
ha n = 5, illetve t > t, valészintisége 33%, han = 257

qt (0.25,4)
[1] -0.74 #t, = —0.741

A masodik esetben a ¢, ltal hatérolt jobb oldali teriiletrél van sz6, amelynek
nagysadga T = 0.33. A gt () parancs a (-oo, t] tartomanyra vonatkozé teriilettel
szamol, amely ebben az esetben 1-T = 0.67, a df pedig 24.

qt(0.67,24)
[1] 0.45 #t, = 0.45

A konfidenciaintervallum kiszamitdsara nincs parancs az alapcsomagban, de
vannak kiilonféle csomagok, amelyekben van lehet6ség a konfidenciaintervallum
kiszamitasara, pl. {Rmisc} csomag CI () parancsa. A lépéseket elvégezhetjiik
lépésrél 1épésre, vagy frhatunk egy fiiggvényt, ami barmely esetben megadja a
kivént paramétereket. Adjuk meg a férfiak testmagassaganak kozépértékbecslését
konfidenciaintervallummal, amit n = 50 elemszdm mintara kaptunk, ha az atlag
172.0 cm, a szoras pedig 4.9 cm.

KI = qt(0.975,49)*4.9/sqrt(50)
KI

[1] 1.39

also = 172-KI

also

[1] 170.6

felso = 172+4KI

felso

[1] 173.4
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Ezek a lépések akar a Microsoft Excellel is elvégezhet6k. Az R-ben rejlé le-
het6ségek egyike, hogy ezeket a 1épéseket lerovidithetjiik és altalanosithatjuk egy
sajat fiiggvénnyel. Legyen a fiiggvénytink neve konf int, ami négy paraméterrel
(atlag, szoras, msz, alfa) szamol, ahol msz a minta elemszamat jeloli, az alfa pedig
a szignifikanciaszintet. Az alfa értékét alapbdl beallithatjuk 0.05-re, de a parancs
alkalmazasanal tetsz6legesen valtoztathatjuk.

konf_int = function(atlag, szoras, msz, alfa = 0.05) {
tort=round(qt(1- (alfa/2) ,msz-1) *szoras/sqrt (msz) ,1)
KI = tort*2
also = atlag-tort
felso = atlag+tort
return (data. frame (KI,also,atlag,felso,alfa))

Miutan a fiiggvényt lefuttattuk, az R parancsként megjegyzi, és amig nem
zarjuk le a programot, barmikor futtathatjuk. A fiiggvényt elmenthetjiik scriptként
(pL. konf_int.R), amit késébb barmikor hasznalhatunk. A konf_int(atlag, szo-
ras, msz, alfa) forméban futtatott parancs megadja a KI-t, a KI alsé és fels6
hatarat, az atlagot, valamint az alfa értékét.

#ha alfa = 0.05, nem kell beirni a parancsba
konf_int(172,4.9,50)

KI also atlag felso alfa
1 2.8 170.6 172 173.4 0.05

konf int(172,4.9,50,0.01) #alfa = 0.01
KI also atlag felso alfa
1 3.8 170.1 172 173.9 0.01

#hdrom alfa érték

konf int(172,4.9,50, ¢(0.01,0.05, 0.1))
KI also atlag felso alfa

1 3.8 170.1 172 173.9 0.01

2 2.8 170.6 172 173.4 0.05

3 2.4 170.8 172 173.2 0.10
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3.1.6. A populdcié kozépértékének és szorasanak becslése

A populacio kozépértékét és szordsat a minta atlagaval és szérasaval becsiil-
hetjitk meg. Szem el6tt kell tartanunk, hogy mind a két paraméter valészintiségi
valtozé. Ez azt jelenti, hogy tébbszorosen megismételt mintavétel atlagainak elosz-
lasa val6szintiségi fiiggvénnyel irhaté le. Az 4tlagok atlaga (X) varhatéan nagyon
kozel 4ll a populacié kozépértékéhez. Ha ismert a populacio szoérésa, akkor a min-
taatlagok normalis eloszlastiak lesznek, ha a széras nem ismert, akkor t-eloszlast
kovetnek. Figyelembe véve a mintavétel és mintaelemzés sokszor id6igényes és
koltséges voltat, a tobbszords mintavétel médszere, habar j6 megkdzelitést biztosit
a populaci6 kozépértékéhez, a gyakorlatban mégsem jarhaté tat. Elfogadott médszer
az egyszeri mintavétel, amelynek segitségével a populécié kozépértékét a mintaat-
laggal, valamint a mintaszéras és -elemszam alapjan meghatarozott megbizhatéségi
(konfidencia) intervallummal fejezziik ki. Minél kisebb a konfidenciaintervallum
(KI), annal biztosabbak vagyunk abban, hogy a mintaatlag kozel all a populécié
kozépértékéhez. A populécid kozépértékét az aldbbi 6sszefiiggésbdl fejezziik ki:

= X=tty=00s '\/iﬁ,

ahol a =t __  -s/vn kifejezés megadja a konfidenciaintervallum hatarait, az atlag-
érték pedig az intervallum kozepén helyezkedik el. Az egyenlet alapjan megértjiik
azt, hogy a t-eloszlas tulajdonképpen az n elemszdmu szamtalan minta atlagainak
az eloszlasat mutatja, amelyekhez az s/vn szdras tartozik, és amelyiknek a kozép-
értéke az altalunk vett minta atlaga. Az s/vn szoérast az atlag standard hibanak
nevezziik, és SE forméban jeloljiik (SE — standard error), ez megmutatja, hogy a
minta 4tlaga mennyire tér el a populdcié atlagatdl, a varhaté értéktdl (w).

A fenti egyenlet ramutat egy nagyon fontos alapigazsagra a tudomanyos ku-
tatasok korlatoltsagaval kapcsolatban: a populacié varhat6 értékét nem tudjuk
egyértelmiien meghatarozni (példaul a mintaatlaggal), csak becsiilni tudjuk pl. a
mintaétlaggal, és csupan egy intervallumot adhatunk meg, ami a ¢ értéke alapjan
novelhetd vagy csokkenthetd, és ami adott bizonyossaggal tartalmazza a u-t. A bi-
zonyossag mértékét altaldban 95%-ra teszik. Megforditva, a bizonytalansag 5%,
amit szignifikanciaszintnek neveziink (a = 5% vagy a = 0.05). Ennek az értéknek
statisztikai alapja van, optimalisnak bizonyult kétféle hiba kiegyenstlyozasaban.
A 95%-0s bizonyossagot biztosito t-értéket hasonl6 médon allapitjuk meg, mint a
normélis eloszlasnal a z-értéket. A t-eloszlasfiiggvényen keressiik a k6zépsé 0.95
nagyséagu tertiletet hatarolé ¢, és t, értéket (3.9. dbra). Mivel a fiiggvény szimmet-
rikus harang alakd, at, = -t,. A t értéket kikereshetjiik tablazatbél, vagy hasznal-
hatjuk az R-t (lasd a 2.5.4. alfejezetet). A t értékeket altaldban tgy jelolik, hogy
indexben feltiintetik a (-oo, t] intervallum 4ltal meghatarozott gorbe alatti tertilet
nagysagat. Mivel az n értéke szerint valtozik a t-eloszlasfiiggvény, a szabadségfo-

kok szamat is feltiintetik. Igy a -t, megszokott jelolése ¢, .. at-é pedigt . ..
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Valészinliség
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3.9. dbra. A t-eloszlasfiiggvény, ha a minta elemszama 15 (df = 14).
A konfidenciaintervallum meghatdrozdsdhoz keressiik a t, és -t, értékeket,
amelyek meghatdrozzak a T = 0.95 teriiletet a t = 0 érték koriili részben.

Példa: férfiak dtlagos testmagassdgdnak becslése

Vilagviszonylatban (az orszagos és néhany régié hivatalos adatai szerint,
N = 200) a férfiak atlagmagassaga 1996-ban 171.2 cm volt, 5.3 szérassal (https://
ourworldindata.org/human-height). A populaci6 eloszldsa megkozelitéen az N(171.2,
5.3) normalis eloszlassal jellemezhet6 (3.10. dbra). Tételezztink fel két esetet:

a) nem ismerjik a u-t, de a o ismert;

b) nem ismerjiik a u-t és a o-t sem.

N(171.2,5.3)

0.05

Valészinliség

=)
=3
o

[ T T T T T 1
155.3 160.6 165.9 171.2 176.5 181.8 187.1 cm

3.10. dbra. A férfiak testmagassdganak megkézelité normdlis eloszldsa:
uw=171.2cm, c = 5.3 cm
(1996-0s adatok, forrds: https://ourworldindata.org/human-height)

A mintavételt m-szer ismételjik meg, igy m mintaatlagunk és m mintaszo-
rasunk lesz. Minden esetben n = 50 férfit véletlenszertien valasztunk ki. A 3.11.
abran lathat6 az elsé harom mintavétel eredménye: az atlagok és a szdrasok el-
téréek, de kozel dllnak a valés értékekhez. Ugyanakkor az egyes mintakon beliili
magassagértékek eloszlasa tobbé-kevésbé normalisnak tinik.
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s 1. Minta & 2. Minta & 7 3. Minta
atlag=172.0cm,s=49 n=50 dtlag=1723cm,s=52 n=50 dflag=1708cm,s=57,n=50
© - ! ’ S wn |
o0 b=
£ g g
[ - g o | ©
& & &
w
o w 4
o o o
T T T T T T 1 — T T T T 1 T T T T 1
155 160 165 170 175 180 185 155 165 175 185 150 160 170 180 190
Magassag (cm) Magassag (cm) Magassag (cm)

3.11. dbra. Hdrom mintavétel eredménye. Minden esetben az elemszdm 50.

a) Nem ismerjiik a p-t, de a o ismert

Az m minta 4tlagainak az eloszlasa a N(u, —) normalis eloszlast kéveti,
ahol az 4tlagok atlaga X ~ u (3.11. dbra). A o/vm a mintavételek standard hibaja,
ami kisebb a populaci6 szorasanél, ha m > 1. Tehat a mintaatlagok eloszlasa
cstcsosabb a populaci6 eloszlasahoz viszonyitva. A mintaatlagok kisebb szdrasa
érthetd, hiszen a populaciohoz tartozo extrém magas és alacsony értékek az atlagok
eloszldsaban hidnyoznak. Az 4tlagok eloszlasa annal csticsosabb, minél nagyobb
a minta elemszdma. A testmagassigok eloszlasdnak szoérdsa 5.3 cm, m = 10 min-
tavétel esetében ez az érték 1.7 cm-re csokken, m = 100 esetén 0.53 cm-re.

b) Nem ismerjiik a p-t és o-t s

Az m minta atlagainak az eloszlasa a t(u, ﬁ) t-eloszlast kéveti, ahol az atlagok
atlaga X =~ u (3.12. dbra). A ¢ ismeretének hianyaban a szérast a mintaatlagok
S szoéraséval becsiiljiik, a mintaétlagok szorésa pedig —-mel fejezhetd ki, ami a
mintavételek standard hibaja.

@ 1. Minta: X, Xy2, -+, Xin H %1, 51
‘ ) 2. Minta: X, X, - -+ Xop ]—-[ X3, 52
3. Minta: X3, X3, ..., X3, H X3,83
Férfiak testmagassaga
vilagviszonylatban
N(p,0) m. Minta: X4;, X2, ..., X4n J—-[ Xons Sm
u= x1+ xz-;, wt xy 7= Xip X+ Xy X= Xy +Xp+Xz+ . +Xy ~u
n m
_ R —m)? R G — %) SE=ZL <o
7= N Si= n—1 vm

3.12. abra. A populdcié, az egyedi mintéik és a mintadtlagok statisztikai mutatéi



80 3. A VALTOZOK ELOSZLASANAK VIZSGALATA

A gyakorlatban egyetlen mintat vesziink (pl. az 1. minta), amelynek eredménye:
% =172.0cm, s = 4.9 cm, n = 50. Ebben az esetben u # %, hanem pu= %+z-—, ha
o ismert, és u= )'(tto_os-\/%‘ (df = 49), ha 0 nem ismert. A populéacié kézépér{lékét
mind a két esetben a konfidenciaintervallum segitségével becsiiljiik meg, 5%-os
bizonytalansag mellett (@ = 0.05).

a) Konfidenciaintervallum megaddsa, ha o ismert

Az atlagok eloszldsa normalis, tehat a z-eloszlasfiiggvényen keressiik azt a
+z értéket, amely a k6zéps6 T = 0.95 teriiletet hatarolja. Ez a z-érték +1.96. Ha
99%-ban szeretnénk bizonyosak lenni, hogy a KI tartalmazza u-t (@ = 0.01), akkor
a z-érték nyilvdnvaldan nagyobb (2.576), igy a KI is szélesebb lesz.

5.3
u= 1720+ 196 F 55 Cm (a = 0.05)
KI = (170.5, 173.5), a = 0.05
KI = (169.4, 174.6), a = 0.01

A konfidenciaintervallumnak akkor van értelme, ha feltiintetjiik a bizonyta-
lansagi (szignifikancia) szintet. Ezzel azt fejeztiik ki, hogy 95%-ban bizonyosak
vagyunk abban, hogy w € (170.5, 173.5). Mivel ebben a sajitos esetben ismerjiik
a u-t (171.2), biztosan tudjuk, hogy a KI valéban tartalmazza u-t.

b) Konfidenciaintervallum megaddsa, ha nem ismerjiik o-t

Az atlagok eloszlasa a df = 49 szabadséagfokkal jellemzett t-eloszlast koveti,
ezért keressiik azt a =t értéket, amely a k6zépsé T = 0.95 teriiletet hatarolja. Ez a
t-érték £2.01. A T = 0.99 tertletet hatarol6 t-értékek +2.68.

4.9
u= 172.0 £ 2.01 g Cm (a = 0.05)
KI = (170.6, 173.4), a = 0.05
KI = (170.1, 173.9), a = 0.01

Tehat 95%-ban, illetve 99%-ban bizonyosak vagyunk abban, hogy a (170.6,
173.4) intervallum, illetve a (170.1, 173.9) intervallum tartalmazza a u-t. Ezt Ggy
is értelmezhetjiik, hogy ha 100-szor végeznénk el a mintavételt, varhatéan 95
esetben a konfidenciaintervallum tartalmazni fogja a u-t.

3.1.7. A x? (khi-négyzet) eloszlds

A x2-eloszlés a gorog x bettirdl kapta. Folytonos val6szintiségi eloszlas, ami szo-
rosan kapcsolddik a normalis eloszlashoz. Ha a z valtoz6 normélis eloszlast kovet,
akkor a z? x2-eloszl4ssal jellemezhetd, amelynek egy szabadséagfoka van (3.13. dbra).
Haz,z, ...,z véltozok normélis eloszlast kovetnek, akkor a z?+z2+...+z¢ valtozo
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x*-eloszlast kovet k szabadsagfokkal. Mivel négyzetek 6sszegébdl all, ezért értékei
a [0, o) intervallumban helyezkednek el. Ha a k = 1, a fiiggvény aszimptotikusan
kozelit a nullahoz.

0 H 10 15 20 25 30
Khi-négyzet

3.13. abra. A y?-eloszlds kiilénbozd szabadsdgfokokkal

A x*eloszlas paraméterei: u = k, o?> = 2k, ahol k a szabadsagfokok szamat
jelenti. A gorbe a maximumat a u-2 értékben éri el, ha df > 3. Példaul a k = 10
fliggvény maximuma 8-ban van, kézépértéke 10, szoérasa pedig 4.5. Ahogy né a
k értéke, tigy egyre né a széras, és egyre lapultabb a fiiggvény. A szabadsagfokok
szamanak novekedésével az eloszlas formaja megvaltozik, a kozépérték nagyobb
értékek felé mozdul el, a jobb oldali ferdeség pedig csokken, az eloszlas egyre
inkabb hasonlit a normalis eloszlashoz.

A x*eloszlast hipotézisek tesztelésére hasznaljuk, példaul tesztelhetjiik vele,
hogy egy adatsor egy adott parametrikus eloszlasbél (pl. binomialis, normalis,
Poisson stb.) szarmazik-e. Ezt a probat az illesztés josdganak (goodness of fit)
nevezziik. Ezt az alkalmazast részletesen kifejtjitk a 7.5.1. alfejezetben.

3.2. Diszkrét valtozok eloszlasanak vizsgalata

3.2.1. A binomidlis eloszlds

A binomiélis eloszlas nominalis véltozok viselkedését irja le abban az esetben,
ha a véaltozénak csak két, egymast kolcsonosen kizard értéke van. Ezeket binaris
valtozéknak nevezziik. A valtozét gyakran eseménynek tekintik, amelynek két,
egymast kizaro értéke a siker és a kudarc (jelenlét és hidny, igen és nem). A siker
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azt jelenti, hogy egy vizsgalt objektumon/egyeden a vart esemény bekovetkezett,
a kudarc pedig azt, hogy nem. Az objektumok/egyedek szama a prébalkozasok
szamat jelenti. A binomialis eloszlas altalanositja egy mintan megfigyelt sikerek
gyakorisagat tetszéleges egyedszdmra (prébalkozasra), ugyanakkor megadhaté k
tetszéleges siker bekovetkezésének valoszintisége is egy adott n értékre. Jelolése:
B(n, p), ahol n a prébalkozasok szdma, p pedig a sikerek bekovetkezésének valo-
szinlisége. Matematikai kifejezése megadja egy X valtozdra a k-szor bekovetkezett
siker val6szintiségét:
P(X =k)=(p) p* (1-p)"7*,
k €{0,1,2,3,..,n},
0<p<1,

ahol k a sikerek szama n probélkozéasbdl, p pedig a siker bekovetkezésének vald-
szintsége. Az (};) a kombinatorikdban hasznalt kifejezés, jelentése:

n n!
(k) Tk-(n—k)!

ahol n! (n-faktorialis) = 1-2-3-...-n. A tért megmutatja, hogy hanyféleképpen lehet
az n értékkészletébdl kivalasztani k darabot, ha nem szamit a kivéalasztas sorrendje,
és mindegyik értéket csak egyszer vélaszthatjuk.

Egy pénzérme feldobédsabdl két esemény kovetkezhet be: fej vagy iras. A két
esemény kolcsonosen kizérja egymast. Ha a fej eseményt tekintjiik sikeres dobés-
nak, akkor az érme egyszeri feldobasaval a fej esemény val6szintisége 50% (p =
0.5). Ha a probélkozasok szama 30, akkor a sikeres esemény bekovetkezésének
val6szintiségét a B(30, 0.5) eloszlasfiiggvény irja le:

P(X =k)=(3)-05%-0.5%0k

Az egyenlet alapjan kiszamolhat6 annak a val6szintisége, hogy 30 préobalko-
zasbol 5, 12, 20, 27 alkalommal kovetkezzen be a siker.

26°27-28:29-30

. 30 —
1 0.5%0 =0.00013.

k = 5 esetén P(5) = () - 0.5°- 0.52%, innen P(5) =

A fenti példahoz hasonléan a kovetkezd val6szintiségeket kapjuk a k (5, 12, 20,
27) értékekre: 0.013%, 8.1%, 2.8%, 0.0004%. Belathatjuk, hogy a legval6szintibb
az, hogy a 30 dobasbdl 15 lesz fej, hiszen a fej bekovetkezésének valdszintisége 0.5
(3.14. abra). A felsorolt értékek koziil a 12 sikeres dobas all legkozelebb a 15-hoz,
ezért ennek a legnagyobb a valdszintisége (8.1%). Ha azt szeretnénk megtudni,
hogy mekkora a valdszintisége annak, hogy legfeljebb 12-szer dobjunk fejet, akkor:

P(k < 12) =P(0) + P(1) + P(2) + ... + P(12).
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Ilyen esetben ki kell szdmolni az 6sszes esemény val6szintiségét, ami eleget
tesz a feltételnek.

P(0) = (300) -0.50-0.530=9-101°

P(1) =(%)-05'-0.52°=238:10"°

P(12)=(33)-0.5'2- 05 =8.1-10
P(k < 12)=0.181
Annak a valészintisége, hogy legfeljebb 12-szer dobjunk fejet a 30 probélko-

zasbél, 18.1%. A feladat hosszadalmas, a szadmitéast sokkal egyszeriibb elvégezni
R-ben.
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sikeres események szama

3.14. abra. A B(30,0.5) binomidlis eloszlds (n = 30, p = 0.5)

Egy hamis érmével noveljiik az esélyét annak, hogy a vartnél tobbszor dob-
junk fejet. Ha az érmét iigy hamisitjuk, hogy a fejnek a valdszintisége 0.7 legyen,
akkor annak az esélye, hogy 20-szor dobjunk fejet a 30-bdl, 2.8%-r6l 14.2%-ra nd.

P(12) = (33)-0.712- 031 = 0.1416

Ebben az esetben a B(30,0.7) eloszlassal jellemezhetjik a sikerek val6szin-
ségét (3.15. abra).
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B(30, 0.7)

0.15

Pk =20) = 0.1416

Valosziniiség
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3.15. abra. A B(30,0.7) binomidlis eloszlds (n = 30, p = 0.7)

3.2.2. A binomidlis eloszlds alkalmazdsa R-ben

Egy vagy tobb esemény bekovetkezésének valdszintlisége a dbinom(k, n, p)
paranccsal kérhet6 ki. Mekkora a valészintisége annak, hogy 30 prébalkozasbél
5-sz0r dobjunk fejet egy érmével? A fej esemény valészintisége 0.5.

p5 = dbinom(5, 30, 0.5)

P5
[1] 0.0001327191

Mekkora a valdszintisége annak, hogy 30 probalkozasbol 5-szor, 12-szer, 20-
szor, 27-szer dobjunk fejet egy érmével?

p = dbinom(c(5,12,20,27),30,0.5)
[1] 1.327191e-04 8.055309e-02 2.798160e-02 3.781170e-06

Mekkora a valészintisége annak, hogy 30 prébalkozasbdl legfeljebb 12-szer
dobjunk fejet egy érmével?

#a {0,1,..,12} sikerek valdsziniliségeinek Osszege
sum (dbinom(0:12,30,0.5))
[1] 0.1807973

Az el6bbi parancs egyszertibben is felirhaté a pbinom(k, n, p) forméaban,
amely a {0,1,..,12} sikereses események kumulativ valésziniiségét szamolja ki.

pbinom(12,30,0.5)
[1] 0.1807973
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A binomiélis eloszlas abrazoldsa R-ben oszlopdiagramként valdsithat6 meg,
a barplot () paranccsal. Egy abran tobb eloszlas is feltiintethetd, példaul a
B(30,0.5) és a B(30,0.7) eloszlasok, amelyek megfelelnek az igazi és a hamis ér-
mékkel valé sikeres dobédsok eloszldsanak (3.16. abra).

0.00

o -
o | M il
M  B[30,0.7)
& . SO
2 2 B(30,0.5)
3 (=]
£
N —
[} —
2
o
> 9
o | =
= L
o .—.r—\I_IH N = HHH—.
8

0 2 4 6 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Sikerek szama

3.16. abra. A B(30,0.5) és a B(30,0.7) binomidlis eloszldsok dbrdzoldsa R-ben

A 3.16. dbra R-kédja:
barplot((dbinom(0:30,30,0.5)), xlab ="Sikerek szama",
ylab = "Valészinuség", font.lab = 2,
names = 0:30, ylim = ¢(0,0.16),
col = rgb(100,100,100, alpha = 70, max = 255))
barplot((dbinom(0:30,30,0.7)), xlab ="Sikerek szama",
ylab = "Valészinuség", font.lab = 2,
ylim = ¢(0,0.16),
col rgb (30,130,250, alpha = 80, max = 255),
add = T)

3.2.3. A binomidlis eloszlds megkozelitése a normdlis eloszldssal

A 3.13. és 3.14. abrékon lathaté binomialis eloszlasok harang alaktak és
szimmetrikusak a maximum értéken atmend fuggélegesre, ezért a binomialis el-
oszlas megkdozelithet6 a normalis eloszlasfiggvénnyel. Ennek a jelent6sége abban
mutatkozik meg, hogy a diszkrét eloszlas j6 megkozelitéssel helyettesithetd egy
folytonos eloszléssal, amire természetesen alkalmazhaték a folytonos eloszlas
torvényei.

A B(n,k) eloszlast egy olyan normalis eloszlasfiiggvénnyel irhatjuk le, amely-

k kozépérték
nek kozépértéke p=p-m,
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szorasa pedig
o=4p-(1-p)n

A binomialis eloszlads normélis eloszlassal val6 megkozelitésének feltételei
vannak, amelyek elsGsorban azon alapulnak, hogy az eloszlasnak szimmetrikus-
nak kell lennie. Tobb javaslat sziiletett ezzel kapcsolatban, amit Emura és Liao
(2017) osszesitett. Noha engedékenyebb feltételek mellett szoktdk alkalmazni a
kozelitést, a legmegbizhatébb feltételek a kovetkezék: n-p=10 és p=0.1, vagy
n-p=15 (Emura és Lin, 2015).

Példaul a B(30,0.5) eloszléas az N(15,2.74) eloszlassal kozelithet6 meg, mivel
30-0.5 = 15 > 10, a B(10,0.7) eloszlas viszont nem kozelitheté6 meg a normalis
eloszléssal, mivel 10-0.7 = 7 < 10. A mtvelet végrehajtasdhoz novelni kell az
n értékét, példaul 15-re (15-0.7 = 10.5), ahol mér a B(15,0.7) eloszlas megkozelit-
het6 az N(10.5,1.77) normalis eloszlassal.

A B(40,0.35) binomialis eloszlas megkozelithetd az N(14,3.02) normélis elosz-
lassal, mivel p-n = 0.35-40= 14 > 10, (1-p)'n = 0.65-40 = 26 > 10. A szamitott
kozépérték 14, a szamitott szoras pedig 3.02. A két eloszlas a 3.17. abran lathato.

.,
P

o
e ?[ \ N(14,3.02)
a B(40,0.35)

Valosziniiség
0.08
|

0.04
1

0.00

T T T T T
0 10 20 30 40

Sikerek szama

3.17. dbra. A B(40,0.35) eloszlds megkézelitése az N(14,3.02) eloszldssal
A két eloszlas R-kédja a kovetkezo:

#generdlunk 10e+07 adatot az N(14,3.02) eloszldsbdl
dn = density(rnorm(10000000,14,3.02))
plot(dn, 1lwd = 2, col = "blue", ylim = c(0,0.14),
xlim = c¢(0,40), xlab = "Sikerek szama",
ylab = "Valészinuség", font.lab = 2, main = "")
barplot(dbinom(0:40,40,0.35), xlab ="Sikerek szama",
ylim = c¢(0,0.14), ylab = "Valészinuség",
font.lab = 2, xlim = ¢(0,40), width = 0.8,
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col = rgb(100,100,100, alpha = 60, max = 255),
add = T)
#ha add = T, akkor a mdsodik abrdt rdteszi az elsdre.

3.2.4. A Poisson-eloszlds

A Poisson-eloszlas u atlagértékkel rendelkezé diszkrét valtozo valdszintiségi
eloszlasét irja le. Hasonléan a binomialis eloszlashoz, a valtozé itt is eseményként
foghato fel, de ennek a bekovetkezése egy probéalkozas alatt tobbszor megtortén-
het. Példaul egy faj egyedeinek a szdma egy mintavételi egységben, beteg egyedek
szama adott megfigyelési helyen, athalado jarmiivek szama egy adott megfigyelési
ponton adott id6egység alatt stb. A Poisson-eloszlas a kovetkezé matematikai
figgvénnyel irhat6 le:

pr ek

fl) =

x!
ahol x =0 és egész szdm, u az x valtozoé atlagértéke. Az x val6szintiségi valtozo akkor
jellemezhet6 a Poisson-eloszldssal, ha az események fiiggetlenek egymastol (egy
esemény semmilyen informaciét nem ad a tobbi eseményrél), és véletlenszeriien
kovetkeznek be (az esemény bekovetkezésének a val6szintisége idében allando),
és az atlaguk és a varianciajuk kozel egyenld (X =o?). Kis atlagértékekre az eloszlas
ferde, nagy kozépértékekre viszont szimmetrikus. A kozépérték lehet tizedes szam,
viszont az x csak pozitiv egész szam. Két Poisson-eloszlast val6szintiségi valtozo
(x, és x,) Osszege is Poisson-eloszlast kovet, amelynek atlagértéke u, + p,.
Németorszagi kutatok a lombkorona épsége alapjan 16 x 16 km-es egységl
négyzethalot elemeztek ki, és megallapitottak, hogy az elpusztult lucfenyék atlagos
gyakorisaga 8.4%o, az erdei feny6ké pedig 3.8%o (Brandl et al., 2020). Ha a kihalt
fak el6forduldsa a négyzetekben Poisson-eloszlast kovet, akkor mekkora a val6szi-
niiségé annak, hogy egy adott terilleten a lucfenyé és az erdei feny6 kihalasi gya-
korisdga 2%o, illetve 10%o legyen? Mennyi a val6szintisége annak, hogy egy adott
teriileten legalabb, illetve legfeljebb 5%o legyen a lucfenyd kihalasi gyakorisaga?
A lucfenyd kihalasi rétajara a kovetkez6 Poisson-eloszlés irhato fel:

8.4% - 784

fx) = pr

A 3.18. abran lathat6 a u = 8.4 atlagértékl Poisson-eloszlas stirtiségfiigg-
vénye és a kumulativ val6szintiségek fiiggvénye. Az eloszlds enyhe jobb oldali
ferdeséget mutat. Mivel az eloszlas diszkrét, ezért a legcélszer(ibb az oszlopdi-
agram haszndlata. A mellékelt tabldzatban az egyes események val6szintiség- és
kumulativ valészintiségértékei lathatok. A tdblazatbél kivehetd, hogy az atlagérték
el6tti és utani értékek dsszesitett valészintisége ~0.5 (azaz ~50%). A fliggvény az
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atlagértéktél tdvolodva rohamosan kozeliti a nullat, a lucfenyé esetében az f(22)
gyakorlatilag nullanak tekintheté.

Ha x = 2%o0, a val6szintliség:

8.4% - e84
f(@) = ———=10.008,
ha x = 10%o, akkor a valészintiség:
8.410 . ,—84

Annak a val6szintisége, hogy x < 5%o:

f<)=fM+fR+fB)+ @) +f(5),
f(x £5)=0.1573.

Annak a valészintisége, hogy x = 5%o:

(x=25)=1-[f(0)+ (1) +f(2)+fB3) + f(4)]
f(x>=5)=1-0.0789 = 0.9211.

Az erdei fenyd kihalasi ratajanak a Poisson-eloszlasi egyenlete:

3.8%-¢738

fl) = p

Annak a valészintisége, hogy 1000 egyedbdl két kihalt fat taléljunk, 0.1615,

annak pedig, hogy 10 kihalt fat talaljunk, 0.0039. Ezek az értékek lényegesen el-
térnek a lucfenyére kapott hasonlé aranyokra. Mind a két esetben az atlagértékhez

koze

012

003

DSZINUseq

Val
0.04

0.00

3.18.

li esetszdmok valészintiségei a nagyobbak.
— _ o _ L I
b = - ] — we®d
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e ' R
] T E 1 1 00T gl
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— ¥ o 14 00225 09748
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abra. A u = 8.4 dtlagértékii Poisson-eloszlds striiségfiiggvénye és kumulativ
valészintiségek fliggvénye



3.2. DISZKRET VALTOZOK ELOSZLASANAK VIZSGALATA 89

3.2.5. A Poisson-eloszlas alkalmazdsa R-ben

Egy esemény bekovetkezésének val6szintisége a dpois (x, lambda) parancs-
csal kérhetd ki, ahol x az egyedek szadma egy teriileten, egy id6intervallumban stb.,
a lambda pedig az eloszlas atlagértéke. Mekkora a valészintisége annak, hogy 2%o,
10%o legyen a lucfenyd kihaldsi gyakorisdga, ha az atlagérték 8.4%o0?

p2 = dpois (2, 8.4)
P2

[1] 0.007933319

P10 dpois (10, 8.4)
P10

[1] 0.1083818

Mekkora a valészintisége annak, hogy a lucfenyé kihalasi gyakorisaga leg-
feljebb 5%0 legyen?

p = sum(dpois(0:5,8.4))

P
[1] 0.1572768

A kumulativ gyakorisagokat a ppois(x, lambda) paranccsal kérhetjiik ki.

ppois (5, 8.4)

[1] 0.1572768

#A valodszinlisége annak, hogy a lucfenyo kihaldsi
#gyakorisdga 5% legyen 0.157 avagy 15.7%.

Mekkora a valdszintisége annak, hogy a lucfenyd kihalasi gyakorisaga legke-
vesebb 5%o legyen?

l-ppois(4,8.4)

[1] 0.9210917

#A valdszinlsége annak, hogy a lucfenyo kihaldsi

#gyakorisdga legkevesebb 5% legyen 0.921 avagy 92.1%.

Egy adott val6szintiséghez rendelhet§ esemény meghatéarozasa a qpois (p,
lambda) paranccsal végezhet6 el. Mivel a g csak egész szdmokat vehet fel, az
R a megadott p valészintiségnek leginkabb megfelel$ g értéket adja meg. A 0.02
valészintiség a 3 egyednek megfelel6 valészintiségi értékhez (0.0222) van a leg-
kozelebb, tehat az eredmény 3.

qpois (0.02, 8.4)

[1] 3
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A 3.18. 4bra szerkesztése R-ben:
#A mu = 8.4 Poisson-eloszlds slridségfiiggvénye
par (mfrow = c(1,2))
barplot (dpois(0:22, lambda = 8.4),
xlab ="Pusztulas 1000 egyedre \n vonatkoztatva",
cex.lab = 0.7, cex.axis = 0.7,
ylim=c(0,0.14), ylab="Valészinuség", names=0:22,
font.lab=2, xlim=c(0,40), width=0.8,
col = rgb(100,100,100, alpha = 60, max = 255))
text (20, 0.13, "mu = 8.4", font = 2, cex = 0.7)
#A mu = 8.4 Poisson-eloszlds kumulativ valdszintlségeinek
fliggvénye
barplot (ppois(0:22, lambda = 8.4),
xlab ="Pusztulads 1000 egyedre \n vonatkoztatva",
cex.lab = 0.7, cex.axis = 0.7,
ylim = c¢(0,1), ylab = "Kumulativ valészinuség",
names=0:22, font.lab=2, xlim=c(0,40), width=0.8,
col = rgb(100,100,100, alpha 60, max = 255))
text(5, 0.9, "mu = 8.4", font = 2, cex = 0.7)

3.2.6. A negativ binomidlis eloszlds

A negativ binomiélis eloszlas egy diszkrét eloszlds, amelyet Pascal-eloszlas-
nak is neveziink. A valészintiségi véaltoz6é binomidlis, amely két egymast kizaro6
értéket vehet fel, és barmely probalkozas sikerének a valészintisége azonos (p).
A negativ kifejezés onnan ered, hogy a binomialis eloszlassal ellentétben ennek
az eloszlasnak a valészintiiségi valtozdja a probalkozasok szama (n), mig a sikerek
szama (r) allando érték.

A negativ binomiélis eloszlas olyan valdszintiségi valtozét jellemez, amelyre
az utolsé probalkozéasnal elérjiik a kitizott célt, az r-edik sikert. Tehat a prébalko-
zasok x 0ssz-szama r siker és k kudarc 6sszege.

A fuggvény a kovetkezd egyenlettel fejezhet6 ki:

(x —1)!
r=D!"(x—1)!
ahol: x — a prébalkozasok szama (x = k + r);

r — a sikeres események elére meghatérozott szama;

p — a sikeres esemény bekovetkezésének a valészintisége egyszeri pro-
balkozaskor;

1-p — a kudarc valészintisége egyszeri prébalkozaskor.

fl,r,p) =< >-pr-(1—p)"‘r,
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Az egyenlet felirhat6 gy is, hogy a valészintiségi véltozé a kudarcok szama (k):

(k+r—-1)

flk,r,p) = <m

)'p"(l—p)"-
A negativ binomialis eloszlasnak két dllandéja van: az r és a p, jelolése pedig
NB(k, r, p). Az eloszléas kozépértéke és variancidja:

rl-p), , r(1-p)
p=——=¢és0"=—5—.
p
Péld4ul, ha tudjuk, hogy egy régidban 0.4 a valészintisége annak, hogy egy
vidéki telepiilésen golyafészket talaljunk, akkor mekkora a valészintisége annak,
hogy az elsé 10 telepiilést bejarva elérjiink a masodik, illetve a hetedig telepiilésig,
ahol van golyafészek?
Az els6 esetben: p = 0.4, x = 10, r = 2, tehat k = 8.

(10 - 1)!
8,2,04) = - 0.4%-0.6% = 0.024
f(8,2,0.4) <(2—1)!-(10—2)!
Ennek az eloszlasnak a kozépértéke és varianciaja: u = % =3és0” = % =7.5.

A masodik esetben: p = 0.4, x = 10, r = 7, tehat k = 3.

(10 — 1)!
3,7,04) = [ —————]-0.47-0.6% = 0.030
£(37,04) <(7_1)!,3!
Ennek az eloszlasnak a kozépértéke és varianciaja:
706 a 7006
H=T0a = 777%9 T916 ~ =2
= B
NB(r=7,p=0.4)
§ . i =105, 6 =26.25
= (] ml
g 5] . -
3
=
N
w T
S 3 -
5 p=0.03
g | DDHI NN RRNANIRI NN HHHDDDDD
0123456789 11 13 15 17 19 21 23 25

k (kudarcok szama)

3.19. A abra. A negativ binomidlis eloszlds r = 2 és r = 7 sikerre, ha a siker
valészintisége 0.4



92 3. A VALTOZOK ELOSZLASANAK VIZSGALATA
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3.19. B abra. A negativ binomidlis eloszlds r = 2 ésr = 7 sikerre, ha a siker
valészintisége 0.4

A két eredménybdl lathato, hogy megkozelitéen azonos val6szintiséggel tala-
lunk kettd, illetve hét telepiilést glyafészekkel, ha a tizedik telepiilésnél jarunk
utoljara sikerrel. Mivel egy sikeres eredmény val6szintisége 0.4 (azaz 10-bél 4),
a legvaldszintibb az, ha

- egy kudarc utan talaljuk meg a masodik telepiilést gélyafészekkel (k = 1,

3.19.A. 4bra);
—nyolc-kilenc kudarc utan taldljuk meg a hetedig telepiilést golyafészekkel
(k = {8,9}, 3.19.B. 4bra).

Mekkora a valészintisége annak, hogy az elsé telepiilésen van gélyafészek?

Ebben az esetben r = 1, a kudarcok szama pedig k = 0.

(1-1)!

— . 1., 0
£(0,1,0.4) = <m> 0.41-0.6° = 0.4
Az r = 1, azaz az els6 sikerig tarté probalkozasok val6szintiségi eloszlasa a
3.20. dbran lathaté.
Ha az r értéke 1, akkor a negativ binomiélis eloszlas azonos a geometriai
eloszlassal. Ez annak az esetnek felel meg, amikor k kudarc utén sikerrel jarunk.
Példaul hanyszor kell megismételni egy laboratériumi kisérletet, amig a vért hatas

jelentkezik, vagy példaul hany hasznalat utan romlik el egy gép?
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3.20. abra. A negativ binomidlis eloszlds r = 1 sikerre, ha a siker valésziniisége 0.4

3.2.7. A negativ binomialis eloszlds alkalmazdsa R-ben

A negativ binomiélis eloszlassal kapcsolatos miiveleteket R-ben a dnbinom (k,
r, p, mu) paranccsal végezhetjiik el, ahol k a kudarcok szdma, r a sikerek szama,
p egy sikeres esemény bekovetkezésének a valdszintisége, mu pedig az eloszlas
varhato értéke (atlaga). A binomiélis eloszlas vagy a p vagy a mu segitségével fe-
jezhet6 ki, igy a kett6 koziil csak az egyiket kell megadni. Par példa, ami az el6z6
alfejezetben meg volt emlitve:

#k = 8, r = 2, p =0.4
dnbinom(8,2,0.4)
[1] 0.02418647

#k = 3, r =7, p = 0.4
dnbinom(3,7,0.4)
[1] 0.02972713

#tébb k értékhez tartozd valodszinilség kikérése
dnbinom(c(3,5,9),7,0.4)
[1] 0.02972713 0.05885972 0.08263904

#kumulativ valdszinlségek kikérése
#példaul k < 4
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pnbinom(3,7,0.4)
[1] 0.00163840 0.00851968 0.02503475 0.05476188

#A p helyett a mu ismerete
#dnbinom (k, r, mu)
dnbinom(3, 2, mu = 10.5)
[1] 0.06069289

A 3.18.A. abra készitése:
barplot (dnbinom(0:25, 2, p = 0.4), names = 0:25,

ylim = ¢(0,0.28), xlab = "k (kudarcok szama)",
col = rgb(0,100,200, alpha = 30, max = 255),

ylab = "Valészinuség",

space = 0.8, font.lab = 2)

3.2.8. A diszkrét eloszlasok jelentdsége az 6kologiai kutatasokban

Okolégiai kutatasokban a legtobb esetben az a cél, hogy adott teriileteken fel-
mérjék bizonyos egyedek el6fordulasi gyakorisdgat. Ennek a gyakorlati kivitelezése
legtobbszor abban 4ll, hogy a teriileten mintavételi kvadratokat jelolnek ki (pl. 1 x
1 m-eseket, vagy 10 x 10 km-eseket) vagy csapddkat helyeznek ki, és a mintavételi
kvadratban/csapdaban megszamoljék az illet6 faj vagy fajon beliil bizonyos élla-
potban levé egyedek (fiatalok/felnéttek, egészségesek/betegek) szamat. A felmérés
eredménye egy egész szamokbdl 4ll6 adatsor, amelyben nulla is szerepelhet. Ilyen
adatsorok éltalaban a Poisson-eloszlassal jellemezhetdk, viszont az adatok szérodasa
rendszerint joval nagyobb, mint amit ez az eloszlas el6ir. A tilszérassal rendelkezé
Poisson-eloszlast adatsorokat a negativ binomialis eloszlas sokkal jobban le tudja
irni. A két eloszlas szoros kapcsolatban van egyméssal. Tulajdonképpen a Poisson-
eloszlas a negativ binomiélis eloszlasnak egy szélsGséges esete (Zuur et al., 2009).

Abban az esetben, ha az eloszlas 4tlagértékét és varianciajat ismerjitk (ame-
lyek az empirikusan nyert adatsorbdl kiszdmolhaték), a binomiélis eloszlés r
paramétere kiszdmolhat6 a variancia alabbi kifejezésébd6l:

2
- Ll
0'2—!1+T-

Innen az r megbecsiilhetd, ha a u-t az adatsor atlagaval, a varianciét pedig az
adatsor varianciéjaval kozelitjiik meg:

atlag?

var — atlag’
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A szamitott r értékbdl megéllapithatjuk, hogy melyik fiiggvény jellemzi jobban
a vizsgalt faj eloszlasat a teriileten. Ha a variancia nagyobb, mint az atlag, akkor
talszéréassal allunk szemben, ezért az r az adataink szér6dasat mutatja. Ha az
r értéke nagy, a négyzetes tag értékéhez képest, akkor a u%t kozelit a nulldhoz, ekkor
a variancia megegyezik a varhat6 értékkel, és ez esetben a Poisson-eloszlashoz
jutunk. Ha az r kicsi, akkor tlszoras jellemzi az adatokat.

Har = 1, a variancia u+u?, és az eloszlast geometriai eloszldsnak nevezziik. Kis
atlagértéknél és nagy szorodasnal (kicsi r értéknél) a nulla értéknek a legnagyobb
a val6szintisége.

Az rkiszamitasara egy R fiiggvényt lehet irni, amelynek legyen a neve emp_r.
Ez a fuggvény oszloponként kiszamolja az adattabla valtozéinak atlagat és vari-
ancidjat, és ezek alapjan az r értékét:

emp r = function (x, MARGIN=2) {

atlag = apply(x, MARGIN=MARGIN, mean)
variancia = apply(x, MARGIN=MARGIN, var)
r = apply(x, MARGIN=MARGIN,

function (x) mean(x)**2 / (var(x) - mean(x)))
tmp = data.frame (atlag, variancia, r)

tmp

}

A u, 0? és rismeretében a binomialis eloszlas p paramétere is megéllapithaté:

-+
a?

Vizsgaljuk meg a Gheoca et al. (2021) altal gytjtott par csigafaj eloszlasat
Délkelet-Erdélyben a Nagy-Kiikiill6 és az Olt mentén. A csigakat 48 kvadréatbél
gyujtotték be, 6sszesen 71 fajt azonositottak. Két gyakori, egy ritka és egy nagyon
ritka faj adatsorat vizsgaljuk meg. Gyakori fajnak szdmitott az éticsiga (Helix
pomatia) és a berki parduccsiga (Fruticicola fruticum), ritka fajnak az ugarcsiga
(Helix lutescens), nagyon ritka fajnak mindgsilt a hardntfogua torpecsiga (Vertigo
angustior). A négy faj adatait a 48 kvadratban a H.pom, Ffrut, H.lut és V.ang
vektorok tartalmazzak.

H.pom = c(22,14,12,5,37,20,15,26,20,17,12,25,6,0,1,
40,14,45,48,3, 1,0,5,0,0,0,0,7,5,20,16,45,
1,12,16,18,25,7,0,0,5,1,3,0,0,4,11,6)

c(2,0,0,2,0,3,0,0,2,0,0,0,0,0,1,3,0,2,0,1,2,
0,1,0,3,7,12, 10,0,4,0,0,2,6,0,7,6,3,2,7,0,
7,0,5,3,8,3,3)

H.1lut
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F.frut = c¢(18,17,40,52,76,30,6,22,30,25,8,13,27,6,38,52,
10,6,25,28,3,6,9,14,3,14,42,9,22,45,24,0,33,34,
17,30,24,11,28,29,4,6,5,7,68,28,40,55)

V.ang = ¢(0,3,0,0,0,1,0,42,0,3,3,0,0,0,0,0,
7,0,0,3,2,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,
0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,4,0,0,3,0,0)

#A fajok adatait egyesitjlik a csiga adattdbldba.

csiga = data.frame(H.pom, F.frut, H.lut, V.ang)

#Az emp r segitségével kiszdmoljuk az r értékeit,
#és az értékeket két tizedesre kerekitjiik.
round (emp_r (csiga) ,2)

atlag wvariancia r
H.pom 12.29 176.25 0.92
F.frut 23.73 312.20 1.95
H.lut 2.44 9.06 0.90
V.ang 1.60 37.73 0.07

A nagy atlagos egyedszamu berki parduccsiga eloszlasa a 3.21. abran lathaté.

Az rértéke 1.95, ami nagyobb 1-nél, ezért tekinthetjiik Ggy, hogy a Poisson-eloszlés
jol leirja a faj el6fordulasét a vizsgalt teriileten.

Abszolut gyakorisag

o
F. fruticum 8 NB(r=1.95, p =23.7) - Poisson(u = 23.7)
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3.21. dbra. A berki pdrduccsiga (F. fruticum) eloszldsa a mintateriileten és az

eloszlds megkdzelitése diszkrét eloszlasokkal
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Az éti- és az ugarcsiga esetében az r ~ 1, igy az adatok szérédésa geometrikus
eloszlast feltételez. Ebben az esetben a negativ binomialis eloszlés jobban jellemzi
a csigak eloszlasat, mint a Poisson-eloszlas (3.22. abra).
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3.22. abra. Az ugarcsiga (H. lutescens) eloszldsa a mintateriileten és az eloszlas
megkozelitése diszkrét eloszldasokkal

A 3.22. dbra R kddjai:

#Abra a Helix lutescens fajra

par (mfrow=c(1,3))

hist(H.lut, breaks=12, ylim = c¢(0,0.5), freq=F, main="")

barplot (dnbinom(0:12,0.9,mu=2.44), names=0:12,
ylim=c(0,0.35),

col=rgb (0,100,200, alpha=30, max=255))

barplot (dpois(0:12, lambda=2.44), ylim = c¢(0,0.3),
names=0:12,

col=rgb (100,150,150, alpha=60, max=255))

A haréntfogt torpecsiga ritka fajnak szamit a vizsgalt teriileten, az ilyen ese-
tekre pedig a nagyon kis r értékek jellemzdek (r = 0.07), ugyanakkor az adatoknak
nagyon nagy a variancidja. Ennek a csigafajnak az atlagos egyedszama is kicsi
(1.64), ami az eloszlast erdsen csticsossa teszi nulldban. Ebben az esetben is az
eloszlést jobban leirja a negativ binomiélis eloszlas (3.23. abra).
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3.23. abra. A harantfogt torpecsiga (V. angustior) eloszldsa a mintateriileten
és az eloszlas megkozelitése diszkrét eloszldasokkal

3.3. A kiugro értékek jelentisége

A kiugré értékek érdekesek lehetnek, kiillonosen akkor, ha a mintavétellel
és a méréssel kapcsolatos hibdk kizarhat6k. A nem vért magas, illetve nem vért
alacsony érték valamilyen faktornak, kiilsé tényez6nek a hatasa lehet, ami csak
az adott egyedre vagy objektumra hatott. Altaldban ezeket a tényezdket utélagos
kutatéssal fel lehet deriteni. Péld4aul az airquality R adattdbldban a teljes vizs-
gélt id6szakra (6t hénap) négy kiugré pontot kaptunk az ézonkoncentraciéra

sz

napoknak a teljes adatsorat.

df = airquality
df$Temp = (df$Temp-32)/1.8
dfl = subset(df, Ozone > 115)

dfl
Ozone Solar.R Wind Temp Month Day
62 135 269 4.1 28.9 7 1
99 122 255 4.0 31.7 8 7
117 168 238 3.4 27.2 8 25
121 118 225 2.3 34.4 8 29
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Ezekre a mérésekre juliusban és augusztusban keriilt sor, a hémérséklet és a
napsugarzas atlagon feliili, a szélsebesség pedig joval atlagon aluli volt (3.24. abra).
Az 6zon a varosi levegében a nitrogén-oxidok és az oxigén reakci6jabol képzaédik
erds napsugarzas hatasara. A légkori adatokbol az deriilt ki, hogy ezeken a napo-
kon elsésorban a szélsebesség volt kiillonosen alacsony értéken. Szélcsendben a
szennyez6k feldasulnak a varosi levegében, a viszonylag magas napsugérzas és
hémérséklet pedig hozzédjarult az 6zonképzédéshez. Noha erre nincs adat, valdszi-
nd, hogy a kozuti forgalom is fokozottabb volt ezeken a napokon, ami névelhette
a levegd nitrogén-oxid tartalmat.

Ez a példa alatamasztja azt, hogy ha a kiugré értékek hattértényezok hatasa-
nak az eredményei, akkor értelmezésiik gyakorlati magyarazatot szolgaltathat az
elméleti tudésnak, fényt derithet a lokalis hatdsokra, esetleg szennyezéforrasok
beazonositdsara vagy egyéb extrém kortilmények kornyezetre gyakorolt hatasanak
a kimutatésara.

Azok az adatok, amelyek a normalis tartoményba esnek, azt jelzik, hogy az
illet6 objektumokra vagy mintakra azonos kornyezeti hatasok hatnak, egyforman
vannak kitéve természetes és esetleges stresszhatdsoknak.
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3.24. abra. A kiugréan magas ézonkoncentrdcick mellett mért napsugdrzads
(lang), szélsebesség (mph) és hémérséklet (°C) az airquality adattdbldban

3.4. Léptékvaltas

Sokvaltozés adatelemzéskor fennéllhat az a probléma, hogy a valtozok kii-
l6nboz6 1éptéki skalakon mozognak. Példaul elemanalizis soran a makroelemek
koncentréacidja tobb 100 mg/l lehet, masoké (pl. a nyomelemeké) par pg/l. Ebbél
természetszertien ad6dik, hogy a makroelemek varianciai nagysédgrenddel nagyob-
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bak, mint a nyomelemeké. Ahhoz, hogy a variancidkat 6ssze tudjuk hasonlitani,
az 0sszes elem szoérdsat azonos skalara kell hozni. Ezt szolgalja a léptékvaltas
(transzformécid). A léptékvaltast tobbféleképpen végezhetjik el, a {6 szempont
a véltozo tipusa.

3.4.1. Léptékvaltas aranyskalaja valtozoknal

A leggyakrabban hasznalt miivelet a standardizalas, amelynek sordn egy-
ségnyi szérdsra és nulla kozépre alakitjuk a véaltozék adatsorait. A skala vagy
zsugorodik, vagy kitagul oly médon, hogy az Gj adatsor szérasa 1 lesz, szamtani
kozépértéke pedig 0. Az Gj adatsor dimenziémentessé valik.

Zy:1 Xij - ij
Xj=———,
S;
ahol X aj véaltozo i objektumaéra kapott standardizalt értéke, X; a j-dik valtozo i
objektumara kapott eredeti koncentracidérték, X, a valtozé értékeinek szamtani
kozépardnyosa, az s, pedig a véltozo szordsa. Az x,€[1,N], ahol N az objektumok
szama. Péld4ul adott a {154, 120, 147, 161, 139} vektor, az elemeinek a szam-
tani kozépértéke 144.2, szérasa pedig 15.8. Az adatokat a fenti egyenlet alapjan
standardizaljuk:

. (154-1442) _(20-1442)
I T R T

A standardizalt vektor {0.62, -1.53, 0.18, 1.06, -0.33} elemeinek az atlaga 0,
a szorasa pedig 1. Az R-ben a miivelet a scale () paranccsal végezhetd el.

v = c(154, 120, 147, 161, 139)

v_sd = scale(v)

v_sd = round(vs_d, 2)

#Két tizedesre kerekitjik az értékeket.

v_sd
[,1]
[1,] 0.62
[2,] -1.53
[3,] 0.18
[4,] 1.06
[5,1 -0.33
attr(,"scaled:center")
[1] 144.2

attr(,"scaled:scale")
[1] 15.8019
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Az R-ben egy adattabla tetszéleges valtozéi is standardizélhaték, példaul az
airquality (df) adattébla elsé négy valtozdja.

df = airquality

df stand m = scale(df[,1:4]) #Matrixban menti el.

df stand = data.frame(df_stand m, df [,5:6])
head(df_stand)

#Visszakaptuk a df-et, négy standardizdlt valtozoval.

Ozone Solar.R Wind Temp Month Day
0.005025743 0.05075471 -0.7259482 -1.1497140 5
-0.163920873 -0.76756846 -0.5556388 -0.6214670
.974864627 -0.41523487 0.7500660 -0.4101682

-0.772128689 1.44872346 0.4378323 -1.6779609

-0.582388644 -0.04816810 1.2326091 -2.3118573

-0.434235458 -0.04816810 1.4029185 -1.2553634 5

Aranyskalaja véltozoknél megtorténhet az, hogy az adatsor eloszlasa ferde a
kiugro, illetve extrém értékek miatt. A ferdeség kikiiszobolhetd az adatok logaritmé-
lasaval. Altalaban a természetes alapiti vagy a tizes alapt logaritmalast szoktak hasz-
nélni. Ennek az atalakitasnak az az el6nye, hogy az adatok utélag is értelmezhetdk.

o U W W N
|
(@)
o g o ;n
o U W N

3.4.2. Léptékvaltas intervallumskalaji valtozoknal

Az intervallumskaléja véltozoknal a terjedelem-léptékvéltast szoktak alkal-
mazni. A skéla ebben az esetben is zsugorodik vagy kitagul, az értékek pedig 0 és
1 kozott helyezkednek el. A valtozé Gj értékei dimenziomentesek.

. Xij— min(xij)

v max(x; ) — min(x; )

ahol x,j a j valtozo i objektumara kapott standardizélt értéke, x; a j-dik valtozo i
objektumanak eredeti koncentraciéértéke. Az el6z6 példanal maradva, azonositjuk
a legkisebb (120) és a legnagyobb (161) elemet, majd kiszdmoljuk a terjedelmet
(161-120 = 41).

A vektor 4j elemei {0.83, 0.00, 0.66, 1.00, 0.46} a 0 és 1 kozott helyezked-
nek el. Az R alapcsomagjaban nincs k6d ennek a mtiveletnek az elvégzéséhez,
viszont szerkeszthetiink egy fiiggvényt, és elnevezhetjilk terjedelem () -nek,
illetve hasznalhatjuk a {vegan} csomag decostand () parancsat a range médszerrel
(decostand (x, "range").

terjedelem = function(x) ({
round ( (x-min (x) )/ (max (x) -min (x)) ,2)

}
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#A min (), max(), mean() parancsokban haszndlhatd a
#na.rm = T utasitds az NA-k eltdvolitdsdra.

v =¢(5,12,5,1,6,9)

v_ter]j = terjedelem(v)

v_terj

[1] 0.36 1.00 0.36 0.00 0.45 0.73

A fiiggvény egy adattdbla oszlopaira is alkalmazhaté, példaul az airquality (df)

els6 négy valtozojara, miutan eltavolitottuk a hidnyz6 adatokat tartalmazé sorokat.

df = airquality
dfl = na.omit (df)
#Terjedelem-léptékvdltds a dfl elsd négy oszlopdra
dfl _terj = terjedelem(dfl[,1:4])
head (df1l_terj)
Ozone Solar.R Wind Temp

1 0.12 0.57 0.02 0.20
2 0.11 0.35 0.02 0.21
3 0.03 0.44 0.03 0.22
4 0.05 0.94 0.03 0.18
7 0.07 0.89 0.02 0.19
8 0.05 0.29 0.04 0.17

#A négy oszlophoz hozzdragasztjuk a dfl
#5. és 6. oszlopdt
df terj = data.frame(dfl_terj, df1[,5:6])
head (df_terj)

Ozone Solar.R Wind Temp Month Day

1 0.12 0.57 0.02 0.20 5 1
2 0.11 0.35 0.02 0.21 5 2
3 0.03 0.44 0.03 0.22 5 3
4 0.05 0.94 0.03 0.18 5 4
7 0.07 0.89 0.02 0.19 5 7
8 0.05 0.29 0.04 0.17 5 8

3.4.3. Léptékvaltas diszkrét valtozoknal

A diszkrét valtozék léptékvaltasa elsésorban a tobbvaltozés adatelemzési

moadszerek (f6komponens-analizis, redundanciaanalizis, korreszpondanciaanali-
zis, klaszteranalizis) el6feltétele. Ilyen esetekben az altalanosan elfogadott méd-
szerek a Chord-, ill. a Hellinger-transzformaci6 (Legendre és Gallagher, 2001).
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Ezeknek a médszereknek az elénye az, hogy megérzik a metrikus tavolsagokat,
és egyenértékiivé tehet6k az aranyskalaju valtozékra alkalmazott euklideszi ta-
volsédgokkal. Az dkoldgidban egy objektumban (pl. kvadratban, csapdédban) talalt
fajok abundanciaadataira hasznalhatodk.

A Chord-transzformacio 1ényege az, hogy egy objektumra az 6sszes faj abun-
danciéjat gy alakitja at, hogy az értékek 6sszege 1 legyen. Hasonl6an, a Hellinger-
transzformécié egy objektumra megadja egy faj relativ abudancidjanak a négyzet-
gyokét. ElsGsorban akkor ajanlott a hasznalata, ha az objektumok méretei eltéréek.

Egy objektum x faj adattablanal, amelynek mérete n x m, a Chord-transzfor-
macio az i objektumra a kovetkez6 képlettel értelmezhet6:

chord _ Yij

yi/ *
/Z}-":ly?j

A Hellinger-transzformadci6 az i objektumra:

H ’ Yij
Vii = .
Y Z;'n=1 Vij

Az emlitett transzformaciék R-ben a {vegan} csomagban taldlhat6 decostand ()
paranccsal végezhetdk el (3.1. tablazat).

3.1. tablazat. Abundanciaadatok transzformdciéja R-ben

Parancs Részletek Magyaréazat

decostand(x, method) {vegan}

X adattdbla adattdblaban levé fajok oszlopai

method "normalize", "hellinger", "total" Chord, Hellinger, relativ gyakorisag




4. HIPOTEZISVIZSGALATOK

A tudomanyos kutatas soran altalaban a populécié egyik tulajdonsagara megfo-
galmazott hipotézist teszteljiik az dltalunk vett minta alapjan. Ezzel foglalkozik a ko-
vetkeztetési statisztika. A Bevezetdben tisztaztuk a hipotézis fogalmat mint egy olyan
allitast, ami osszefiiggést feltételez a tények kozott, és ami a tudomény eszkozeivel
tesztelhetd. A statisztikai értelemben vett hipotézisvizsgélatnak kissé szokatlan alap-
elve van: két egymassal ellentétes allitast vizsgalunk, és azt fogjuk igaznak tekinteni
a populéciora nézve, amelyik a minta alapjan hihet6bbnek tinik a mésiknal. Ennél a
pontnaél vilagossa vélik a tudomanyos kutatasnak egy 1ényeges korlatja: nem tudunk
teljes bizonyossaggal kijelenteni vagy cafolni valamit a populaciéval kapcsolatban.
A kijelentésiink tehat lehet igaz, de lehet hamis. Azt viszont meg tudjuk mondani, hogy
az dllitasunk igaz, illetve hamis voltanak mekkora a valdszintisége.

Az éllitasunkat nullhipotézisnek nevezziik, és H -val jeloljiik. A statisztikai
tesztek altaldban tigy miikodnek, hogy nullhipotézisiik egyenlGséget feltételez. Ha
egy atlagot egy szdmhoz viszonyitunk, vagy két atlagot egymashoz, akkor abban
vagyunk a legbiztosabbak, hogy a koztiik 1évé kiilonbség akkor nulla, ha a kettd
egyenlé egymaéssal. Tehét a nullhipotézis a kovetkez6 formaban irhat6 fel:

H,: X=a vagy X - a = 0 (ahol a egy valés vagy egy egész szdm)

vagy
H: X=pvagy X —pu = 0.

Példaul a Kolmogorov-Szmirnov-préba azt teszteli, hogy egy valészintiségi
valtozénak az eloszldsa megegyezik-e az éltalunk feltételezett eloszldssal. Ennek
a probanak a nullhipotézise azt jelenti ki, hogy a minta eloszlasa egyezik az el-
méleti eloszlassal.

A nullhipotézis ismeretében megfogalmazzuk az alternativ hipotézist, ame-
lyet H, vagy H, formédban jeléliink. A tagadast tobbféle médon fogalmazhatjuk
meg. Ha a H; egyenléséget feltételez, akkor ezt harom médon tagadhatjuk: nem
egyenld, kisebb vagy nagyobb.

H,: X#a vagy X <a vagy X > a (ahol a egy valds vagy egy egész szam)

vagy
H,: X#u vagy X <u vagy X > u

Ha a tagadast a nem egyenld feltételhez kotjik, akkor kétoldali tesztet vég-
ziink, ugyanis az eltérés lehet pozitiv vagy negativ (az atlag nagyobb vagy kisebb
az a-hoz vagy a u-h6z viszonyitva). Ha a kisebb vagy a nagyobb feltételt valasztjuk
alternativaként a H hipotézisre, akkor egyoldali tesztet végziink.
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A statisztikai prébat el6re megszabott szignifikanciaszint (a) mellett végez-
ziik. Az R altal adott eredmény a kovetkezbket tartalmazza: a prébaban tesztelt
parameéter (probastatisztika) értékét, szabadsédgfokainak a szamét és a paraméter-
hez tartozo6 val6szintiségi értéket (p-értéket). A dontést a p-érték alapjan hozzuk
meg, amit az a értékhez viszonyitunk. Ha p < a, akkor elvetjiik a H  hipotézist,
ha p > a, akkor megtartjuk a H  hipotézist. Az a szint azt jelenti, hogy ha H
igaz, akkor szdz mintavételb6l 100a alkalommal kapnéank olyan eredményt, ami
alapjan elvetjiikk a H-t. A tudomanyos vildgban az a = 0.05 értéket fogadjak el
mint kritikus szintet. Ez azt jelenti, hogy ha H igaz, akkor nagy valészintiséggel
100 esetbdl 95-sz6r hoznank helyes dontést, és csupan 5 alkalommal dontenénk
ugy, hogy elvetjiik a H -t. Tehat ha a statisztikai préba alapjan (p > ) gy don-
tiink, hogy megtartjuk a H hipotézist, akkor 5% a valészintisége annak, hogy
tévedtiink.

Indokolt esetben, ha a p-érték szignifikins eltérést jelzett, akkor a hatés-
nagysagot (ES — effect size) is megadjuk. A hatasnagysag kiegésziti a p-értéket
azzal, hogy megmutatja az eltérés nagysagat. Ennek azért van jelentésége, mert
nagy mintaelemszdmnal a p-érték a kis hatdsnagysag mellett is szignifikéns
eltérést mutathat. Ennek az esetnek egy klasszikus példaja az aszpirin haté-
konysédgénak vizsgalata a szivinfarktus megel6zésében (Bartolucci et al., 2011).
Ot éven at vizsgaltak 22 000 alanyon az aszpirin hatasat, és megallapitottak egy
szignifikans eltérést a teszt- és a kontrollcsoport koézott (p < 0.00001). Erre a
tanulmanyra alapozva széles korben kezdték alkalmazni az aszpirint sziv- és
érrendszeri betegeknél a szivinfarktus megel6zésére. A szerzék nem tértek ki
a hatdsnagysédgra, ami utélag kiszdmolva 0.77% kockazati kiilonbséget adott a
két csoport kozott, ami egy roppant kis érték. Azota tobb kutatds ennél kisebb
hatasnagysédgot kapott eredménynek, ezért id6vel elvetették ezt a megel6zési
moédszert (Sullivan és Feinn, 2012).

Hatdsnagysag

A hatasnagysag értelmezése a probak figgvényében valtozik, igy a megfelel6
helyen részletesebben kitériink ra. A leggyakoribb esetekben a Jacob Cohen és
Larry V. Hedges 4ltal javasolt képleteket hasznaljuk (Cohen, 1988; Hedges, 1981).
Cohen egy értékskalét javasolt a hatdsnagysagnak (4.1. tdblazat).

4.1. tablazat. A hatdsnagysag kiértékelése Jacob Cohen szerint

. . . . Stirtségfiggvény Nem atfedett
Hatasnagysag Relativ nagysag alatti teritlet rész (%)
0 Jelentéktelen 50 0
0.2 Kicsi 58 15

0.5 Kozepes 69 33
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Hatasnagysag Relativ nagysag Su;ﬁst(zlg{grgfl‘; (iny Nerréls it[fte;gett
0.8 79 47
1.0 Nagy 84 55
1.5 93 71
2.0 Oriasi 97 81

Nulla hatasnagysagnal a masodik minta 4tlaga egybeesik az els6 minta atlaga-
val, vagyis az els6 minta stiriségfiiggvénye alatti tertiletet 50—50%-ra osztja. A két
minta eloszlasai teljesen fedik egymést. Ha a hatasnagység 0.8, akkor a masodik
minta 4tlaga az elsé minta stirtiségfiiggvénye alatti teriiletet 79% —21%-ra osztja,
a két eloszlas 47%-ban nem fed at egymassal.

A Cohen-féle d-t akkor hasznaljuk, ha n, + n, > 20, amelynek képlete:

X, — X,

\/(n1 - 1)512 + (n, — 1)522

ny +n,

d:

A Hedges-féle g értékkel (han, + n, < 20) egy korrekciét végziink d-re, amely
egy szorzotényezd, és értéke annal jelentéktelenebb, minél nagyobb az n, + n,
(han, + n, — oo, akkor g — 1):

9=d'<1‘4-(nl+3m>-

Abban az esetben, ha a két minta sz6résa szignifikdnsan eltér egyméstél, vagy
a kontroll és a teszt csoportra kapott szorasok nagyon eltéréek, akkor a Glass-féle
deltat hasznaljuk. Glass azt ajanlotta, hogy a péarositott mintak esetén a kontroll
szérasat hasznajuk:
¥ — X

Skontroll

Természettudoményos kutatdsokban é4ltalaban fiiggetlen mintdkat hason-
litunk 6ssze, ezért Klein és Dabney (2013) azt javasolta, hogy ilyen esetben két
hatdsnagysagot szdmoljunk, kiilén-kiilon a két szérasra.

R-ben tobb csomag lehetdséget ad a hatdsnagysag kiszamitésara (effsize, ef-
fectsize, Ist), ezek koziil a legatfogobb az {effectsize} csomag. Ebben a csomagban
a 4.2 tablazatban feltiintetett parancsok taldlhatok.
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4.2. tablazat. A mintaelemszdm meghatdrozdsa a statisztikai prébak mutatéi
alapjan

Parancs Csoportszam Részletek

{effectsize} csomag

egy mintara vagy egymas- X (num), y (nominal), pooled sd = T,
cohens d, 51 fiteod i 1 _ ired = F al s T
hedges_d to ggo vagy uggetlen mu = 0, paired = E a terpatlve = c("two.
- két mintara (4tlagok) sided", "less", "greater"), ci = 0.95

egymastdl fiiggh vagy fiig-
getlen két csoportra (nagy
kiillonbségek a szérasok

X (num), y (nominal), mu = 0, paired
= F alternative = ¢("two.sided", "less",
"greater"), ci = 0.95

glass_delta

kozott)
. .. . ANOVA modell, partial = E ci = 0.95,
cohens_f tobb csoport (4tlagok) altenative = "two.sided"
eta_squared” tobb csoport (4tlagok) ANOVA modell, partial = F, ci = 0.95,

altenative = "two.sided"

* Az f és az eta-négyzet mutaték az ANOVA prébandl keriilnek bemutatéasra.

A dontéshozds hibai

A 4.3. tablazat tartalmazza a dontéshozas hibainak a val6szintiségeit. Ha
elvetjitk a H -t, noha az igaz, akkor elséfajii hibat kévetiink el, aminek értéke a.
Az a értékét tetszélegesen hatarozzuk meg, igy az els6faja hiba elkovetésének
val6szintisége ismert. Ha megtartjuk a H, hipotézist, noha az hamis allitas, akkor
masodfaja hibat kovetiink el, aminek val6szintisége p. Ha egy tényez6 hatasat vizs-
galjuk egy populaciora, akkor g hibat abban az esetben kovetiink el, ha a tényez6
val6ban hat a populaciéra, de mi azt a dontést hozzuk, hogy nem hat. Ilyenkor a
kutatasnak nem volt elég statisztikai ereje ahhoz, hogy kimutassa a hatast a popu-
laciéra. Természettudoményos kutatdsokban altaldban -t nem ismerjiik, viszont
ha a-t rogzitjiik, a f nagysaga két tényez6t6l fog fliggeni: a minta elemszamatél és
a nullhipotézist6l valo eltérés mértékétsl. Ha elézetesen eldontjitk, hogy mekkora
legyen a legkisebb eltérés a nullhipotézistél, amit szakmailag mar valés eltérésnek
tartunk, akkor kiszamolhaté a mintanak egy olyan elemszama, amely biztositja,
hogy az a és § ne haladja meg a kivant hibakorlatot. A problémat masként is fel-
vethetjiik: ha rogzitjitkk a-t, a minta elemszamat és a legkisebb lényeges eltérést a
nullhipotézistél, akkor kiszamolhatjuk g-t, illetve az 1-f-t (a proba erejét).

Példaul a korhazi laboratériumi tesztek esetében lehet tudni a S-t, mivel
el6zetes vizsgalatokkal megallapithat6 az, hogy a teszt milyen hatékonysaggal
mutatja ki a betegség jelenlétét (H, azt feltételezi, hogy az ember egészséges, tehat
azt az esetet vizsgaljdk, amikor H hamis). Ha a teszt ereje (1-8) nagyobb 80%-n4l,
(a betegek legalabb 80%-at betegnek nyilvénitja) akkor altaldban hatékonynak
mindsitik a tesztet (Hintze, 2008; Serdar et al., 2021). Minél nagyobb a statisztikai
préba ereje, annél kisebb az esélye annak, hogy masodfaja hibat kovetiink el.
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4.3. tablazat. A minta alapjan hozott dontés lehetséges hibdi
A valésédg
:5 H,igaz H,hamis
0w o ) Helyes déntés Masodfaji hiba
pee= H,-t elfogadjuk
5 1-a B
A g e 1t L
E Els6faja hiba Helyes dontés
H, -t elvetjiik
@ a 1-B

A 4.1. dbran lathat6 a nullhipotézis eloszlasa nulla kozépértékkel, amelyre
részben ratevddik az alternativ hipotézis gorbéje (aminek a pontos helyét nem
tudjuk). A nullhipotézis eloszldsa megmutatja az 6sszes lehetséges eredményt,
amit akkor kapnénk, ha a H igaz lenne. Barmely X-u értékre, amely a gérbéhez
tartozik, azt a helyes déntést hozzuk meg, hogy megtartjuk a H, hipotézist. Az
alternativ hipotézis eloszldsa megmutatja az 6sszes lehetséges eredményt, amit
akkor kapnank, ha a H hamis lenne. Barmely X-u értékre, amely a gérbéhez tar-
tozik, a helyes kovetkeztetés az, hogy elvetjitk a H hipotézist. Az a és a 8 fiiggnek
egymastol, csak az egyik rovasara novelhetjiik meg a masikat (a 4.1. abrén lathaté
fugg6legest elmozditva az egyik nd, a mésik csokken). Ertéket adva az a-nak, in-
direkt médon hatunk p-ra is.

A két gorbének van egy metszete, ahol adott X-u érték mind a két gorbéhez
tartozik. Ezekre az X—u értékekre nem tudjuk megmondani, melyik dontés helyes. Itt
kap értelmet az a szignifikanciaszint meghatarozasa. Alacsony értéket adva a-nak,
lecsokkentjiik az els6faja hiba elkovetését, de megnoveljiitk a méasodfaja hiba le-
hetéségét. Ha megnoveljitk egy proba erejét, megné az a is, ekkor lecsokkentjitk
a mésodfaju hiba elkovetésének val6szintiségét, de megnoveljiik az els6faja hiba
elkovetésének valoszintiségét.

L4 ~
’ A
’ \
0.3 Hy eloszlasa ) ‘. Hj eloszlasa
-f? X=p / ‘\oX=l
3 4
= 1-a 4 11— B Y
N 0.2 1 (0.95) ‘ \
w a \
= . X
o
> ‘ .
0.1 4 ,’ \\
0 L) T T -l_' T T T Ll T -
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X-u

4.1. dbra. A H és H, hipotézisek eloszldsa és egymdashoz vald viszonyuldsa
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Statisztikai szempontbdl az els6faju hiba elkévetése siilyosabb, mint a méa-
sodfajd hiba elkovetése. A természettudomany tertiletén, a témanak megfelelen
barmelyik hiba els6bbséget kaphat. Az els6faju hiba elkovetése azt jelenti, hogy
tévesen elutasitjuk a nullhipotézist. A nullhipotézis elvetése akkor, amikor a valé-
sdgban az igaz, olyan kovetkezményekkel jarhat, mint példaul természetvédelmi,
szennyezésmentesitési, egyéb beavatkozasi tevékenységek kezdeményezése, ame-
lyek teljes mértékben sziikségtelenek. A masodfajua hiba elkovetésekor fenntartjuk
azt az allitdsunkat, hogy a vizsgalt tényezdének nincs semmilyen hatasa a vizsgalt
teriiletre, kozosségre, pedig a valésédgban van. Ebben az esetben sziikség lenne a
beavatkozésra, de erre nem kertil sor.

Belathatjuk, hogy a préba szignifikanciaszintje és az ereje, a hatdsnagysag és
a minta elemszama 6sszefliggd tényezbk. Ezek kozil barmelyik kiszdmolhat6 a
tobbinek az ismeretében.

Mintdk elemszamdnak a meghatdrozdsa

Kutatastervezésnél kulcsfontossagi a minta elemszaménak a meghatarozasa.
Ilyenkor elére leszogezziik a hatasnagységot és a préba erejét. R-ben létezik egy
{pwr} csomag, amit kizarélag ezeknek a tényez6knek a kiszamitasara dolgoztak ki,
kalonféle statisztikai prébak esetén (4.4. tablazat). Ezeket a probékat a kovetkezd
alfejezetekben részletesen is targyaljuk.

4.4. tablazat. A mintaelemszam meghatdrozdsa a statisztikai prébdk mutatéi
alapjan

Parancs Csoportszam Részletek

{pwr} csomag

d” = Cohen-féle d, n = elemszam,
egymastol fuggs vagy sig.level = 0.05, power = 1-4,

pwr.t.test faggetlen két csoportra, type = c¢("two.sample", "one.

ill. egy csoportra (atlagok) sample", "paired"), alternative =

non

c("two.sided", "less", "greater")

d = Cohen-féle d, n1, n2 = elemszamok,
sig.level = 0.05, power = 1-p, alternative

= ¢("two.sided", "less", "greater")

egymastol figgetlen két

pwr.tZn.test csoportra (atlagok)

f* = Cohen-féle f, k = csoportok
pwr.anova.test tobb csoport (atlagok) szama, n = elemszdm csoportonként,
sig.level = 0.05, power = 1-8

h" = ES, n = elemszam, sig.level
= 0.05, power = 1-p, alternative

= ¢("two.sided", "less", "greater")

két csoport, ardnyokra

pwr.2p.test (azonos n)

*d, f, h — hatdsnagysag méréi
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Példaul ha két, ill. hdrom tertileten végziink felmérést, szeretnénk egy valtozo
atlagértékeinek az egyenl@ségét tesztelni tgy, hogy o = 0.05 és 1- = 0.8 mellett
biztonsagosan kimutassunk egy kozepes hatdsnagysagot (legyen ez az érték 0.5).
Ebben az esetben a mintak sziikséges elemszama:

library (pwr)

#Két flggetlen minta esetén

pwr.t.test(d = 0.5, power = 0.8)
Two-sample t test power calculation

n = 63.766
d = 0.5
sig.level = 0.05
power = 0.8
alternative = two.sided

NOTE: n is number in *each* group

#Harom egymdstdl fliggetlen minta esetén
pwr.anova.test(k =3, £ = 0.5, power = 0.8)
Balanced one-way analysis of variance power calculation

k =3
n = 13.895
£f =20.5

0.05
power = 0.8

sig.level
NOTE: n is number in each group

Ilyen feltételek mellett kettd, illetve harom csoport esetén legalabb 64, illetve
14 elemet kell begytjteni teriiletenként, a véletlen mintavétel modszerével.

A hipotézisvizsgalat lépései

A konnyt kovethetéség érdekében a hipotézisvizsgalat elvégzésekor ajanlott
betartani a kovetkezé 1épéseket:

— a hipotézis megfogalmazasa;

- a szignifikanciaszint meghatdrozésa (4ltalaban @ = 0.05);

— a teszt tipusénak eldontése: egyoldali, kétoldali;

— a prébafiiggvény kivalasztasa;

— a teszt alkalmazhat6sagi feltételeinek ellenérzése;

— a hipotézis tesztelése;

— dontéshozas.
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4.1. Parametrikus és nem parametrikus statisztikai

probak

A statisztikai prébakkal populédcidkat hasonlithatunk 6ssze, valtozok kozti
Osszefiiggést mutathatunk ki, vagy regresszidanalizist végezhetiink. Az utébbival
kimutathat6, hogy egy vagy tobb faggetlen valtozé hatést gyakorol-e egy fiigg
valtozora. A statisztikai prébak kétfélék lehetnek: parametrikusak és nem para-
metrikusak. A parametrikus tesztek normalis eloszlast feltételeznek a mintara vagy
mintékra, a nem parametrikus tesztek alkalmazéasa viszont nem kotott a normalis
eloszlashoz. A parametrikus teszteket hatékonyabbaknak tartjak egy 1étez6 hatas
kimutatdsara, mint a nem parametrikus teszteket.

A parametrikus tesztek hasznalata a kovetkez6 feltételekhez kotott:

— a minta elemszdma elég nagy ahhoz, hogy reprezentativ legyen a popula-

ciéra nézve, amibdl szarmazik;

—a populacié, amibél a minta szdrmazik, normalis eloszlast legyen;

— csoportok 6sszehasonlitasakor a csoportok variancidi megkozelitéen azo-

nosak legyenek.

A populécidk 6sszehasonlitasara tobbféle probat lehet hasznalni, a leggyak-
rabban hasznéltak listaja a 4.5. tdblazatban lathaté. A t-tesztek a Student-féle
t-paraméterrel dolgoznak, innen kaptak a neviiket. A kétmintas t-teszt és a Welch-
teszt abban kiillonbozik egymastol, hogy az els6 egyenlé variancidkat feltételez,
a masodik viszont nem. Az ANOVA (ANalysis Of VAariances) varianciaanalizist
jelent. A préba a csoportok variancidjat viszonyitja az 6sszevont adatsorok vari-
anciajahoz, amely arany F-eloszlast kovet, igy a szamitott paraméter az F, Ronald
Fisher neve utan, aki az ANOVA prébat kidolgozta.

Az ANOVA egyenlé variancidkat feltételez a csoportokra, a Welch-ANOVA a
nem egyenld variancidkra alkalmazhaté. A Mann-Whitney—Wilcoxon-teszt és
a Kruskal-Wallis-teszt nem parametrikus tesztek, amelyek medianokat hasonli-
tanak 6ssze, és nem irnak el6 semmilyen eléfeltételt.

4.5. tablazat. Statisztikai probdak populacick dsszehasonlitdsara egy vagy tébb
csoport alapjan

Préba Tipus Osszehasonlitas Csoportok szama
Egymintds t-teszt parametrikus atlag egy értékkel 1
Kétmintas t-teszt parametrikus két atlag 2

Welch-teszt (d-teszt) parametrikus két atlag 2
Whitngfle—n\l/\l;ilcoxon- nem parametrikus medf{; ffg d?gtnékkel ;

teszt (U-teszt)
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Egyszempontu

ANOVA parametrikus atlagok 3+
Welch-ANOVA parametrikus atlagok 3+
Faktorialis ANOVA parametrikus atlagok 2 vagy tobb faktor
Kruskal-Wallis nem parametrikus medidnok 3+
TI onckheert}a— nem parametrikus medidnok 3+
erpstra-préba
Friedman-préba nem parametrikus medidnok 3+
Welch-Johansen nem parametrikus medidnok 2 vagy tobb faktor

A ketténél tobb csoportot 6sszehasonlité teszteknél egy szignifikans kiillonbsé-
get adé eredmény azt jelenti, hogy legalabb két csoport 4tlaga vagy medidnja eltér
egymastol, ezért megkoveteli egy tin. post-hoc teszt elvégzését, ami arra hivatott,
hogy megmutassa a paronkénti szignifikans kiillonbségeket a csoportatlagokban vagy
-medidnokban. A post-hoc latin eredeti kifejezés azt jelenti, hogy ez utdn. A post-hoc
teszt elvégzése elengedhetetlen az el6bb emlitett esetben, és nem helyettesithet6 a
paronkénti t-teszt elvégzésével. Ennek oka az, hogy a post-hoc tesztek ellenérzés
alatt tartjak az a hibaértéket a végrehajtott miiveletek szamatél fiiggéen tgy, hogy a
teljes miveletsorra vonatkozé a értéke 0.05 (vagy az altalunk megadott érték) legyen.
Ezzel szemben a paronként elvégzett t-teszt mindegyikének az a értéke 0.05, igy meg-
novekszik az 6sszhiba, és fennall a veszélye annak, hogy els6faja hibat kovetiink el.

A valtozok kozti 6sszefiiggések kimutatasara a 4.6. tablazatban felsorolt pro-
bak allnak rendelkezéstinkre. A Pearson- és a Spearman-préba két véaltozoé kozotti
Osszefiiggést tesztel. A Pearson-préba folytonos, normaélis eloszlast véltozokra
alkalmazhat6, a Spearman-préba viszont egy nem parametrikus teszt, ami nem
tamaszt feltételeket a valtozok eloszlasaval kapcsolatban.

4.6. tablazat. Statisztikai prébdk a valtozdék kozti dsszefiiggések kimutatdsdra

Préba Tipus Valtozok tipusa

Pearson parametrikus aranyskalaja és intervallumskalaja
Spearman nem parametrikus aranyskalaja, intervallumskalaja és ordinalis
Khi-négyzet nem parametrikus ordinalis és nomindlis

Kendall-féle tau ~ nem parametrikus ardnyskalajd, intervallumskalaja és ordinalis

Somers-féle delta nem parametrikus ordinélis

A Pearson-préba linearis osszefiiggést feltételez a két folytonos valtozé ko-
zOtt. A szignifikanciaszint megallapitasanél egy normalis eloszlassorozatot képez,
és megvizsgalja, hogy az eloszlasok kozti eltérések Gsszege nagyobb, mint amit
a véletlennek tulajdonitanank. A Spearman-préba rangokat tarsit az értékekhez,
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és vizsgéalja, hogy létezik-e egy monoton novekedés vagy csokkenés, majd a szig-
nifikanciat egy parametrikus teszttel allapitja meg. A Pearson-korrelaciévizsgalat
eredménye kevésbé van alavetve az els6- és masodfaja hibanak, mint a Spearman-
préba. A Kendall-féle tau a Pearson-féle korrelacié nem parametrikus verzidjaként
hasznalhat6, de ordinalis véaltozdkra is megbizhatéan mikodik. A Somers-féle delta
egymassal 6sszefiiggd ordinélis valtozokra hasznalhaté.

A x*-proba a fiiggetlenség tesztelésére két ordinalis vagy két nominalis véltozé
kozotti 0sszefiiggést tesztel. A proba szignifikans eredménye azt jelenti, hogy a két
valtoz6 fliggetlen egyméstol. A x?-paraméter értékét a két véltozo értékeibdl sza-
molja ki, majd a x*-eloszlas és a szabadségfokok alapjan megallapithaté a p-érték.

Az ok-okozati kapcsolat vizsgalatara regresszidanalizis végezhetd. A 1ényege
az, hogy egy vagy tobb egymastdl fiiggetlen magyarézé valtozé alapjan modellt
lehet késziteni egy fliggd valtozo értékeinek josolasara. A regresszidanalizis tipu-
sainak targyaldséra a 9. fejezetben keril sor.

4.2. Adatsor normalis eloszlasanak megallapitasa

A parametrikus prébédk alkalmazasanak feltétele az, hogy a minta normalis elosz-
last kell hogy legyen. Egy adatsor normalis eloszlasat vizualisan lehet ellendrizni, ill.
statisztikus probakkal tesztelhets. A vizudlis ellenérzés haromféle médon torténhet:
grafikusan (hisztogramon és egy Q-QQ 4bra kiértékelésével), a normalitds mutatéinak
kiértékelésével (ferdeség és csticsossag) és statisztikai probak segitségével.

Grafikus vizsgdlat

A hisztogram haranghoz kozelitd alakja jelzi a normalis eloszlast, a Q-Q abranak
alényege az, hogy a vizszintes tengelyen a normélis eloszldsnak megfelel$ kvantili-
seket tartalmazza, a fiigg6leges tengelyen pedig a minta értékeit. Normalis eloszlast
adatsor esetén a pontok egy egyenes mentén helyezkednek el. Minél tébb pont tér
el az egyenestdl, annal kevésbé felel meg a minta eloszlasa a normaélis eloszlasnak.

Az R adatbazisdban levé iris adattdblaban szerepelé harom ndsziromfaj csé-
szelevélhosszanak az eloszlasat lathatjuk a 4.2. dbréan.

A 4.2, abra R-kédja:

par (mfrow=c(1,2))

hist(iris$Sepal.Length, col = "grey90", main = "")

ggnorm(iris$Sepal.Length, pch = 21, main = "")

qgline (iris$Sepal.Length, col = "blue", 1lwd = 2)

A vizualis vizsgalat szerint a csészelevelek hossza megfelel a normalis el-
oszlasnak.
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4.2. abra. A normdlis eloszlds vizudlis ellendrzése

Ferdeség és csticsossdg

A ferdeség (skewness) és a csticsossag (kurtosis) két olyan mutaté, amelyek az
eloszlas alakjardl nytjtanak informaciot. A ferdeség az eloszlas aszimmetriajat méri.
Ha értéke negativ, akkor az eloszlas bal oldali ferdeséget mutat, ha értéke pozitiv, akkor
jobb oldali ferdeség 4ll fenn. A csticsosség azt méri, hogy az eloszlas lapultabb vagy
csticsosabb-e, mint a normalis eloszl4s. Ha a csticsossag 3-nél kisebb szdm, akkor az
eloszlas lapultabb, mint a normalis eloszlas, azaz kevesebb kiugré és extrém értéket
jelez, mint a normalis eloszlas. Ellenkezé esetben az eloszlas csticsos, és sokkal t6bb
kiugré és extrém értéket jelez, mint a normalis eloszlas. Amennyiben a ferdeség értéke
nulla és a csticsossag értéke 3, az eloszlas egybeesik a normalis eloszlassal.

Normalitast teszteld préba

A normélis eloszlast tesztel probak nullhipotézise azt 4llitja, hogy a tesztelt
adatsor eloszlasa egyezik a normalis eloszldssal. A leggyakrabban hasznélt prébak
a Shapiro-Wilk-préba és a Kolmogorov-Smirnov-préba. A Shapiro—Wilk-préba a
minta értékei és a normaélis eloszlas altal elvart értékek kozotti korrelaciot teszte-
li, a Kolmogorov—Smirnov-préba pedig az elméleti kumulativ eloszlasfiiggvényt
hasonlitja 6ssze a minta empirikus kumulativ eloszlasfiiggvényével. A Shapiro-
Wilk-prébat féleg kis mintaelemszdm mellett hasznéljak (n < 50), a Kolmogo-
rov-Smirnov-prébét pedig a nagy mintaelemszamok esetében (n > 50). Az utébbi
proba érzékeny az extrém értékekre, viszont a Lilliefors-korrekcio beépitésével ezt
az érzékenységet korrigaltak (Gashemi és Zahediasl, 2012).

A Jarque-Bera-proba azt a hipotézist teszteli, hogy a minta eloszlasanak a cst-
csosséga és ferdesége megegyezik-e a normalis eloszlésra jellemzd értékekkel. A préba
egy x*-eloszlast kovetd prébastatisztkat szamol ki, aminek két szabadségfoka van:

n S2+ (K —3)2

JB=g—74
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ahol S a ferdeség, a K pedig a csticsossag értéke (Bowman és Shenton, 1975).
A kiilonbo6zé préobak megtaldlhaték az R alapcsomagjéban, illetve a {mo-
ments} csomagban (4.7. tablazat).

4.7. tablazat. A normdlis eloszlds tesztelésére alkalmas R-parancsok

Parancs Részletek Magyarazat

skewness(x) {moments}

kurtosis(x) {moments}

jarque.test(x) {moments}
shapiro.test(x)

ks.test(scale(x), "pnorm", alternative)

X adatsor df$Ca, df[,1]
scale(x) x adatsor standardizalt valtozata u =0, sd = 1
alternative "two-sided", "less", "greater" alapbél "two-sided"

#A csészelevelek eloszldsdnak tesztelése
library (moments)

skewness (iris$Sepal.Length)

[1] 0.3117531

kurtosis (iris$Sepal.Length)

[1] 2.426432

#Jarque-Bera-prdba
jarque.test(iris$Sepal.Length)
Jarque-Bera Normality Test
data: iris$Sepal.Length

JB = 4.4859, p-value = 0.1061
alternative hypothesis: greater

#Shapiro-wilk-prdba
shapiro.test(iris$Sepal.Length)
Shapiro-Wilk normality test
data: iris$Sepal.Length

W = 0.97609, p-value = 0.01018

#Kolmogorov-Smirnov-prdéba
ks.test(scale(iris$Sepal.Length), "pnorm")
One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: scale(iris$Sepal.Length)

D = 0.088654, p-value = 0.1891
alternative hypothesis: two-sided
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A ferdeség (0.312) és a csticsossag (2.43) kismértékben eltérnek a 0 és 3 érté-
kektdl. Ebbél az deriil ki, hogy az eloszlas enyhe jobb oldali ferdeséget mutat, és
kissé lapultabb, mint a normalis eloszlds. A normalitast tesztel6 probak szerint a
Shapiro-Wilk-préba kivételével az eloszlas nem tér el szignifikdnsan a normalis
eloszlastol.

Altalanosan elfogadott eljaras, hogy a minta eloszlasat vizuélisan teszteljiik.
Tsagris és Pandis (2021) szerint a normalitast tesztel§ probak kis elemszamnal
engedékenyebbek, mivel kicsi az erejiik, viszont nagy elemszdmnél a normalistél
kismértéki eltérések esetén is szignifikans eltérést adnak, raadasul a kiilonféle
prébak eltéré eredményeket adhatnak.

A centrdlis hatdreloszIas tétele

A centralis hatareloszlas tétele (CLT — Central Limit Theorem) megkonnyfiti
a statisztikai adatfeldolgozast, ha a mintavételt gy tervezzilk meg, hogy nagy
mintaelemszdmmal dolgozzunk. A tétel kimondja, hogy a nagy elemszamt mintak
atlagai normalis eloszlast kovetnek, fiiggetlentil a populacié eloszlasatél. Ilyen
esetben a parametrikus probdk megbizhat6an hasznélhat6k akkor is, ha a minta
eloszlasa nem normaélis.
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VALTOZOKRA

5.1. Az egymintas t-proba

Az egymintas t-préba arra alkalmas, hogy egy normaélis eloszlast minta
atlagértékét 6sszehasonlitsuk egy szammal, a populédcié varhat6 értékével ().
A szignifikanciat a t-paraméter segitségével allapitjuk meg, amelynek Student-féle
t-eloszlésa van. A préba alkalmazasanak feltételei:

— egyszerii véletlen mintavétel;

—normédlis eloszlast folytonos valtozo;

— a populaci6 varianciaja nem ismert, a minta variancidjéval becsiiljiikk meg;

—a minta elemszdmat a hatdsnagysag is meghatarozza, ha az utébbit elére

leszogezziik.

A t-préba nullhipotézise azt jelenti ki, hogy a mintaatlag egyenlé egy adott
szammal (a populacié varhaté értékével (n)). Az ellenhipotézis lehetséges esetei:
a mintadtlag nem egyenld / kisebb / nagyobb az illet§ szamnal.

A prébastatisztika (t-érték) a kovetkez6 kifejezéssel értelmezheté:

X—u
5

\Vn
A p a populécio6 kozépértéke (varhaté érték), az s a mintabél szdmolt szoras.
Az a ismeretében azt vizsgéljuk meg, hogy a szamitott t-érték az elfogadési vagy a
kritikus tartoméanyba esik a Student-féle eloszlasfiiggvényen df szabadsagfokkal.
Harom esettel allunk szemben, annak fiiggvényében, hogy bal oldali, jobb oldali
vagy kétoldali tesztet végziink (5.1. dbra).

t=

Kétoldali teszt

0.4

0.3

Valésziniség
0.2
1

0.1

0.0

-4 -226 0 226 4
t-értékek
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5.1. abra. A hdrom eset grafikus szemléltetése az alternativ hipotézis
megfogalmazdsa szerint a t-eloszldasfiiggvényen (df = 9), ha a = 0.05

A kétoldali teszt abrajanak R-kddja:

#A t-eloszldsfliggvény (df = 9), [-4,4]
par (family="serif") #Mindent TNR betltipussal ir az &brdra
curve (dt(x, df = 9), #Generdalunk egy t-eloszldst

x1lim = c(-4, 4), ylim = ¢(0,0.4),

main = "Kétoldali teszt", cex.main = 1,

yaxs = "i", font.lab = 2, cex.lab =1,

xlab = "t-értékek",
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ylab = "Valészinlség",
lwd = 2,
axes = "F") #Nem tilnteti fel a tengelyeket.
#A tengelyek Onkényes formdzdsa
axis (1,
at = c(-4, -2.26, 0, 2.26, 4),
padj = 0.5,
labels = c(-4, -2.26, 0, 2.26, 4))
axis (2)

#Elutasitdsi tartomdnyok kijeldlése poligonnal

polygon(x = c(2.26, seq(2.26, 4, 0.01), 4),

y = c¢(0, dt(seqg(2.26, 4, 0.01), df = 9), 0),
col = "darkblue")

polygon(x = c(-4, seq(-4,-2.26, 0.01), -2.26),
y = c¢(0, dt(seq(-4, -2.26, 0.01), df = 9), 0),
col = "darkblue")

text(-0.02,0.26, "T 0.95")

text(-3.4,0.045, "T 0.025")

text(3.4,0.045, "T = 0.025")

Ha a t-érték a kritikus tartomédnyba esik (kék teriilet), elvetjiik a H hipotézist
a szignifikanciaszint mellett. A kétoldali prébanal nagyobb kritikus t-értéknél
vetjiik el a H; hipotézist a jobb oldali prébahoz viszonyitva, és kisebb t-érték
mellett a bal oldali prébahoz viszonyitva. Valtozatlan a-érték mellett az egyoldali
prébaknél engedékenyebbek vagyunk a H hipotézis elvetésénél, mint a kétoldali
prébanal, mivel nagyobb valészintiséggel kovethetiink el elséfaju hibat. Ezért
egyoldali probaknal az a-értéket felére lehet csokkenteni, azaz 0.025-re tenni.
A t-préba R kédjanak részletei az 5.1. tablazatban lathatok.

5.1. tablazat. Az egymintds t-préba elvégzése R-ben

Parancs Részletek Magyaréazat

t.test(adatsor, mu, alternative, conf.level)
adatsor pl. a Ca valtoz6 a df adattablabol df$Ca, df[,1]

mu pl. mu = 59 a vart érték (u)
alternative "two.sided", "less", "greater" a kétoldali teszt alapbdl mtikodik
conf.level 0.95, 0.90 stb. Az 1-a-érték, alapbdl 0.95

Egy tejgyar mintat vesz a legyartott sorozatbol, a minta elemszama pedig 32.
Ellenérzik a tej zsirtartalmat, a mintaatlag 2.81%, a széras pedig 0.39%. Eltér-e
szignifikdnsan a minta atlagértéke a vart 3%-t61?
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H;:X=3%

H:X # 3%

Az a = 0.05, a préba kétoldali.

Az egymintas t-teszt feltétele, hogy a minta normalis eloszlast kovessen. Az
5.2. dbran lathat6 a minta eloszlésa és a Q-Q abra, ami megkozeliti a normaélis
eloszlast. R-ben elvégezhetjiik a Shapiro-Wilk-tesztet a normalitas ellenérzésére.

Tej zsirtartalma Q-Q ibra
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5.2. abra. A minta eloszldsanak vizsgalata

Az 5.2. abra kddja R-ben:

set.seed (1542) #A generdlt normdlis adatsor régzitése.
tej = rnorm(32, 2.77, 0.39)

#O0sszetett abra szerkesztése (két abra egymés mellé)
par (mfrow = c(1,2), family = "serif") #TNR betltipus
hist(tej, main = "Tej zsirtartalma", xlab = "Zsir (%)",
ylab = "Gyakorisag", font.lab = 2, cex.main = 1)
gqnorm(tej, xlab = "Elméleti kvantilisek",

ylab = "Empirikus kvantilisek",

main = "Q-Q abra", font.lab = 2, cex.main = 1)

gqline (tej, col = "darkblue", lwd = 2)

Kiszamoljuk a t-értéket:

_281-3
~ 039
V32
A kritikus t-érték (a = 0.05, df = 31): -2.04. Mivel a szamfitott t-érték kisebb
a kritikus t-értéknél, ¢ a kritikus tartomanyba esik, ezért elvetjitk a H, hipotézist.

=-2.76
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Tehat a minta alapjdn megallapithatd, hogy a 2.81%-o0s atlagérték nem a véletlen
ingadozas eredménye, hanem a tej mindsége gyengiilt.
A teszt elvégzése R-ben: legyen az adattabla d.

head(d) #az elsd hat sor
Zsir

.34

.63

.65

.74

.73

.74

o U w N
NN W NN

mean (d) #dtlag
[11 2.775
sd(d) #szdrds
[1] 0.413

#Normalis eloszlds tesztelése
shapiro.test (d$Zsir)

Shapiro-Wilk normality test

data: d$Zsir

W = 0.976, p-value = 0.6675

#A teszt p-értéke > 0.05,

#tehdt elfogadjuk a normdlis eloszldst.

#Az egymintds t-prdba
t.test(d$Zsir, mu = 3)
data: tej$zZsir
t = -3.0774, df = 31, p-value = 0.004342
alternative hypothesis: true mean is not equal to 3
95 percent confidence interval:
2.626402 2.924223
sample estimates:
mean of x
2.775313

A t-préba szerint a p-érték = 0.008 < 0.05. Ez alapjan elvetjitk a H_ hipotézist,
tehat a minta azt jelzi, hogy a tej minésége nem felel meg az elvarasnak. Mivel
kétoldali tesztet végeztiink, nem volt sziikség az alternative utasitas megvéaltoz-
tataséra. Az R az eredményben megadja a t-értéket, a konfidenciaintervallumot a
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valtozora, és jelzi a teszt tipusat azéltal, hogy kiirja az alternativ hipotézist. Ebben
az esetben a nem egyenld szerepel (tehat a teszt kétoldali).

A szignifikans proba megkoveteli a hatdsnagysig megallapitasat. Az egymin-
tas t-probéra alkalmas a Cohen-féle d kiszdmitasa. Cohen a kovetkezé kiértékelést
javasolta d-nél a kicsi, kozepes és nagy hatdsnagyséagra: 0.2-0.3, 0.5 és 0.8. A d tu-
lajdonképpen azt mutatja meg, hogy az atlag és a vart érték killonbsége hanyad
része a szorasnak.

A tejmintakra a d értéke 0.54, tehat kozepes méretd eltérésrél beszéliink,
igy helyes dontésnek latszik a H hipotézis elvetése. R-ben a Cohen-féle d-t az
{effectsize} csomag segitségével szamolhatjuk ki.

library (effectsize)
cohens_d(tej$Zsir, mu = 3)
Cohen’s d | 95% CI

-0.54 | [-0.93, -0.17]

5.2. Nem parametrikus probak a vart érték
és a median osszehasonlitasara

5.2.1. Eldjelpréba

Az elGjelpréba azt teszteli, hogy a minta medidnja egyenlé-e egy feltételezett
medidnnal. Ezt Ggy val6sitja meg, hogy meghatdrozza azoknak a mintaelemeknek a
szdmat, amelyek értékei nagyobbak a feltételezett mediannal (N*), majd a kritikus
tartoményt egy olyan binomialis eloszldson hatarozza meg, amelyre n a minta
elemszamanak az a része, ami nem egyenld a feltételezett mediannal, a siker
val6szintisége pedig 0.5.

A 2000-es évek elején Kelet-Eurépa orszagaiban felmérték a kolté goélya-
pérok populacioéjat (BirdLife International, 2015). Roménidban a becsiilt szdm
2.3/100 km?. Kulonbozik-e szignifikdnsan a roméniai populaciéstrtiség a kelet-
eurdpai orszagok kozépértékétél? Az orszdgok adatai az 5.2. tablazatban lathatok.
Az adatok nem normadlis eloszlastak, Lengyelorszag, Bosznia-Hercegovina és Al-
bania extrém kiugro értékekkel szerepelnek. Ilyen esetben egy nem parametrikus
probat kell alkalmazni.
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5.2. tablazat. Kelet-Eurdpa orszagaiban kélté gélyaparok populdciosiiriisége

Orszag Bulgaria Moldova Szerbia  Szlovénia Horvatorsz.
Kolt6parok /100 km? 4.6 1.5 1.5 1.1 2.1
ElGjel + - - - -
Orszag Bosznia-HG  Albédnia Lengyelorsz. Ukrajna  Gorogorsz.
Kolt6parok /100 km? 0.1 0.03 16.9 4.9 1.5
ElGjel - - + + -

Az elGjelpréba nullhipotézise: a minta medianja = elméleti median = 2.3.
Eléjeleket tarsitunk az orszédgokhoz, alapul véve az elméleti mediant (2.3). Az N*
értéke 3, az N~ értéke pedig 7. A 10 orszdgbdl 10-nél az érték nem volt egyenld a
medidnnal, tehat a binomialis eloszlas n-értéke 10, p = 0.5. Az el6jelprobét R-ben
abinom. test () paranccsal végezhetiik el (5.3. tdblazat).

5.3. tablazat. A binomidlis teszt értelmezése R-ben

Parancs Részletek Magyarazat

binom.test(x, n, p = 0.5, alternative, conf.level)

X N* vagy c(N*, N) a sikerek, vagy sikerek és kudarcok szdma
n max. minta elemszdma a medidnnal nem egyenlé értékek dsszege
alternative  "two.sided", "less", "greater"  alapbdl kétoldali préba

conf.level 0.95, 0.90, 0.99 stb. az (1-a)-érték, alapbol 0.95

binom.test(3,10)

Exact binomial test

data: 3 and 10

number of successes = 3, number of trials = 10, p-value = 0.3438

alternative hypothesis: true probability of success is not
equal to 0.5

95 percent confidence interval:
0.06673951 0.65245285

sample estimates:

probability of success: 0.3

A binomialis teszt alapjan, p = 0.3438 > 0.05, megtartjuk a HO hipotézist,
tehat a 2.3/100 km?-es érték nem tér el a kelet-eurépai medianértéktol.

5.2.2. Wilcoxon-féle eldjeles rangpréba

A prébét Frank Wilcoxon amerikai vegyész dolgozta ki 1945-ben. Az el6jelpro-
bahoz hasonléan a Wilcoxon-préba azt teszteli, hogy a minta medianja egyenlé-e
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egy feltételezett medidnnal. A prébastatisztika (V) értékét egy kritikus értékhez ha-
sonlitjuk, adott szignifikanciaszint mellett. A W két érték (V* és V-) koziil a kisebb.
A két statisztikai mutatét tgy kapjuk meg, hogy kiszdmoljuk az adatok eltérését
a feltételezett mediantol, a killonbségek abszolut értékeit rangsoroljuk, majd 6sz-
szeadjuk a mediantol kisebb, illetve nagyobb eltérések rangjait. A két érték koziil
a kisebbet vélasztjuk probastatisztikdnak. Ha a V' > 20, akkor a kritikus értéket
egy normaél eloszlas alapjan allapitjuk meg, amelynek a kozépértéke és a szérasa:

_nn+1)

_ [nn+1D(@2n+1)
2 gso= |——— —

Ha valamely érték egyenld a feltételezett mediannal, akkor azt kihagyjuk a
sorbdl, igy csokken az elemszam. Egyenld eltérést adé értékeket kapcsolt értékek-
nek (ties) nevezziik, és mindegyikiik a rajuk es6 rangok atlagét kapja (pl. haa 7.
és 8. rangra azonos eltérés jut, akkor mindkét eltérés 7.5-6s rangot kap). Kapcsolt
értékekre mdédosul a normalis eloszléas szorasa:

_ [nn+1D@2n+1) X2 -Xt
- 24 48

ahol t a kapcsolt értékeknek a rangjai.

Annak ellenére, hogy a Wilcoxon-préba nem parametrikus, alkalmazasa bi-
zonyos feltételekhez kotott:

— az adatok eltérései a feltételezett mediantdl folytonos skdlan mozognak;

— a minta eloszlasa szimmetrikus;

— a megfigyelések/mérések egymastol fiiggetlenek;

— az adatsor legalabb ordinalis skalaja.

A Wilkoxon-prébahoz az 5.2. tdblazat adatai tovabbi adatokkal béviilnek (5.4.
tablazat). A median értéke 2.3 (a Romaniara k6zolt adat). A tablazatbdl kitiinik,
hogy a Moldovara, Szerbiara és Gorogorszagra kapott eltérések azonosak, tehat
ezek kapcsolt értékek. Mind a hdrom orszag rangja 3, a 2, 3, 4 helyett.

5.4. tablazat. Kelet-Eurépa orszdagaiban kélté golyaparok populdciostiriisége

Orszag Bulgaria  Moldova Szerbia  Szlovénia Horvatorsz.
Koltéparok /100 km? 4.6 1.5 1.5 1.1 2.1
Eltérés a mediantol 2.3 -0.8 -0.8 -1.2 -0.2
Rang (abszoltt értékekre) 8 3 3 5 1
Elsjel + - - - -
Orszag Bosznia-HG  Albania Lengyelorsz. Ukrajna  Gorogorsz.

Koltéparok /100 km? 0.1 0.03 16.9 4.9 1.5
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Orszég Bulgiria  Moldova Szerbia  Szlovénia Horvatorsz.
Eltérés a medidntol -2.2 -2.27 14.6 2.6 -0.8
Rang 6 7 10 9 3
Eléjel - - + + -

A pozitiv elGjeld adatokhoz tartozé rangok sszege: V* = 27, a negativ elGjeli
adatokhoz tartozoké pedig: V- = 28. A V-érték ebben az esetben 27.

Ha nincsenek kapcsolt értékek, R-ben a wilcox. test () parancsot hasznal-
juk. Kapcsolt értékek esetében a proba hibatizenetet ir ki. Ilyenkor az {exactRank-
Test} csomagban levl wilcox.exact () probat hasznéljuk, mint az el6bb emlitett
példaban is (5.5. tablazat).

5.5. tablazat. A Wilcoxon-préba értelmezése R-ben

Parancs Részletek Magyarazat

wilcox.test(x, mu, alternative, conf.level)
wilcox.exact(x, mu, alternative, conf.level) {exactRankTest}

X adatsor egy oszlop egy adattablabdl vagy egy vektor
mu feltételezett median

alternative "two.sided", "less", "greater"  alapbdl kétoldali préba

conf.level  0.95, 0.90, 0.99 stb. az (1-a)-érték, alapbol 0.95

A fészkel6 gblyaparokra teszteljiik, hogy a roméniai atlag (2.3/100 km?) eltér-e
szignifikansan a tobbi kelet-eurépai orszag kozépértékétsl. Ezt a Wilcoxon-pro-
baval végezziik el (@ = 0.05).

golya = c(4.6,1.5,1.5,1.5,1.1,2.1,0.1,0.03,16.9,4.9)
wilcox.test(golya, 2.3)
Wilcoxon signed rank test with continuity correction
data: golya
vV =27, p-value =1
alternative hypothesis: true location is not equal to 2.3
Warning message:

In wilcox.test.default(golya, mu = 2.3)

cannot compute exact p-value with ties

A teszt nem adott szignifikans eltérést (p = 1), viszont hibaiizenetet irt ki,
miszerint az adatsorban kapcsolt értékek vannak. Igy a helyzetnek megfelel
prébat végezziik el.

wilcox.exact (golya, 2.3)
Exact Wilcoxon signed rank test
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data: golya
vV =27, p-value =1
alternative hypothesis: true mu is not equal to 2.3

Az eredmény ebben az esetben is ugyanaz. Nincs szignifikdns kiillonbség a
romaniai érték és a kelet-eur6pai median kozott.

5.3. A kétmintas t-proba

A kétmintas t-probaval két minta atlagat hasonlitjuk 6ssze. A nullhipotézis azt
allitja, hogy a mintak egy populaciébdl szarmaznak, az 4tlagok kozott nincs eltérés,
az ellenhipotézis pedig harom lehetéséget ad: nem egyenld / kisebb / nagyobb. A két
minta lehet figgetlen egymastdl (két teriiletrél szarmazok, vagy két médszerrel
kapott adatsorok, vagy egy kontroll- és egy tesztcsoportra kapott adatsorok), és lehet-
nek egymastol fiiggdk (6nkontrollos csoport, el6tte-utana tipust adatsorok, idében
megismételt kisérletek, mintavételek). A minték tipusa szerint véltozik a t-préba is,
ugyanis a szdrasnal figyelembe kell venni azt a tényt, hogy ugyanarrél a tertiletrél
szarmaz6 mintak vagy ugyanazokkal az alanyokkal/mtiszerrel elvégzett kisérletek
eredményei kevésbé szérédnak, mint az egymastdl fiiggetlen adatsorok értékei.

5.3.1. Kétmintas t-préba egyenld varianciak esetében

A préba bizonyos feltételekhez kotott, amelyeknek teljestilnitik kell ahhoz,
hogy megbizhaté eredményt kapjunk. Ezek a feltételek a kovetkezbk:

— egyszer( véletlen mintavétel;

- mintak figgetlensége;

— normalis eloszlast folytonos véltozé mindegyik mintara;

— a populécié varianciaja nem ismert, a mintak varianciaival becsiiljitkk meg;

— a varianciak egyenlésége;

— ha a minta elemszama nagyobb 30-nal, akkor a két adatsor normalis elosz-

l4sa nem feltétele a t-probénak (a centrélis hatéreloszlés tétel miatt).

A nullhipotézis kijelenti, hogy a két minta atlaga egyenlé (egy populaciobol
szarmaznak). Az ellenhipotézis lehetséges esetei: a mintaatlagok nem egyenlék,
az egyik kisebb vagy nagyobb a masiknal.

A probastatisztika (t-érték) a kovetkez6 kifejezéssel értelmezhetd:

X, — X,

t = ——=,
s§+s§
n, n
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ahol s3 a kozos variancia becslése a minték varianciaibol:

(=1 -si+my—1)-s3

si=
a n,+n,—2

Az a ismeretében azt vizsgaljuk meg, hogy a szamitott t-érték az elfogadési
vagy a kritikus tartoméanyba esik a Student-féle eloszlasfiiggvényen, amelynek df
= n,+n, - 2 szabadsagfoka van. A szdmolds idéigényes, ezért a kétmintas t-pro-
bat az R-ben célszerti elvégezni, ahol az eredmény az a p-érték, ami a szamitott
t-értéknek felel meg.

Kolozsvar teriiletén és a kornyékén vizsgéltuk a mezei csiperke (Agaricus
campestris) elemosszetételét (Zsigmond et al., 2018). Egyik fontos elem a réz,
amit a csiperkék altalaban hatékonyan felhalmoznak a term6testben, ugyanakkor
a vérosokban is feldtsul a szall6 porban, ami a talajra tilepedve elérhet6vé valik
a gombak szamara. Az adatok az 5.6. tablazatban talalhatdk.

5.6. tablazat. A csiperkegombdk kalapjanak Cu-tartalma (mg/kg) szdraz anyagra

Parkok  44.2 874 376 685 644 624 439 89.2 717 80.7 68.0 -
Mez6 121.7 108.9 77.0 107.4 91.3 82.6 135.4 120.2 71.7 75.5 86.3 80.5

Van-e szignifikans kiilonbség a mezei csiperke kalapjanak a réztartalméaban az
éléhely fuggvényében? Az 5.3. dbrén lathatdk a két teriiletrél szarmazé csiperke
réztartalmanak a dobozdiagramjai, valamint a Q-Q &brak is. A dobozdiagram sze-
rint a mezdrél szarmazé csiperkék kalapjaban tobb réz talalhaté, mint a parkokbél
szarmazokban. A kérdés megvélaszolasara t-probat végzunk.
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5.3. abra. Kolozsvar parkjaibél és a kornyezd mezdkrél szarmazo mezei csiperke
kalapjanak réztartalma dobozdiagramon és Q-Q dbrdkon
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#Csiperkekalapok parkokbdl és mezdrdl

d = read.csv("Agaricus_caps.csv", header = T, row.names = 1)
#Harom dbra szerkesztése

par (mfrow = c(1,3))

#Dobozdiagram
boxplot (d$Cu~d$Source, col = "grey90",

xlab = "", ylab = "Cu (mg/kg sz.a.)",

names = c("Parkok","Mezd"), cex.lab = 1.1,

cex.axis = 1.1)

#0-0 dbrdk

qggnorm (d$Cu[d$Source == "city park"],

main = "", xlab = "Elméleti kvantilisek",

ylab = "Empirikus kvantilisek", cex.lab = 1.1)

qgline (d$Cu[d$Source == "city park"], lwd = 1.5, col = "blue")

text(-1.1,88,"Parkok", cex = 1.1)

qggnorm (d$Cu[d$Source == "meadow"],

main = "", xlab = "Elméleti kvantilisek",

ylab = "Empirikus kvantilisek", cex.lab = 1.1)

ggqline (d$Cu[d$Source == "meadow"], lwd = 1.5, col = "blue")

text(-1.1,133,"Mezé", cex = 1.1)

A mintak egymastél fiiggetlenek, a mintak elemszdmai 11 (parkok) és 12
(mezd). A Q-Q abrak szerint a pontok viszonylag jol illeszkednek az egyeneshez.
A normalitas tesztelésére Shapiro—Wilk-prébat hasznalunk. A variancidk egyen-
16ségének a tesztelésre az F-préba hasznélhatd. A fiiggetlen mintakra alkalmas
kétmintés t-proba R kédjanak részletei a 5.7. tablazatban lathatok.

5.7. tablazat. Az egymintds t-préba elvégzése R-ben

Parancs Részletek Magyarazat

t.test(adatsor~csoport, var.equal, alternative, conf.level)

fligg6~fiiggetlen valtozok;
adatsor~csoport pl. d$Cu~d$Csoport a fuggd és fuggetlen valtozék mind-
két csoport adatait tartalmazzak

TRUE opci6t valasztjuk
egyenld varianciakra

var.equal pl. var.equal = TRUE

alternative "two.sided", "less", "greater"  a kétoldali teszt alapb6l miikodik

conf.level 0.95, 0.90, 0.99 stb. az (1-a)-érték, alapbdl 0.95
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A t-prébat a kovetkez6 R-kdddal végezhetjiik el:
head(d)

Cu Source
K1 44.24 city park
K2 87.35 city park
K3 37.64 city park
K4 68.48 city park
K5 64.41 city park
K6 62.40 city park
dim(d)

[1] 23 2

#Normalis eloszlds tesztelése

shapiro.test (d$Cu[d$Source == "city park"])
Shapiro-Wilk normality test

data: d$Cu[dS$SSource == "city park"]

W = 0.93211, p-value = 0.4326
shapiro. test (d$Cu[d$Source == "meadow"])

Shapiro-Wilk normality test

data: d$Cu[dS$Source == "meadow"]

W = 0.90675, p-value = 0.1938

#A két p-érték > 0.05. Elfogadjuk HO-t.
#A két csoport normdlis eloszldsu.

#A variancidk egyenldségének tesztelése F-teszttel.
var. test (d$Cu~d$Source)
F test to compare two variances
data: d$Cu by d$Source
F = 0.66705, num df = 10, denom df = 11, p-value = 0.5314
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal
to 1
95 percent confidence interval:
0.1891988 2.4446909
sample estimates:
ratio of variances
0.6670527
#Az F-teszt nem adott szignifikdns eredményt (p > 0.05).
#El1fogadjuk HO-t. A variancidk k&zt nincs kilénbség.

#Elvégezzik a t-prdébat
t.test (d$Cu~d$Source, var.equal = T)
Two Sample t-test
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data: d$Cu by d$Source
t = -3.8331, df = 21, p-value = 0.0009677
alternative hypothesis: true difference in means is not equal
to 0
95 percent confidence interval:
-48.24376 -14.30700
sample estimates:
mean in group city park mean in group meadow
65.26545 96.54083

A t-préba szignifikdns eredményt adott (t = —3.83, df = 21, p = 0.00097), ez
azt jelenti, hogy elvetjiik a H hipotézist, tehat szignifikdns kiilénbség van a két
él6helyrdl szarmazé csiperke kalapjanak réztartalma kozott.

A Cohen-féle d a csiperkeadatokra:

96.54 — 65.27

\/10 -302.9 + 11-454.1
21
A Cohen-féle d-érték erds hatast mutat, igy nagy val6szintiséggel jol don-
tottiink a H hipotézis elvetésekor. A préba elvégezheté R-ben az {effectsize}
csomag segitségével, amelyben a cohens_d () parancsot hasznaljuk, ha n > 20,
és hedges_g(), han < 20. A mintdk elemszama 23, tehat a két préba nagyjabol
egyforma eredményt ad.

library (effectsize)
cohens_d(d$Cu, d$Source)
Cohen’s d | 95% CI

-1.60 | [-2.53, -0.64]

hedges g (d$Cu, d$Source)
Hedges’ g | 95% CI

5.3.2. Kétmintas t-probak nem egyenld variancidk esetében

Welch-féle U-préba

Olyan adatsoroknal, amelyek fiiggetlenek egymast6l, normaélis eloszlasuiak,
de a variancidk nem egyenlék, a Welch-féle U-prébat végezziik el (Welch, 1938).
A prébastatisztika (t-érték) a kovetkez6 kifejezéssel értelmezheté:



5.3. A KETMINTAS T-PROBA 131

X1 — X3
t=—
512+522
n n

A szabadséagfokok szamanak kiszamitdsa bonyolult, nem mindig egész szdm,
ilyenkor a legkozelebb all6 egész szamra kerekitjiik.

Az 5.3.1. alfejezetben emlitett tanulmanynak egy masik adatsorat vizsgaljuk.
Keressiik a valaszt arra a kérdésre, hogy van-e szignifikans kiilonbség a mezei
csiperke kalapjanak stronciumtartalma kozott él6helytél fiiggéen. Az 5.4. dbran
lathatok a két teriiletrdl szdrmazo csiperkék stronciumtartalmanak a dobozdiag-
ramjai és a Q-Q &brak. A dobozdiagram szerint a parkokbol szarmazo csiperkék
kalapjédban tobb stroncium taldlhat6, mint a mez6rél szarmazdokban. A dobozdi-
agramon lathaté kiugro értékek a Q-Q dbran messze esnek az egyenest6l, viszont
a pontok tobbsége az egyeneshez kozel helyezkedik el.
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5.4. abra. Kolozsvar parkjaibdl és egy kézeli mezdrdl szarmazé mezei csiperke
kalapjanak stronciumtartalma dobozdiagramon és Q-Q dbrakon

A feltételeket (a mintdk normalis eloszl4sat és a variancidk egyenlGségét)
R-ben ellendrizziik.

#Normdlis eloszlds tesztelése
tapply (d$Sr,d$Source,shapiro. test)
$'city park’

Shapiro-Wilk normality test

data: X[[i]]
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W = 0.86292, p-value = 0.06282
Smeadow

Shapiro-Wilk normality test
data: X[[1]1]

W = 0.92568, p-value = 0.3366

#Variancidk egyenldéségének tesztelése
var.test (d$Sr~d$Source)
F test to compare two variances
data: d$Sr by dS$Source
F = 23.325, num df = 10, denom df = 11, p-value = 1.104e-05
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal
to 1
95 percent confidence interval:
6.615888 85.485760
sample estimates:
ratio of variances
23.32545

A probékbdél az kovetkezik, hogy a két minta normaélis eloszlasi (W = 0.863,
p = 0.063, és W = 0.926, p = 0.337), a variancidk viszont nem egyenlék (F =
23.32,df = 10, df, = 11, p < 0.001). Ilyen esetben a Welch-féle U-prébat ajéanlott
hasznalni.

#A Welch-féle t-teszt

t.test (d$Sr~d$Source, var.equal = F)

Welch Two Sample t-test

data: d$Sr by d$Source

t = 2.2599, df = 10.786, p-value = 0.04555
alternative hypothesis: true difference in means is not equal

to 0

95 percent confidence interval:
0.03648396 3.04260695

sample estimates:

mean in group city park mean in group meadow
2.374545 0.835000

A Welch-féle U-préba (t = 2.26, df = 11, p-value = 0.0456) szignifikdns
kiillonbséget adott a két teriiletrél szdrmazo csiperke atlag stronciumtartalmara,
noha a p-érték kozel van az a szignifikanciaszinthez.

Mivel a variancidk nem egyenl6k, ezért a hatdsnagysagot a Glass-féle deltaval
adjuk meg kiilon-kiilon mind a két szérasra.
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A két érték kozott nagy kiilonbség van, kozepes, ill. nagyon nagy hatast je-
leznek. R-ben az {effectsize} csomagban levé glass delta() paranccsal sza-
molhatjuk ki az értéket. A konfidenciaintervallum nagyon tag, tehat az érték nem
megbizhat6. Ennek oka a viszonylag kis mintaelemszam.

library (effectsize)

glass_delta(d$Sr~d$Source)

Glass’ delta | 95% CI

3.35 | [0.07, 6.52]

Erdekes eredményhez jutottunk: egy kismértékben szignifikdns Welch-
prébahoz (p~a) jelentés hatasnagysag (~3.35) tarsult. A 4.6. abran lathatd, hogy
mindkét csoport eloszlasan kiugré értékek azonosithatok, amelyek olyan atlagok-
hoz vezetnek, amelyek nagymértékben torzitjak a valos kozépértéket. Ezért érde-
mes a Welch-préba helyett a Yuen—Welch-préobat elvégezni és az annak megfelel
hatasnagysagot kiszamolni.

Yuen-Welch-préba

1974-ben Karen K. Yuen kozo6lt egy mddszert kiugré értékeket tartalmazo
adatsorok atlaganak 6sszehasonlitasara (Yuen, 1974). Az atlag erdsen érzékeny a
kiugré értékekre, igy a t-préba olyan atlagokat hasonlit 6ssze, amelyek nem jel-
lemzik megfelelen az eloszldsok kozépértékeit. Kiugré értékek mellett az eloszlas
elnyulik ezeknek az értékeknek az iranyéba, ezért Yuen a trimmelt atlag hasz-
néalatat javasolta. Ennek értelmében tjraértékelte a t-eloszlas szabadsagfokainak
a szamat. A trimmelt atlagnal megengedett a 20%-o0s adateltavolitas az adatsor
mindkét végérdl, viszont tul sok adat eltavolitdsa bizonytalanna teszi a préba
eredményét. Ha a trimmelést nem végezziik el, akkor a Yuen-préba megegyezik
a Welch-prébaval.

Az el6z6 példaban lattuk, hogy a stroncium dobozdiagramjain mind a két
csoportban voltak kiugré értékek, annak ellenére, hogy az eloszlasok normalisnak
tekinthet6k a Shapiro—Wilk-préba szerint. Ezért a Yuen—Welch-préba alkalmasabb
az atlagok egyenldségének tesztelésére. R-ben a Yuen—Welch-prébat a WRS2 cso-
mag yuen () parancsaval lehet elvégezni.

#Yuen-Welch-préba a csiperke Sr-tartalmdra
library (WRS2)
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yuen (d$Sr~d$Source, tr = 0.2) #Trimmelés 20%

Test statistic: 1.8144 (df = 6.39), p-value = 0.1166
Trimmed mean difference: 1.08161

95 percent confidence interval:

-0.356 2.5192

Explanatory measure of effect size: 0.65

A Yuen-Welch-préba nem adott szignifikans eredményt a csiperke atlag
stronciumtartalmaéra (t = 1.814, df = 6, p = 0.117). Tekintettel a kiugré értékek
jelenlétére, a Yuen—Welch-préba eredménye megbizhatébb a Welch-prébanal.
A yuen () parancs megadja a Cohen-féle hatasnagysag korrigalt értékét is, ami
ebben az esetben 0.65. A hatasnagysédg kiszamolasdhoz trimmelt atlagot és win-
sorizalt variancidkat (s2) hasznalunk (Algina et al., 2005). A winsorizalas gy
kezeli a kiugré értékeket, hogy az adatsor két végén azonos szdzalékban kijelol
egy-egy szakaszt, és egy szakaszhoz tartozo értékeket a szakasz kozvetlen szom-
szédsagaban levo értékkel helyettesiti.

(n; - 1)5511 + (n, — 1)55/2

n,+n,—2

52 =

A winsorizalt variancidkat korrigalni kell ahhoz, hogy reélisan becsiiljék a
populéacié variancidjat. Ha a trimmelés 20%, akkor ez a szorzétényezé 0.412 a
variancidra és 0.642 a szérasra. Igy a Cohen-féle d a kovetkez6 forméaban irhat6
fel a trimmelt 4tlaggal és winszorizalt szérassal:

Xy — X
d, = 0.642-2—"12
SW

A hatasnagysagot a yuen . effect.ci () paranccsal is elvégezhetjiik, a parancs
elénye, hogy a d-re a konfidenciaintervallumot is megadja. Ha egyenlék a varian-
cidk, akkor az akp.effect () parancsot hasznaljuk.

library (WRS2)

yuen.effect.ci (d$Sr~d$Source, tr=0.2)
#nem egyenld variancidkra

Seffsize

[1] 0.6483503

Salpha

[1] 0.05

$CI

[1] 0.000 0.960

A hatasnagység tehat 0.65, viszont a konfidenciaintervalluma nagyon tag (0,
0.96), a 0.05 szignifikanciaszint mellett belefér a jelentéktelen és a nagy hatas-
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nagysag is. Ez az eredmény azt sugallja, hogy a mintaszdm alacsony ahhoz, hogy
a proba jol miikodjon. Ha figyelembe vessziik azt, hogy a Yuen—Welch-proéba elta-
volitja az adatoknak egy jelentds részét, akkor ebben az esetben valéban nagyon
leesik a tényleges elemszam, és a préba megbizhatatlanna valik.

5.3.3. Paros t-préba

Egymastél fiiggé adatsoroknak azokat tekintjiikk, amelyeknek az értékeit
ugyanaz a mintateriilet, ugyanaz a miiszer vagy ugyanazok az egyedek szolgal-
tatjak, és an. onkontrollos kisérletet végziink. Az ilyen jellegti kutatasok leggya-
koribbak az orvostudomény, pszicholégia, ill. a gyégyszerkisérletek tertiletén, de
el6fordulnak a természettudomanyokban is. Természetiikb6l ad6d6an az egymas-
tél fiiggd adatsoroknak kisebb a szérdsa, mint az egymastol fiiggetlen adatsorokeé.

A pdros t-préba

Egymastdl fiiggd adatsoroknal a t-proba a killonbségek eloszlasét vizsgélja,
igy a nullhipotézis azt jelenti ki, hogy az 4tlagok kozti kiilonbség nulla, a varian-
cidk egyenldségének a tesztelése pedig értelmét vesziti. Bizonyos feltételeknek
teljestilnitik kell ahhoz, hogy megbizhat6 eredményt kapjunk. Ezek a feltételek
a kovetkezdk:

— egyszeri véletlen mintavétel;

— egymastdl fiiggé mintak;

— a két sorozat kiillonbsége normalis eloszlas;

— a populécié variancidja nem ismert, a mintdk varianciaival becsiiljik meg;

— ha a minta elemszdma 30-nal nagyobb, akkor a killénbség normalis eloszlasa

nem sziikséges feltétel (a centralis hatareloszlas tétele szerint).

A nullhipotézis kijelenti, hogy a két minta atlagdnak kiilonbsége nulla (egy
populaciobdl szdrmaznak). Az ellenhipotézis lehetséges esetei: a mintaatlagok
nem egyenlék, az egyik kisebb vagy nagyobb a masiknal.

A prébastatisztika (t-érték) a kovetkez6 kifejezéssel értelmezhet6 a t-prébanal:

X — X
Sq
Vn

aholn = n, = n, adfn-1, s, pedig az 5.3.1. alfejezetben értelmezett szords. Az

a ismeretében azt vizsgaljuk meg, hogy a szamitott t-érték az elfogadasi vagy a

kritikus tartoményba esik a Student-féle eloszlasfiiggvényen, amelynek df = n-1

szabadsédgfoka van. A szamolas id6igényes, ezért az R-ben végezziik el a probat

(t.test(x,y,paired=T)), ahol az eredmény az a p-érték, ami a szadmitott ¢-ér-

téknek felel meg.

t=

’
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5.4. Nem parametrikus probak két median
osszehasonlitasara

5.4.1. Mann-Whitney—Wilcoxon kétmintds préba

A fuggetlen adatsorok esetén a proba azt vizsgalja, hogy azonos-e annak az
esélye, hogy az egyik, illetve a masik minta értékei lesznek nagyobbak. Ha X és
Y mintat tekintjik, akkor a nullhipotézis kimondja, hogy P(X < Y) = P(X > Y),
ami egyenértékii azzal, hogy P(X > Y) = 0.5.

Az egymintas Wilcoxon-prébanak feltétele az adatsor szimmetrikus eloszlasa.
Ez a feltétel a két minta kiillonbségére kell teljesiiljon. Matematikailag bizonyitott,
hogy két egyforma vagy két szimmetrikus eloszlast adatsor kiilonbségének az el-
oszlasa szimmetrikus. Tehat ebben az esetben elégséges, ha a két minta eloszlasa
egyforma, vagy mind a kett§ szimmetrikus. Tovabbi alkalmazhaté6sagi feltétel a
mintdk egymastdl valo fiiggetlensége.

A prébastatisztika (U) azoknak a paroknak a szdma, amelyekre x, > y. Ha a
két mintaban el6fordul ugyanaz az érték, akkor az adott érték 0.5-6s rangot kap.
Ha n, m = 8, és nincsenek kapcsolt értékek, akkor a prébastatisztika eloszlasa
megfelel az aldbbi normalis eloszlasnak:

n-m  [nm(n+m+1)
2 207 12 '

u=

ahol n és m a két minta elemszamai.

Az 5.8. tdblazat tartalmazza az egészséges fak szamat két gyiimolcsosben,
fajok szerint. Igaz-e, hogy az A gytiimolcsosben az egészséges fak medidnja na-
gyobb a B gyiimolcsés medianjanal? Novekvé sorrendbe rendezve az adatokat:
A ={3,4,5,5,9}, B = {3,3,4,6}. A mintak elemszama: 5 és 4. A normalis eloszlas
paraméterei: u = 4x5/2 = 10, 0 = % =4. Az U szamitdsanal sorra vesszik az
A értékeit, és megallapitjuk, hany értéknél nagyobb, mint B-ben. U = 1 + 2.5 +
3 + 3 + 4 = 13.5. Kiszamoljuk az U-ra a z-értéket: z = (U-u)/o = (13.5-10)/4 =
0.875. A szamitott z-érték kisebb, mint az a = 0.025 (p = 0.975) értéknek megfelels
z-érték = 1.96, tehat megtartjuk a H hipotézist, miszerint a két gyiimélcsosben
egyenld szamban fordulnak el6 az egészséges fak.

5.8. tablazat. Az egészséges gytimdlcsfak szama két gyiimélcsésben

Gytimolcsos Kortefa Szilvafa Meggyfa Almafa Cseresznyefa
A 5 3 5 9 4
B 3 3 4 6 -
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A kétmintds Mann-Whitney—Wilcoxon-probét az R-ben a wilcox.test(),
illetve a wilcox.exact () paranccsal végezhetjiik el (lasd az 5.5. tablazatot).

A c(3,4,5,5,9)

B =c(3,3,4,6)

wilcox.test(A,B)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: A and B

W = 13.5, p-value = 0.4509

alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0
Warning message:

In wilcox.test.default (A,B):

cannot compute exact p-value with ties

Jelen vannak a kapcsolt adatok, ezért az egzakt probat végezziik el.
library (exactRankTests)

wilcox.exact(A,B)

Exact Wilcoxon rank sum test

data: A and B

W = 13.5, p-value = 0.4444

alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

Az egzakt Mann—-Whitney—Wilcoxon-préba nem adott szignifikans eredményt,
ezért azt mondhatjuk, hogy a két gyiimolcsosben levé egészséges fak szdma kozott
nincs szignifikdns kiilénbség.

Fiiggd adatsoroknal a préba a kiilonbségekkel dolgozik, a V prébastatisztika
pedig a negativ vagy pozitiv értékekhez tartozé rangok 6sszege, attdl fliggben, hogy
a kettd koziil melyik 6sszeg a kisebb. Tekintsiik a gytimolcsfak egészségi allapotat
kizarélag az A gyiimolcsosben. Tegyiik fel, hogy a gazda kezeli a fakat, aminek a
hatasara a kovetkez6 évben megnétt az egészséges fak szama. A kérdés az, hogy
a szambeli novekedés a kezelésnek tulajdonithaté-e, vagy csupén a véletlen ered-
ménye. A rangokat hasonlé médon adjuk a killénbségekhez, mint az egymintas
Mann-Whitney—Wilcoxon-probénél. Az 5.9. tdblazat alapjan a V- = 3.5, a V* =
11.5, tehat a probastatisztika értéke 3.5.

A csatolt értékek miatt az egzakt wilcox.exact () probat végezziik el az
{exactRankTest} csomagbdl (5.5. tablazat).

Al = c(5,3,5,9,4)

A2 = c(9,2,8,7,6)

library (exactRankTests)

wilcox.exact(C,D, paired = T, alternative = "less")
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#C kisebb mint D?

Exact Wilcoxon signed rank test

data: Al and A2

vV = 3.5, p-value = 0.1875

alternative hypothesis: true mu is less than 0

5.9. tablazat. Az egészséges gytimdlcsfak szama két gyiimélcsdsben

Gytumolcsos Kortefa Szilvafa Meggyfa Almafa Cseresznyefa
A (1. év) 5 3 5 9 4
A (2. 6v) 9 2 8 7 6
2.év—1.év 4 -1 3 -2 2
Rangok 5 1 4 2.5 2.5
Edjelek + - + - +

A préba eredménye szerint (p = 0.1875 > 0.05) megtartjuk a H, hipotézist,
az egészséges fak szaméanak novekedése véletlenszeriinek tekinthetd.

A csiperkegombak kalciumtartalma a két csoportban nem normalis eloszlasd,
viszont egyformén jobb oldali ferdeséget mutatnak (5.5. dbra), ezért a Mann—-Whit-
ney—Wilcoxon-prébat hasznaljuk a medianok 6sszehasonlitasédra. A préba nem
adott szignifikans eredményt (W = 79, p = 0.449).

wilcox.test (d$Ca~d$Source)
Wilcoxon rank sum exact test

data: d$Ca by d$Source
W = 79, p-value = 0.4491
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Az 5.5. abrat az alabbi koddal lehet elkésziteni R-ben:
par (mfrow=c(1,3), font.lab = 2)

hist(d$Ca[d$Source == "city park"], xlab = "c (Ca mg/kqg)",
ylab = "Gyakorisag", main ="", font.lab = 2)

text (2100,4.5, "parkok")

hist(d$Ca[d$Source == "meadow"], xlab = "c (Ca mg/kg)",
ylab = "Gyakorisag", main = "")

text (1600,7.2, "mezo")
boxplot (d$Ca~d$Source,
xlab = "Mintateriilet",
names = c("Parkok", "Mezo"),
ylab = "¢ (Ca mg/kg)")
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5.5. abra. A csiperke kalciumtartalmdanak eloszlasa az éléhely szerint

A medianokra a hatasnagysagot a WRS csomagban talédlhaté med. effect ()

paranccsal hajthatjuk végre. A két csoportot kiilon-kiilon kell bevezetni, ezért
készittink két vektort. Ha a WRS csomagot nem lehet telepiteni az RStudicbél,
akkor az alabbi médon kell megprébalni:

#A WRS csomag telepitése

#Kiegészitd csomagok telepitése

install.packages (c("MASS", "akima", "robustbase"))
install.packages ("WRS" ,repos="http://R-Forge.R-project.org")
#Az éldéhelyek szerinti vektorok

city = subset(d, Source == "city park")
meadow = subset(d, Source == "meadow")
#A hatdsnagysdg szdmoldsa medidnokra
library (WRS)

med. effect (city, meadow)
[1] 0.4251077

Annak ellenére, hogy a hatasnagysdg nem bizonyult jelentéktelennek, a

Mann-Whitney-Wilcoxon-préba p-értéke elég nagy ahhoz, hogy elfogadjuk azt,
hogy nincs kiilonbség a két teriiletrél szarmazé csiperke kalciumtartalmaban.
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5.4.2. Kétmintas eldjelproba fiiggd valtozokra

A préba algoritmusa egyezik az egymintés elGjelprobaéval azzal a kiillonbség-
gel, hogy ebben az esetben a két helyzetre kapott értékek paronkénti kiillonbségeire
végezziik el. Az 5.9. tdblazatban harom pozitiv és két negativ kiilonbséget kaptunk,
tehat N* = 3, N~ = 2. Osszesen n = 5 elemszami mintaparunk van, egy sikeres
esemény (pl. pozitiv killonbség) valészintisége pedig 0.5. Elvégezziik az eléjel-
probét a binom. test () paranccsal, amelynek részletes leirasa a 5.3. tdblazatban
lathat6. Altaldban a kisebb N értéknek megfelels eseményt tekintjiik sikernek.

binom. test(2,5)
Exact binomial test
data: 2 and 5
number of successes = 2, number of trials=5, p-value=1l
alternative hypothesis:
true probability of success is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:
0.05274 0.85337
sample estimates:
probability of success
0.4

A két év alapjén a préba nem adott szignifikans eltérést a fak egészségi alla-
potaval kapcsolatban.

5.4.3. Kétmintds permutdcids proba fiiggd és fiiggetlen adatsorokra

A permutécids proba alapelve az, hogy ha két adatsor azonos populaciobdl
szarmazik, akkor az értékek véletlenszeriien kertiltek a két mintaba. Ez alapjan
a proba nem igényel sem mintaatlagokat, sem variancidkat, és az sem feltétel,
hogy a mintavétel véletlenszert legyen (Bonini et al., 2014). A préba a két mintat
egyként kezeli, és az adatokbdl véletlenszertien hoz létre két mintat az n és m
eredeti mintaelemszdmmal, majd kiszamolja a T probastatisztikat, ami a két atlag
kiilonbsége. Ezt a miiveletet sokszor megismételi (altalaban 5000, 10000 alkalom-
mal), és a T értékek eloszlasétél elvarja, hogy ne tartalmazzon sem tul kis, sem til
nagy értékeket. Egy permutacié alapjan kapott T érték:

T =X -X;.
A permutdciés préba az R-ben a perm.test () paranccsal végezhet6 el.

A parancs alkalmas egy minta, illetve az egymastdl fiiggé adatsorok permutacios
probéjara is (5.10. tablazat).
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5.10. tablazat. A permutdcics proba értelmezése R-ben

Parancs Részletek Magyarazat

perm.test(x, y, mu = 0, paired = F, alternative, conf.level) {exactRankTests}

Xy adatsorok két oszlop egy adattablabol

vagy két vektor
mu feltételezett kozépérték egymintéds prébanal
. . . alapbol fuggetlen adatsorokra
paired fliggd vagy fiiggetlen adatsorok miikodik (= F)
alternative "two.sided", "less", "greater" alapbdl kétoldali préba
conflevel 0.95, 0.90, 0.99 stb. az (1-a)-érték, alapbdl 0.95

Elvégezziik a kétmintas permutdciés prébat az 5.8. tdblazatban feltiintetett
két adatsorra.

library (exactRankTests)

perm. test (A,B)

2-sample Permutation Test

data: A and B

T = 26, p-value = 0.4762

alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

A Mann-Whitney—Wilcoxon-prébahoz hasonléan a permutaciés proba sem
adott szignifikéns eltérést a két minta kozépértékére. Hasonl6 a helyzet a csiper-
kegombdk medién kalciumtartalméval is. A kétmintas permutécids proba p-értéke
(0.436) hasonlé a Mann—Whitney—Wilcoxon-préba p-értékéhez (0.449).

perm. test (d$Ca~d$Source)
2-sample Permutation Test
(scores mapped into 1: (m+n) using rounded scores)

data: d$Ca by d$Source
T = 78, p-value = 0.436
alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

5.5. Alkalmazasi szempontok a statisztikai probakra

A kétmintés probak alkalmazhat6saganal harom szempontot kell figyelembe
venni: egyenl6k-e a variancidk a két adatsorban; az eloszldsok normélisak-e vagy
ferdék a kiugro értékek miatt; illetve a mintak elemszamai egyenlék-e. A helyzetet
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bonyolitja az F-préba, mivel a nem szignifikdns eredmény csak azt jelenti, hogy
nincs elég bizonyitékunk arra, hogy elvessiik a nullhipotézist. Tehat a nullhipo-
tézis megtartasaval annyit jelenthetiink ki, hogy a variancidk nem kiilonboznek
szignifikansan, de azt nem éallithatjuk, hogy egyenl6k. A t-préba bizonyos mér-
tékben robusztus a varianciak kiilonbozéségére, de csak abban az esetben, ha a
mintdk elemszdma kozt nincs nagy eltérés. Ezt még stlyosbitja az F-prébanak
a kismértékl megbizhatéséga kis mintaelemszamoknal.

Altalanosan elfogadott, hogy nagy mintaelemszamoknal (n > 30) a t-préba
hatékonyan mtikodik abban az esetben is, ha az eloszldsok nem kovetik szigori-
an a normalis eloszlast, a variancidk kismértékben eltérnek egymastél (aranyuk
nem nagyobb 2-nél), a mintak elemszamai pedig kozeliek (Fagerland, 2012). Kor-
nyezettudomanyi kutatdsokban a minta elemszama a legtobb esetben kisebb 30-
nél, a t-préba megbizhatésaga pedig erésen fiigg a fent emlitett alkalmazhat6sagi
feltételektdl. Kis elemszdmoknal és normalis eloszlast mintdknal a legkisebb
kockézattal jaré helytelen dontést a Welch-féle U-préba biztositja (Fagerland és
Sandvik, 2009; Ruxton, 2006).

Kiugro értékeket tartalmaz6 normélis eloszlast mintdkra a Yuen—Welch-proé-
bat érdemes hasznalni. Egyoldali prébanal, kiillonosen, ha a mintédk elemszdmai
kiilonboznek, célszertibb a Yuen—Welch-préba bootstrap-t valtozatat hasznalni,
ami szimulaciot futtat a meglévé adatokkal Ggy, hogy a két adatsort Ggy cstsztatja
el, hogy a trimmelt atlagok egybeessenek. Ezt kovetéen ismételten mintakat vesz
az 0sszeolvasztott adatokbél, amelyek alapjan megbecsiili a t-eloszlas alsé és
fels kritikus értékét, a szignifikanciaszint mellett (Westfall és Young, 1993). Ez
a proba az R-ben a WRS2 csomag yuenbt (formula, data, tr = 0.2, nboot
= 599, side = TRUE) parancsaval végezhetd el. A parancs alapb6l 599 ismételt
mintavételt végez el.

Az egymintas Wilcoxon-féle el6jeles rangpréba sokkal erésebb, mint az elGjel-
proba, viszont csak akkor megbizhato, ha az adatsor eloszlasa szimmetrikus. Ezt
a feltételt a hisztogramon ellenérizhetjiik. Amennyiben az eloszlas ferde, javasolt
az elGjelproba hasznalata.

5.6. Varianciaanalizis. Kett6nél tobb mintaatlag
egyenléségének tesztelése. Parametrikus probak

A varianciaanalizis egy vagy tobb faktor hatdsat vizsgélja egy folytonos fuggd
véltozdra azéltal, hogy a fiigg6 valtozo6 szér6dasanak mekkora részét magyardzza a
faktor (faktorok). A faktor 4ltal meghatarozott csoportok kozti eltéréseket maga a fak-
tor okozhatja, de olyan tényezék is okozhatjék, amelyekrél nem tudunk semmit. Az
utébbiaknak tulajdonithat6 szérédas a zajt vagy a hibatagot eredményezi (5.6. dbra).
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5.6. abra. A faktor dltal megmagyardzott (BSS) szérédds és a hibatag (SSE,)
viszonya egymdshoz egy csoproton beliil. A TSS, a teljes szérédds egy csoportra
vonatkoztatva.

Egy faktor altal meghatarozott tobb minta kozépértékének 6sszehasonlita-
séra az egyszempontos ANOVA-t hasznéljuk. A név az ANalysis Of VAriances
kifejezésb6l szarmazik, ami varianciaanalizist jelent. Nevét onnan kapta, hogy
a mintaatlagok variancidjat viszonyitjuk az 6sszevont adatsorok variancidjahoz.
Els6 megkozelitésbdl egyértelmiinek latszik a mintak paronkénti 6sszehasonlitasa
t-probéval, viszont ez az Gt azért nem jarhatd, mert a szdmos t-préba kiillon-kilon
a szinten tartott els6faji hibéja 6sszeadd6dik, és igy megné annak az esélye, hogy
az egyetlen kérdésre (miszerint van-e kiilonbség a csoportatlagok kozott) adott
valasz els6faja hibéja tilsagosan nagy lesz.

Az ANOVA parametrikus préba, ami megkoveteli az adatok normalis elosz-
ldsat minden mintara. Amennyiben ez a feltétel teljesil, a kovetkezé valtozatai
koziil valaszthatunk:

— egyszempontos ANOVA (egyetlen szempont szerint csoportositjuk a teljes

adatsort);

— kétszempontos vagy faktoridlis ANOVA (két szempont szerint csoportositjuk

a teljes adatsort).

Az egyszempontos ANOVA hasonlit a t-prébara, példdul tobb véltozata van:

— ANOVA, ha a varianciak egyenlésége teljesiil;

— Welch—-ANOVA, ha a variancidk nem egyenlék;

— ismételt méréses ANOVA, ha a mintak nem fiiggetlenek egymastol.

5.6.1. Egyszempontos ANOVA

Az egyszempontos ANOVA azt vizsgélja, hogy ketténél tobb, egymastodl fiiggetlen
minta atlagai egyenl6k-e egyméssal. Ez a préba nullhipotézise. Az ellenhipotézis azt
allitja, hogy legalébb két minta atlaga kiilonbozik egymaéstol, azonban ezek a mintak
nem azonosithat6k be. A préba akkor alkalmazhaté, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:
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— a mintakat az egyszer( véletlen mintavétellel képezték;

— minden minta normalis eloszlasi;

— a varianciak egyenldk;

— a mintak egymastél fuggetlenek.

A préba két variancia (mintadtlagok variancidja és csoportokon beliili va-
riancia) ardnyanak a vizsgalatan alapul6 F-préba, amelynek két szabadsagfoka
van: df, = g - 1, df, = N - g, ahol g a csoportok szdma, N az adatok 6ssz-szdma.

csoprtok kézti variancia sg

csoportokon beliili variancia  s2’

ahol: 5
o Mm@ =0+ (% — 0+ -+ (X, — %)
Sg = )
g-—1
, S -0+ 5 - x)z + 4+ B(% —x)

az X az atlagok éatlaga, az X, X, X, pedig a mintak atlagai. Az F-értéket az F-eloszlés
alapjan értékeljiik ki. AzR az ANOVA eredményét az 5.11. tdblazat formajiban adja
meg, az angol jelolésekkel. A BSS, WSS és TSS négyzetosszegek (between, within
és total sum of squares) az s? és s¢ variancidk képletében szerepld szamlalokat
jelentik. Az atlagos csoportok kozotti variancia (MBSS — mean between groups
sum of squares) az atlagok kiillonbozdségét jellemzi, ezért ezt hatdsvariancidnak
nevezziik. Az atlagos csoportokon beliili varianciat (MWSS — mean within groups
sum of squares) hibavariancidnak nevezzik, mert a csoportokon beliili szér6dast
a véletlen ingadozédsok adjak (amennyiben a mintékra a véletlen mintavétel maod-
szerét alkalmaztuk). R-ben az egyszempontos ANOVA-t az alapcsomagban levé
aov(fiiggd valtozo~faktor) paranccsal végezhetjiik el.

Amennyiben az ANOVA a szignifikanciaszintnél kisebb p-értéket ad, elvetjiik a
H, hipotézist. Ilyen esetben egy post-hoc prébat hasznalunk a mintaatlagok paron-
kénti 6sszehasonlitasara tigy, hogy a mtveletek 6ssz-szignifikanciaszintje a legyen.

5.11. tablazat. Az egyszempontos ANOVA eredményének megaddsa

A szorodas forrdsa  Szabadségfokok Négyzetosszegek — Variancia F-test
Csoportok kozott g—1 BSS M, (s2) Mo /Mo
Csoportokon beliil N-g WSS (SSE#) M, (59)

Teljes variancia” N-1 TSS M, (s%)

#SSE - sum of square error

"TSS = BSS + WSS
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A feltételek tesztelése

Az egyszempontos ANOVA feltételeinek tesztelését kiillonb6zé prébakkal
végezziik el. A csoportok normalis eloszlasat a Shapiro-Wilk- vagy Kolgomorov—
Smirnov-prébaval végezhetjiik el, vagy a grafikus ellenérzésre is hagyatkozhatunk
(hisztogram vagy Q-Q &bra).

A variancidk egyenléségét tobbféle probaval ellendrizhetjiik, a préba kivélasz-
tédsat a mintak eloszlasa donti el: a Bartlett-préba normélis eloszlasoknal ad meg-
bizhat6 eredményt, a Levene-proba kevésbé érzékeny a normalis eloszlastél valo
eltérésekre, a Brown-Forsythe-préba pedig a legalkalmasabb erésen ferde eloszlasok-
ra. A szérasok inhomogenitasat, illetve az eloszlasok ferdeségét ki lehet kiiszobolni
az adatok atalakitasaval (pl. logaritmalas). Masik lehet6ség az ANOVA helyettesitése
a Welch—~ANOVA vagy a Brown-Forsythe-féle F-probéba (Allen, 2017).

Az ANOVA alkalmazhatésdganak egy masik feltétele az, hogy a rezidualisok
(az egyedi eltérések a csoportatlagtol) normalis eloszlast kovessenek. Ezt ellen-
6rizhetjik egy Q-Q abran vagy hisztogramon, illetve elvégezhetiink egy prébat a
normadlis eloszlasra. R-ben a reziduélisok megtalalhatok vektorként az aov tipusa
objektumban residuals név alatt.

Post-hoc tesztek

Az ANOVA-pro6béra a leggyakrabban hasznalt post-hoc tesztek a Tukey, Dun-
can, Scheffe, Student-Newman-Keuls (SNK), illetve a legkisebb szignifikans kii-
lénbség (LSD - least significant difference) (Allen, 2017). Ezek koziil a helyzetnek
megfeleléen a legalkalmasabbat valasszuk ki. A Scheffe-préba a legszigortubb
az elséfaju hiba elkovetésével szemben. Ez egyben azt is jelenti, hogy a legna-
gyobb a veszélye annak, hogy egy mésodfaja hibat kovetink el, nem mutatjuk
ki a hatast, amikor az a valdsagban fennall. A Tukey, Duncan, SNK, LSD sokkal
engedékenyebbek az els6faja hiba elkovetésével szemben, ezért ezeket a tesztered-
ményeket 6vatosan kell kezelni. A Scheffe-teszt az egyediili, amely megengedi a
killonbo6z6 elemszamot a mintakban, a Duncan-teszt pedig akkor is elvégezhetd,
ha az ANOVA-teszt nem adott szignifikdns eredményt. A Scheffe-préba tovabbi
kiilonlegessége, hogy kevésbé érzékeny arra, ha nem teljesiil a normaélis eloszlas
vagy a variancidk egyenlésége, és mas algoritmusra épiil, mint a tébbi préba: nem
paronkénti sszehasonlitdsokat végez, hanem az dtlagok kozti lineéris kontraszto-
kat értékeli ki (Gad, 2010). R-ben a post-hoc prébakat tobbféle csomag segitségével
lehet elvégezni, az 5.12. tdblazatban a {DescTools} csomag parancsa lathaté.

Hatdsnagysdag az ANOVA-probara

Az egyszempontos ANOVA hatdsnagysagat (n?, eta-négyzet) a csoportok kozot-
ti variancia és a teljes variancia aranya fejezi ki, ami megmutatja, hogy a csoportok
kozotti szérodas hanyad része a teljes szérodasnak:
25

n _SZI
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Az n? mértékét Cohen-féle kritikus értékek négyzetével értelmezhetjiik, azaz
a 0.10, 0.25, 0.40 megfelelnek a kis, kozepes és nagy hatasnak (Allen, 2017).
A Cohen-féle d kiterjeszthet6 ketténél t6bb csoportra is, ebben az esetben a
Cohen-féle f mutat6t szamoljuk ki:

ahol s, a csoportatlagok szérasa, s pedig a teljes adatsor szérasa. Az s_kifejezése
flgg att6l, hogy a csoport elemszamai egyenl6k-e vagy nem.

)

. _\/(;z1 — )2+ (% — 2)2 + -+ (% — %)
e g

ha a csoportok elemszamai azonosak, és

Sm

G - 02 4 — D2+t (% — %)

= T y

ha a csoportok elemszdmai nem azonosak. Mivel a d = 2f, ezérta 0.1, 0.25, ill. 0.5
f-értékek megfelelnek a kis, kozepes és nagy hatasnak (Salkind, 2010).

5.12. tablazat. Az egyszempontos ANOVA-préba R-ben

Parancs Részletek Magyaréazat

model = aov(x~g, data)
PostHocTest(model, method, conf.level = 0.95, ordered) {DescTools}
eta_squared(model, partial = F) {effectsize}

X Numeric Fiiggd, numerikus véltozé

g Factor Fuiggetlen valtozo

model  egy aov tipusi objektum Az ANOVA eredményét 6rzé objektum.

"hsd", "bonferroni",
method "Isd", "scheffe",

"newmankeuls", "duncan"

Tukey HSD, Bonferroni/Dunn,
LSD, Scheffe, SNK, Duncan

ordered FALSE /TRUE TRUE = legkisebb atlagtél halad a legnagyobb felé
Egyszempontid ANOVA-ndl a parciélis
partial TRUE/FALSE és a teljes eta-négyzet ugyanaz az érték.

Alapbél a TRUE van beallitva.

Példa: Harom ndsziromfaj morfolégiai adatai

Az R alapcsomagjéban levd iris adattdbla hdrom ndésziromfaj csésze- és szi-
romlevelének a hosszat és szélességét tartalmazza, fajonként 50-50 egyedre. Meg-
vizsgéljuk a csészelevelek fajonkénti atlagszélességének egyenlGségét (5.7. dbra,
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A). Az ANOVA alkalmazaséanak feltételei a normaélis eloszlas és a variancidk egyen-
16sége. Mivel minden csoportban 50 egyedet vizsgéltak, a Shapiro-Wilk-prébaval
ellendrizziik az eloszlast, és a Levene-préobéval a varianciak egyenldségét.

Csészelevél szélesség (cm)

5.7.

4.0
40

30
1

3.5

Gyakorisag
20

10

i o J ==

= —_—

T T T -1.0 05 00 05 10
setosa versicolor virginica

20

Rezidudlisok

abra. A hdrom ndsziromfaj csészelevél-szélességének dobozdiagramja (A) és
az ANOVA-préba rezidudlisainak eloszldsa (B)

Hipotézisek:

H,: a harom nésziromfaj csészelevél-atlagszélességei egyenldk. (p > 0.05)
H,: a csészelevelek atlagszélességei legalabb két fajnal kiillonbéznek. (p < 0.05)
Az adattdbla hdrom csoportja szerinti dobozdiagram megkozelitéen szimmet-

rikus eloszlasokat mutat, az Iris setosa fajnal enyhe jobb oldali ferdeség all fenn.

#Normdlis eloszldsok tesztelése Shapiro—Wilk-prébaval
tapply (iris$Sepal.Width, iris$Species, shapiro.test)
$Ssetosa

Shapiro-Wilk normality test

data: X[[1]]

W= 0.97172, p-value = 0.2715

$versicolor

Shapiro-Wilk normality test

data: X[[i]]

W = 0.97413, p-value = 0.338

Svirginica

Shapiro-Wilk normality test

data: X[[1]]

W = 0.96739, p-value = 0.1809

#Variancidk egyenldségének tesztelése Levene-probdval
library (DescTools)
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LeveneTest (iris$Sepal.Width~iris$Species)
Levene’s Test for Homogeneity of Variance
(center = median)

Df F value Pr (>F)
group 2 0.5902 0.5555

147

#A p-érték 0.555 > 0.05, a variancidk egyenldk.

#Az ANOVA-proba
modell = aov(iris$Sepal.Width~iris$Species)
summary (modell)
Df Sum Sg Mean Sg F wvalue Pr (>F)
iris$Species 2 11.35 5.672 49.16 <2e-16 ***
Residuals 147 16.96 0.115
#A p-értél << 0.05, legaldbb két dtlag nem egyenld.

#Post-hoc teszt
posth = PostHocTest (modell,
method = "hsd", ordered = T)
print(posth, digits = 2)
Posthoc multiple comparisons of means : Tukey HSD
95% family-wise confidence level
factor levels have been ordered
$ iris$Species’
diff lwr.ci upr.ci pval
virginica-versicolor 0.20 0.043 0.36 0.0088 **
setosa-versicolor 0.66 0.497 0.82 3.1le-14 **x*
setosa-virginica 0.45 0.293 0.61 1.4e-09 #**x*
#A p-értékek (utolsd oszlop) << 0.05

#Rezidudlisok eloszldsdnak tesztelése
hist(modell$residuals) #6.7.B dbra

shapiro.test (modell$residuals)

Shapiro-Wilk normality test

data: iris aSresiduals

W = 0.98948, p-value = 0.323

#A p-érték > 0.05, a rezidudlisok normdlis eloszldsuak.

Az ANOVA-préba szignifikans eredményt adott (F = 49.16, df, = 2, df, =
147, p < 0.001). A Tukey HSD post-hoc préba szerint mind a harom faj paronként
kulonbozé atlagszélességli csészelevéllel rendelkezik. A hisztogram és a Shapiro—
Wilk-préba szerint a reziduélisok eloszlasa normalis (4.9. dbra, B).
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A hatdsnagysdg megadhat6 az f mutatéval. R-ben az {effectsize} csomagban
megtalalhaték a megfeleld parancsok. A szamitasok alapjan azt mondhatjuk, hogy
a hatds nagy, ami alatimasztja az ANOVA szignifikdns eredményét.

library (effectsize)
eta_squared(modell, partial = F)
#Effect Size for ANOVA (Type I)

Parameter | Eta2 | 95% CI

iris$Species | 0.40 | [0.30, 1.00]

cohens_f (modell, partial = F)
#Effect Size for ANOVA (Type I)

Parameter | Cohen’s f | 95% CI

iris$Species | 0.82 | [0.66, Inf]

5.6.2. Egyszempontos ANOVA nem egyenld variancidkra

Az egymastol fiiggetlen mintak atlagainak egyenldségére, ha a varianciak nem
egyenlék a csoportvéltozo szintjeire, robusztus varianciaelemzést hasznélhatjuk.
A leggyakrabban hasznalt prébdk: a Welch—~ANOVA, a Brown-Forsythe-préba és
a James-préba (Brown és Forsythe, 1974; James, 1951; Welch, 1951).

A Welch-ANOVA a Welch-féle U-proba altaldnositasa. Akkor miikodik jol,
ha az eloszldsok normaélisak, a mintaelemszamok nagyok és egyenléek. Az el-
s6faji hiba feliigyelése viszont kevésbé hatékony, ha az elemszamok kicsik és
eltéréek, amihez bizonyos foku ferdeség is tarsul a minték eloszlasdban. A préba
megbizhat6sagat tovabb gyengiti a csoportok nagy szdma (Lix és Keselman, 1995;
Wilcox, 1988).

A Brown-Forsythe-proba az egyszempontos ANOVA robusztus véltozata,
amely jol ellené6rzi az els6faji hibat akkor is, ha a csoportokon beliili eloszlasok
kialonb6z6 mértékben ferdék. Ellenben kevésbé jol teljesit, ha a csoportok varianci-
ai er6sen eltérnek egymastol, és az elemszam alacsony (Lix et al., 1996). Normalis
eloszlasti mintdknal a Welch—ANOVA megbizhatébban miikodik.

A James-préba egy QQ probastatisztika kiértékelésén alapul, amely x*-eloszlést
kovet. A préba sokkal hatékonyabban mtikédik a mésik kett6nél, ha az eloszlasok
szimmetrikusak, ellenben a kis elemszam és ferde eloszlas esetén nem tanacsos
a hasznélata (Lix et al., 1996; Wilcox, 1988).
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Post-hoc préba és hatdsnagysdg

A nem egyenlé variancidkkal rendelkez6 mintak paronkénti 6sszehasonlita-
séra a Games—-Howell-préoba alkalmas. A préba a szabadsagfokok Welch-féle kor-
rekcidja és a Tukey-préba Student-féle valtozatéra épiil. Az atlagok kozti eltérések
kiértékelésekor korrigalja az ismételten elvégzett miiveletek p-értékét, ezért ezt
nem kell kiilén elvégezni. Az els6faju hibat akkor is jél kontrolldlja, ha a mintak
elemszamai kiilonboznek, ellenben kis mintaelemszamoknal engedékenyebbé
valik (a javaslat az, hogy a mintdk elemszamai ne legyenek hatnal kisebbek). A ha-
tdsnagységot az egyszemponti ANOVA-nal targyalt paraméterekkel lehet megadni.

A prébakat R-ben a {onewaytests} csomag segitségével, a post-hoc probat
pedig az {rstatix} csomagban lev6 games_howell test () paranccsal végezhetjiik
el (5.13. tablazat). A Welch—-ANOVA proéba lehet6vé teszi az adatsorok trimmelését
a rate opcié altal, amelynek értéke [0, 0.49] kozott valtozhat.

5.13. tablazat. A robusztus egyszempontos ANOVA-préba R-ben

Parancs Részletek Magyarazat

model = welch.test(x~g, data, rate, alpha) {onewaytests}
model = bf.test(x~g, data, alpha) {onewaytests}

model = james.test(x~g, data, alpha) {onewaytests}
games_howell test(x~g, data, conf.level = 0.95) {rstatix}
eta_squared(model, partial = F) {effectsize}

X Numeric faggds, numerikus valtozo
g Factor figgetlen véltozo
data Dataframe a valtozdkat tartalmazé adattabla

Alapbdl az értéke 0. Véltoztathatd 0.49-ig.

rate trimming Péld4ul a 0.1 érték 10% trimmelést jelent.

alpha signifikanciaszint Alapbdl az értéke 0.05.

Egyszemponti ANOVA-nél a parciélis
partial ~ TRUE/FALSE és a teljes eta-négyzet ugyanaz az érték.
Alapbél a TRUE van beéllitva.

5.6.3. Ismételt méréses ANOVA

A préba olyan mintédkra alkalmazhat6, amelyek nem fiiggetlenek egymas-
tél. A leggyakoribb esetek azok, amikor idében ugyanazon a mintan tébbszor
elvégziink adott méréseket, megfigyeléseket, vagy ugyanazt a mintat kil6nb6z6
feltételek mellett vizsgédljuk. Ezért ezt a prébat csoporton beliili ANOVA-nak
(within-subjects ANOVA) is nevezik. A fiiggetlen véltoz6 lehet nominélis vagy
ordinalis (csoportok), a fiigg6 valtoz6 pedig folytonos numerikus (ardny- vagy
intervallumskalajt). Mivel ugyanazt a mintat hasznaljuk, a kutatds soran a minta
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elemszama nem véltozik. A préba hipotézisei megegyeznek az egyszempontos
ANOVA hipotéziseivel:

H,: a mintéra kapott 4tlagok egyenldk (p > 0.05);

H,: legalabb két atlag kiilénbozik egymastdl (p < 0.05).

A préba akkor alkalmazhaté, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:

—a mintdban lev6 objektumok véletlen mintavétellel lettek kivalasztva;

— a vizsgélt valtoz6é minden csoportban normaélis eloszlast;

— szfericitas fennallasa.

Szfericitds

Szfericitds alatt variancidk killénbségének az egyenléségét értjiik. Két-két
csoportra kiszamoljuk az egyedekre kapott értékek kiillonbségeit, majd a kiillonbsé-
gek varianciajat. Ha harom csoportot (1, 2, 3) vizsgaltunk, akkor harom varianciat
hasonlitunk 6ssze, amelyeket az 1-2, 1-3, 2-3 adatsorokra kaptunk. Erre alkalmas
proba a Mauchly-féle szfericitasi vizsgalat. A Mauchly-préba nullhipotézise a
kilonbségek variancidinak egyenldsége. A probastatisztika a Mauchly W-értéke,
amely y*-eloszlast kovet g-1 szabadsagfokkal, ahol g a csoportok szama. A préba
nem végezhetd el két csoport esetén (egyetlen varianciaérték van). A Mauchly-pré-
ba ereje gyengiil kis elemszamok mellett, illetve nagyon megné nagy elemszamu
mintdknél. Ennek ellenére a szfericitas tesztelésére ez a jelenleg bevalt préba.

Amennyiben a prdba szignifikdns eredményt ad, korrekciot kell végezni a
szabadsédgfokok szdméra. A korrekcié eredményeként a kapott p-érték nagyobb
lehet. A korrekciét tobbféle médon lehet elvégezni, a leggyakoribbak:

— Greenhouse-Geisser-modszer;

— Huynh-Feldt- (kevésbé konzervativ) mddszer.

R-ben a Mauchly-préba be van épitve az anova_test () parancsba, ami az
{rstatix} csomagban taldlhat6 meg. Szignifikans eredménynél a parancs az ANO-
VA-préba szabadsagfokait helyben médositja a Huynh-Feldt- és a Greenhouse—
Geisser-modszer szerint.

F-préba

Az egyszempontos ANOVA hibatagjanak a fiiggetlen csoportokon belili elté-
rések négyzetosszege (WSS) felelt meg. Az ismételt méréseknél a méréseket ugyan-
azon az objektumon végezziik, igy a kapott széras kisebb, mint amit killonboz6
objektumok esetében kapunk (5.8. dbra). A hibanégyzetek 6sszege (SSE) ebben
az esetben a kovetkez6képpen mddosul:

SSE = WSS - SSS,

ahol az SSS az alanyok altal meghatarozott variabilitds (Sum of Squares of the
Subjects). Mivel a hibanégyzetek 6sszege kisebb, mint a fiiggetlen minték esetében,



152 5. HIPOTEZISVIZSGALATOK FOLYTONOS VALTOZOKRA

ezért az F-érték nagyobb lesz, igy a préba ereje nagyobb, mint az egyszempontos
ANOVA esetében.

Egyszemponti ANOVA
Csoportok kozotti Csoportokon beliili
szorodas szOrodas
BSS WSS = SSE

Osszetartoz6 mintds ANOVA

Csoportok kozotti Csop ort’o lfor}
pas beliili szorodas
sz6Orodas
BSS WSS — SSS
SSE SSS

5.8. abra. A fiiggetlen és az egymdastdl fiiggd mintdk dltal meghatdrozott
hibanégyzetek dsszege (SSE).

Az SSS az alabbi képlettel szamolhat6 ki:

k
$SS=g- Z(;zi - %)?,
i=1

ahol X, az alanyok (subject) értékeinek atlaga az i-dik csoportban, X a nagy étlag
(csoportétlagok atlaga), g pedig a csoportok szdma, k a csoportok szdma.

Az F-értéket az M, és M, aranyéabol kapjuk meg, a két szabadsagfok pedig:
df,=g-1,df,=(N-1)(g- 1), ahol g a csoportok szdma, N az adatok 6ssz-szama.
M
F = s
Mssg

ahol M, azonos az egyszempontit ANOVA-nél hasznélt mutatéval, az M, pedig:

Moo 5SS
SET(N-D(@ -1

R-ben a prébat végre lehet hajtani az alapcsomagban lev6 aov () parancs-
csal, beillesztve egy hibatagot is az 0sszefiiggésbe: aov (fiiggé.v~csoport.v
+ Error (egyedek vektora)).Ennek a parancsnak feltétele, hogy az egyedek
vektordban egy adott egyed kédja minden csoportban azonos legyen. A post-
hoc teszt a pairwise.t.test () paranccsal futtathat6. Az {rstatix} csomagban
talalhaté parancsok tobb informéci6t szolgaltatnak a puszta F-prébanal. Példaul
az anova_test () parancsba be van épitve a variancidk homogenitasanak a tesz-
telése Mauchly-médszerrel, és a szabadsagfokok korrigdldsa is, ha nem teljesiil
a feltétel, valamint az eta-négyzet hatdsnagysagot is megadja. A post-hoc teszt a
pairwise_t_test() paranccsal végezhetd el (5.14. tdblazat).
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5.14. tablazat. Az ismételt méréses ANOVA elvégzése R-ben

Parancs Részletek Magyarazat

modell = anova_test(data, dv, wid, within) {rstatix}
get_anova_table(modell) {rstatix}
pairwise_t_test(x~g, paired = TRUE, p.adjust.method) {rstatix}

data adattabla

dv dependent variable fugg6 véltozo

objektumok kédjait tartalmazé valtozé
wid within identities (a kddok minden csoportban ugyanazok);
at kell alakitani faktor valtozora

within groups csoportvéltozé (faktorra kell alakitani)
X fugg6 véltozo
g groups csoportvaltozo

"holm", "hochberg", "hommel",

p-adjust.method  p-érték korrekcidja "bonferroni", "BH", "BY", "fdr", "none"

Példa

Kolozsvar kozelében (18 km-re északra), egy legel6nek hasznalt teriileten vizs-
galtuk a mezei csiperke (Agaricus campestris) réztartalmanak a valtozésat hdrom
termési idészakban, 2020-ban. Minden alkalommal 15 mintat gyjtottiink be, egy-
egy mintdban 5-7 egyeddel. Az 5.9. dbran lathaté a rézkoncentraciok dobozdiagramja
a harom idGszakra. Az 4bra alapjan tgy tlinik, hogy az elsé termési idészakban
volt a legmagasabb a rézmennyiség a gombédban. Az adattabla tartalmazza a min-
takédokat (ID), amelyek ismétl6dnek a harom id6szakban, a rézkoncentraciét (Cu)
szarazanyagra mg/kg-ban kifejezve, és az idgszakot (majus, jalius és oktdber).

head(qg)
ID Cu Season

80

70

1 DKl 77.1 Majus S —

2 DK2 71.7 Majus 2 . ’

3 DK3 87.5 Majus e g

4 DK4 58.1 Majus € 7 o

5 DK5 52.7 Majus . — |

6 DK6 70.0 Méjus Méjus Jalius Oktéber
5.9. abra. Mezei csiperke réztartalma

az id4 fiiggvényében

Tesztelni szeretnénk a rézkoncentracié valtozasat a harom egymast kovetd
idészakban. Mivel a mintdk nem fiiggetlenek egymastél, hiszen harom alkalom-
mal ugyanarrél a helyrél gytjtottiik be 6ket, ismételt méréses ANOVA prébaval
végezzik a tesztelést.
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A feltételek tesztelése:

#Normalis eloszlds tesztelése
library (rstatix)
library (tidyverse)
g %>% group_ by (Season) %>% shapiro_test(Cu)
#A tibble: 3 x 4

Season variable statistic p

<chr> <chr> <dbl> <dbl>

1 First Cu 0.922 0.205
2 Second Cu 0.950 0.529

3 Third Cu 0.946 0.471

#Mind a hdrom minta normdlis eloszlasu.

#ANOVA és Mauchly-proba
anova_test(data = g, dv=Cu, wid=ID, within = Season)
ANOVA Table (type III tests)
SANOVA
Effect DFn DFd F p p<.05 ges
1 Season 2 28 6.347 0.005 * 0.225

$ 'Mauchly’s Test for Sphericity’

Effect W p

1 Season 0.993 0.957

#A Mauchly-proba eredménye nem szignifikdns.

Az ANOVA-préba szignifikans eredményt adott (F = 6.35, df = 2, p = 0.005),
ezért post-hoc tesztet végziink, Bonferroni-féle p-korrekciéval. Az eta-négyzet
hatasnagysagértéke 0.225, ami jelentds hatast mutat.

#Post-hoc prdéba
comp Cu = g %>%
pairwise_t test(Cu~Season, paired = TRUE,
p-adjust.method = "bonferroni")
comp_Cu
# A tibble: 3 x 10
.y. groupl group2 nl n2 statistic df p p.adj p.adj.sig
<chr> <chr> <chr> <int> <int> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <chr>
1 Cu First Second 15 15 2.80 14 0.014 0.043 *
2 Cu First Third 15 15 3.20 14 0.006 0.019 *
3 Cu Second Third 15 15 0.485 14 0.636 1 ns
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A post-hoc préba szerint beigazol6dott a megfigyeléstink, miszerint a mezei
csiperkében az els6 termés idjén van a legnagyobb rézkoncentracié, ami szigni-
fikdnsan eltér a masodik (t = 2.80, df = 14, p = 0.043) és a harmadik (t = 3.20,
df = 14, p = 0.019) termést6l. A mésodik és a harmadik termés sordn a gomba
rézkoncentracidja kozott nincs szignifikans kiilonbség (t = 0.485, df = 14, p = 1).

5.7. Nem parametrikus prébak ketténél tobb csoport
medianjanak egyenléségére

5.7.1. A Kruskal-Wallis-préba

A préoba William H. Kruskal és W. Allen Wallis statisztikusokrél kapta a nevét,
akik 1952-ben kozolték az altaluk kidolgozott alternativ megoldast az egyszem-
pontos ANOVA prébédhoz, ha annak nem teljesiilnek az alkalmazhatdsagi feltételei
(Kruskal és Wallis, 1952). Ahhoz, hogy a medidnokra tudjunk kovetkeztetéseket
levonni, teljesiilnie kell egy feltételnek: a mintak eloszlasa azonos kell hogy le-
gyen; eltoldssal egymaéssal fedésbe kell hogy kertiljenek. Ellenkez6 esetben csak az
eloszlasok egyformasagat vagy kiilonbozdségét allapithatjuk meg, tobb fliggetlen
minta egyforma méretérél kapunk informéciét (Vargha, 2015). A valtozé legalabb
ordinalis skalan értelmezett kell hogy legyen.

A préba alapgondolata az, hogy az 6sszes értéket rangsoroljuk, és elvarjuk,
hogy a rangok eloszlasa egyenletes legyen a mintakon beliil, ha az 6sszes minta
egy populéciobdl szarmazik.

Hipotézisek:

H,: amintak azonos populciobdl szdrmaznak (ill. a mintdk medianjai egyenldk).

H,: a mintdk nem azonos populaciébél szarmaznak (ill. legaldbb két minta

medidnja eltér egymastol).

A H probastatisztika a kovetkez6képpen szamolhaté ki, ha nincsenek kap-
csolt rangok:

g
12 R?
H:—-Z—l— N+1),
N(N+1) '17’li 3( + )
i=

ahol N az tssz-elemszam, g a mintdk (csoportok) szdma, n, az elemek szdma
csoportonként, R, a rangok dsszege csoportoként. A H olyan y*-eloszlast kovet,
amelynek szabadséagfoka df = g - 1. Ha kapcsolt rangok vannak jelen, akkor a H-t
korrigalni kell gy, hogy elosztjuk az alabbi kifejezéssel:

X -D -G+ D
N3 —N ’
ahol t (ties) egy adott csoportban levé kapcsolt rangok szama.

1
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Post-hoc préba

A Kruskal-Wallis-probéara kapott szignifikdns eredmény sziikségessé teszi a
csoportok paronkénti 6sszehasonlitasat. Erre alkalmas a Dunn-préba. A p-értékek
korrigalasat tobb mddszerrel végezhetjiik el. A leggyakrabban hasznalt médszerek
a Bonferroni-, Holm-, Hommel-, Rom-, Hochberg-, Benjamini-Hochberg-mdédszer.
A Bonferroni p-korrekcié lényege, hogy egy 6sszehasonlitas szignifikanciaszint-
je a/k, ahol k az 6sszehasonlitasok szama. Példaul, négy csoportnal 6sszesen
hat 6sszehasonlitést végziink, tehat a k értéke 6, minden préba « értéke pedig
0.05/6 = 0.008. A tobbi mddszer ennek az alapmédszernek a tovabbfejlesztése.
Bonferroni médszerét Holm fejlesztette tovabb egy szekvencialis algoritmust be-
vezetve. Ez az eljaras az els6faja hibat ugyanolyan hatékonyan korrigalja, mint a
Bonferroni-mdédszer, viszont a préba ereje nagyobb (Eichstaedt et al., 2013). Hoch-
berg médszere ugyancsak egy szakaszos médszer, tn. csokkend eljaras, amelynek
a részletesebb kifejtése betekintést enged a hasonl6 algoritmusok megértésébe.
Hochberg csokkend sorrendbe rendezte a k darab dsszehasonlitds p-értékeit:
p, > ...> p,. Els6 1épésben a legnagyobb p-értéket (p,) az a szignifikanciaszinttel
veti 0ssze, és ha p, < a, akkor az 6sszes p-értéket szignifikansnak tekinti. Ha
p, > a, akkor a kévetkezd p-értéket (k = 2) vizsgélja; ha p, < a/2, akkor az 6sszes
k>2 értéket, szignifikdnsnak tekinti. Ellenkez6 esetben a p, értéket viszonyitja
a/3-hoz stb. Altalanosan felirva az algoritmus akkor 4ll le, ha:

P < E

Ezeknek a médszereknek a gyenge pontja viszonylag sok csoport 6sszeha-
sonlitasanal jelentkezik, ugyanis ilyen esetben csdkken a proba ereje. Sok pér
Osszehasonlitasdnél annyira kis értékre csokkennek az egyedi a-értékek, hogy csak
szélséséges esetben vetjiik el a nullhipotézist, igy megnd a mésodfaji hiba esélye
(nem mutatjuk ki a hatast ott, ahol az a val6sagban létezik). A Benjamini—-Hoch-
berg-médszer ellen6rzés alatt tartja a masodfaju hibat, ezért ezt els6sorban sok
csoport 0sszehasonlitasakor érdemes hasznélni (Benjamini és Hochberg, 1995).
Tovébbi részletek, ill. algoritmusok leirasa Keselman et al. (2011) publikéciéjaban
tanulmanyozhaté.

Hatasnagysdg
Kruskal-Wallis-préba esetén a hatdsnagysagot az eta-négyzettel jellemez-
hetjiik, ami a H prébastatisztikdbol szamolhat6 ki az alabbi képlet segitségével:

_H-g+1
=~N—3

772

y

ahol g a csoportok szama, N pedig az 6sszes elem.
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Példa

Az R alapcsomagjaban levé mtcars adattabla 15 autéjara az 5.15. tabldzatban
lathatjuk a 16er6 értékeket az 6sszsebességi fokozatok fiiggvényében. Teszteljiik a
hérom csoport medianjanak egyenl6ségét. A rangok csoportokon beliili 6sszege
alapjan kiszamoljuk a H prébastatisztikat.

= 12 2450.25 + 289 + 2862.25
T 15(15+ 1) 5

A korrekciés tag értéke:

—3(15+ 1) = 8.0125

[ 2'3:441:2:3+0-1-2
153 — 15

=0.991,
innen pedig a H értéke

- 8.0125 8085
T 0991 0 T

5.15. tablazat. Az mtcars adattdbla 15 autémdarkdjara megadott 16erd értékek
az 0ssz-sebeségfokozatok fiiggvényében

Sebességi fokok
3 4 5
AR Ml g Mo gy M
97 6 66 3.5 91
150 9.5 52 1 113
150 9.5 65 2 264 14
245 13 66 3.5 175 11.5
175 11.5 109 7 335 15
Median 150 66 264
R 49.5 17 53.5
R? 2450.25 289 2862.25

A df = 2 szabadsagfokkal rendelkezé y*-eloszlés kritikus értéke 5.991 (a« = 0.05).
A H értéke ennél nagyobb, tehat elvetjitk a nullhipotézist, és fenntartjuk, hogy
legalabb két median kiillonbozik egymastdl.

R-ben a kruskal.test() vagy kruskalTest() paranccsal végezhetjiik
el a prébat, a post-hoc tesztre kwAllPairsDunnTest (), az eta-négyzetet pedig
a kruskal effsize () paranccsal szamolhatjuk ki. A parancsok részletes leirdsa
az 5.16. tdblazatban lathatd.
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5.16. tablazat. A Kruskal-Wallis- és a post-hoc préba medianokra
Parancs Részletek Magyarazat

kruskal.test(x, g, data)

kruskalTest(x, g, data, dist) {PMCMRplus}
kwAllPairsDunnTest(x, g, p.adjust.method) {PMCMRplus}
kruskal effsize(x~g, data) {rstatix}

X fugg6 véltozo

g csoportvaltozo

data adattabla

dist "Chisquare", "KruskalWallis", "FDist" a probastatisztika eloszlasa
. "holm", "bonferroni", "hommel", a p-érték korrigdlasa

p-ajust.method "hochberg", "BH" BH: Benjamini-Hochberg

#K-W préba az mtcars adattdbla utolsd 15 objektumdra
library (PMCMRplus)
d = mtcars[18-32,]
kruskalTest (hp~gear, data = d, dist = "Chisquare")
Kruskal-Wallis test
data: hp by gear
chi-squared = 8.0582, df = 2, p-value = 0.01779
#Mivel a p < 0.05, elvetjiuk a HO hipotézist.
#Post-hoc prdéba
kwAllPairsDunnTest (d$hp~d$gear, p.adjust.method = "holm")
Pairwise comparisons using Dunn’s all-pairs test
data: d$Shp by dS$gear
3 4
4 0.042 -
5 0.777 0.029
P value adjustment method: holm
alternative hypothesis: two.sided
Warning message:
In kwAllPairsDunnTest.default (c(66,52,65,97,150,150,245,175:
Ties are present. z-quantiles were corrected for ties.
#Hatasnagysag (eta-négyzet)
kruskal effsize (hp~gear, data = d)
#A tibble: 1 x 5
.y. n effsize method magnitude
* <chr> <int> <dbl> <chr> <ord>
1 hp 31 0.427 eta2[H] large
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A post-hoc prébat a Holm-médszerrel végeztitk el. Az R ad egy tizenetet,
amelyben jelzi, hogy az adatsorban kapcsolt rangok vannak, és hogy ezeket si-
kertlt-e korrigalni. Ebben az esetben sikeriilt a korrekcid. A hatasnagysig nagy
(eta-négyzet = 0.427), tehat a Kruskal-Wallis-proba szignifikans eredménye el-
fogadhato.

5.7.2. Jonckheere-Terpstra-préba

Abban az esetben, ha a minték egy szempont szerint novekvé sorrendbe ren-
dezheték (példaul vizsgéljuk egy kultarnovény biomasszéjat olyan teriileteken,
amelyekre egyre nagyobb mennyiségben adagolunk miitragyat), akkor a Jonck-
heere—Terpstra-préba megbizhatobb eredményt ad, mint a Kruskal-Wallis-préba
(Jonckheere, 1954; Terpstra, 1952). A Jonckheere-Terpstra-préba nullhipotézise
a medidnok egyenlésége, az alternativ hipotézis pedig azt éllitja, hogy legalabb
két csoport medidnjaban eltérés tapasztalhaté. R-ben a {PMCMRplus} csomagban
megtaldlhat6 a jonckheereTest () parancs erre a probéra (5.17. tablazat).

5.17. tablazat. A Jonckheere-Terpstra-préba rendezett mintdkra

Parancs Részletek Magyarazat

jonckheereTest(x, g, alternative) {PMCMRplus}

X figgd valtozo

g csoportvaltozo

A kétoldali teszt egyenértékii a
korrelacio teszttel Kendall tau-ra.
greater: novekvd sorrend

less: csokkend sorrend

FALSE (kapcsolt rangok jelenlétében)
TRUE (nincsenek kapcsolt rangok)

alterantive "two.sided", "greater", "less"

continuity FALSE/TRUE

Legyen egy laborat6riumi kisérlet, amely soran magok csirdztatdsanak haté-

konysagét tesztelik kiilonboz6 rézkoncentraciéja (0, 5, 10, 25, 50 ug/l) oldatokban,
6-6 Petri-csészében. Az adatokat bevezetjilk R-be:

conc = c(rep(0,6), rep(5,6),rep(10,6) ,rep(25,6))
siker = ¢(30,27,25,23,28,23,24,27,25,24,27,28,22,
25,21,23,25,20,18,22,16,20,19,18)

library (PMCMRplus)
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jonckheereTest (siker, conc, alternative = "less")

Jonckheere-Terpstra test

data: siker and conc

z = —-3.9314, p-value = 4.223e-05

alternative hypothesis: less

sample estimates:

JT 32

Warning message:

In jonckheereTest.default (siker, conc, alternative = "less":
Ties are present. Jonckheere z was corrected for ties.

A préba szignifikans eredményt adott (z = —3.93 p < 0.00005), tehat allithat-
juk, hogy a rézkoncentracié novekedésével csokkent a kicsirdzott magok szama.
A réz 5-50 ug/l koncentraciéban gatolja a magok csirazasat. A mintédban kapcsolt
rangok vannak, amelyeket a préba kezelni tud.

5.7.3. Friedman-proba tébb dsszetartozo minta dsszehasonlitdsdara

A Friedman-pro6ba t6bb 6sszetartozé minta 6sszehasonlitdsara alkalmas nem
parametrikus préba, amely az ismételt méréses ANOVA alternativéja, amikor nem
teljestil a mintdk normalis eloszlasénak feltétele. A préba nullhipotézise azt 4llitja,
hogyag, g, ..., g mintdknak azonos eloszldsa van. A proba a Kruskal-Wallis-pré-
bahoz hasonléan rangsorolja az N elemet, minden csoportra kiszamolja a rangok
osszegét (R, R,, ..., R)), majd kiszdmolja a G probastatisztikat. Ha az N > 5, akkor
a G megkozelitéen azt a y?-eloszlast koveti, amelynek a szabadségfoka df = g - 1.

A G prébastatisztikat a kovetkez6 képlettel értelmezziik:

g
12
=l —— R? | - 3N 1
G N-k(k+1)Z ¢ )7 3N,
i=

ahol N az 6sszmintaelemszam, k a mintak szama, g csoportok szdma, R a rangosz-
szegek mintanként.

Post-hoc probdk és a hatasnagysag

A szignifikdns eredmény utan post-hoc teszttel azonosithatjuk az egymastoél
eltér6 mintakat. A Neményi-préba rangosszegek kozti kiillonbségek kimutataséara
alkalmas, ami a Tukey-préba nem parametrikus véltozata, ill. a Connover-préba is
hasznalhat6. Ezek a probak az els6faja hibat tartjak ellenérzés alatt. A {PMCMRp-
lus} csomagban mind a két préba megtalalhatd. A Friedman-préba hatasnagysagat
az {rstatix} csomag friedman_effsize () parancsaval vizsgalhatjuk. A Friedman-
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probat elvégezhetjiik az {rstatix}, valamint a {PMCMRplus} csomag hasznélatéval,
a friedman_test(), ill. a friedmanTest () paranccsal (5.18. tablazat).

5.18. tablazat. A Friedman-préba dsszetartozé mintdkra

Parancs Részletek Magyarazat

friedmanTest (x, g, ID, data) {PMCMRplus}
friedman_test(x~g | ID, data) {rstatix}
friedman_effsize(x~g | ID, data) {rstatix}
kwAllPairsNemenyiTest(x, g, data) {PMCMRplus}
kwAllPairsConoverTest(x, g, data) {PMCMRplus}

X Numeric fligg6 valtozo

g Numeric csoportvaltozo

1D Factor a minték kddjai

data Data frame adattabla a valtozokkal
Példa

Moédositjuk az el6z6 pontban targyalt példat agy, hogy az egyetlen magféleség
helyett hat killonféle magtipus (M1, ..., M6) csirdzasat vizsgéljuk négy kiillonb6z6
rézkoncentréciéja (0, 5, 10, 25, 50 ug/l) tapoldatban. A rézkoncentrécidk és a ki-
csirazott magok szdma mellett bevezetjiik a magféleségek kédjat is, majd a harom
valtozét egy adattablaba rendezziik:

ID = c(rep(c("M1" ,6 "M2" ,6"M3",6 "M4" 6 "M5" ,"M6") ,4))
ID = as.factor (ID)

conc = c(rep(0,6), rep(5,6),rep(10,6) ,rep(25,6))
siker = ¢(30,27,25,23,28,23,24,27,25,24,27,28,22,
25,21,23,25,20,18,22,16,20,19,18)

d = data.frame (ID, conc, siker)

head (d)

conc siker ID
1 1 30 M1
2 1 27 M2
3 1 25 M3
4 1 23 M4
5 1 28 M5
6 1 23 M6

#Friedman-proba

library (PMCMRplus)

friedmanTest (siker, conc, ID, data = d)
Friedman rank sum test
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data: y, groups and blocks
Friedman chi-squared = 16.158, df = 3, p-value = 0.001053

#Post-hoc: Conover-proba
kwAllPairsConoverTest (siker, conc, data = d)
Pairwise comparisons using Conover’s all-pairs test
data: siker and conc

1 5 10
5 0.99989 - -
10 0.06677 0.05846 -
25 0.00016 0.00014 0.05846

P value adjustment method: single-step

Warning message:

In kwAllPairsConoverTest.default (siker, conc, data = d)
Ties are present. Quantiles were corrected for ties.

#Hatdsnagysag
library(rstatix)
friedman_effsize (siker~conc|ID, data = d)
# A tibble: 1 x 5
.y. n effsize method magnitude
* <chr> <int> <dbl> <chr> <ord>
1 siker 6 0.898 Kendall W large

A Friedman-préba szignifikdns eredményt adott (G = 16.16, df = 3, p = 0.001).
Ezzel 6sszhangban a hatdsnagysag is jelentds (0.898), tehat elmondhatjuk, hogy a
rézkoncentracio hatassal van a magok csirdzésara. A paronkénti 6sszehasonlitas
az 1 és 25 ug/l, illetve az 5 és 25 ug/l oldattal kezelt magok csirdazéasi képessége
kozott mutatott szignifikdns eltérést, ami azt mutatja, hogy a tomény (10 ug/l-nél
nagyobb) rézkoncentracié esetén jelentGsen csokken a magok csirdzasi képessége.

5.8. Faktorialis (tobbszempontos) ANOVA

Egy kornyezeti valtozora gyakorolt hatasok nagyon bonyolultak, 6sszetettek
lehetnek. Amennyiben egy témat a maga valésagaban szeretnénk vizsgalni, ak-
kor lehetséges, hogy tobb faktor hatasat is figyelembe kell venntink. A faktorialis
ANOVA képes egyszerre tobb tényezd hatésat kiértékelni, amit két 1épésben tesz
meg: egyrészt killon-kilon vizsgalja a faktorok hatasét a csoportétlagokra az egy-
szemponti ANOVA szerint, méasrészt pedig vizsgalja, hogy az egyik faktor hatasat
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befolyésolja-e egy masik faktor. Ezt interakciévizsgalatnak nevezziik. A faktorialis
ANOVA esetén tehat két kérdésre keressiik a valaszt:

- van-e szignifikans interakcié a faktorok kozott;

— megvaltoztatja-e a fiigg6 véaltozo atlagértékét egy valtozas a fiiggetlen val-

tozéban?

Ennek alapjan megktlonboztetiink f6hatasokat (egy-egy faktornak a vizsgélt
fiigg6 valtozora gyakorolt 6nall6 hatdsa), és interakcids hatast (a faktorok egyiittes
hatasa a fiigg6 véltozora). Innen kovetkezik, hogy a faktoridlis ANOVA esetében
tobb null-, illetve alternativ hipotézist fogalmazhatunk meg (5.19. tabl4zat).

5.19. tablazat. A faktorialis ANOVA hipotézisei

Nullhipotézisek Ellenhipotézisek

Nincs eltérés az F, faktor szintjeire a fiiggé Legaldbb két szinten eltérés van az atlagok-
valtoz6 atlagaiban. ban.

Nincs eltérés az F, faktor szintjeire a fiiggé Legaldbb két szinten eltérés van az atlagok-
véltoz6 atlagaiban. ban.

Az egyik fakor hatésa a fiiggd véltozo dtlagara Interakci6 van a két faktor kozott (egymast
nem fligg a masik faktortol. befolyasoljak).

Példaul az mtcars adattablaban a kiilonféle auték teljesitményét két szem-
pontbdl vizsgaljuk: a sebességi fokok szdma (3, 4, 5) és a motor alakja (V-alaka: 0,
egyenes: 1) szerint (5.20. tdblazat). A két faktornak 6sszesen hat szintje van, igy
ezt a modellt 2x3-as mintazatnak nevezzik (5.10.A. abra).

5.20. tablazat. Az mtcars autdinak dtlagteljesitménye (I6erd)

. Sebességfok .
Motor alakja Atlag
3 4 5

0 194.2 110.0 216.2 189.7

1 104.0 85.4 113.0 91.4
Atlag 176.1 89.5 195.6 146.7
#Az 5.10.A. abra kodja
?mtcars
d = mtcars
attach (d)
interaction.plot(gear, vs, hp, fun = mean, type = "b",

col = c("indianred2", "steelblue"), pch = c¢(19,17),
font.lab = 2, 1lwd = 2, xlab = "Sebességfok",

ylab = "Teljesitmény (hp)")

#type = "b" (jelzi és OsszekdSti az dtlagokat)
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5.10. dbra. Egy 2x3-as mintdzati faktorialis ANOVA interakcids abraja: A. valds

helyzet; B. elméleti dbra (ha nem lenne interakcié a két faktor kozitt)

#Atlagok kikérése

round (tapply (d[,4],d[,c(8,10)] ,mean) ,1)
gear

vs 3 45

0 194.2 110.0 216.2

1 104.0 85.4 113.0

round (tapply(d[,4],d[,8] ,mean), 1)
01

189.7 91.4

round (tapply (d[,4],d[,10] ,mean) , 1)
345

176.1 89.5 195.6

mean (hp)

[1] 146.7

Amennyiben ningcs interakcié a két faktor kozott, azt varjuk el, hogy a motor

két alakjanak esetében az egyes sebességfokozatokra a teljesitménykiilonbség
allandé legyen (5.10.B. 4bra, d = édllandé). Az 5.10.A. 4bra alapjan feltételezzuk,
hogy a két faktor hat egymasra, viszont ennek a hatasnak a valoédisagat a faktorialis
ANOVA prébaval ellendrizni kell.

Alkalmazhatdésdgi feltételek:
A faktorialis ANOVA alkalmazhat6sagi feltételei egyeznek az egyszempontos

ANOVA feltételeivel. Ezenkivil feltétel, hogy a faktorok egymastdl fiiggetlenek
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legyenek. Ezt nehezen lehetne tesztelni, igy a kutatastervezésnél tugy kell kivéa-
lasztani a faktorokat, hogy elméletileg egymastol fiiggetlenek legyenek.

— Az adatsorok normalis eloszlastak.

— Homogén sz6rasok minden csoportra.

— A csoportok egymastol fiiggetlenek (faktoron belil és faktorok kozott is).

Post-hoc préba és hatdsnagysag

A post-hoc prébak egyeznek az egyszempontos ANOVA prébaival (lasd az
5.6.1. alfejezetet), azzal a kiegészitéssel, hogy az interakcidkra is elvégezhet6k.
A hatasnagysagot a parciélis n*-tel fejezhetjiik ki, ami ebben az esetben az adott
faktor szordsnégyzetének ardnya a faktor szérasnégyzetének és a hiba szérasnégy-
zetének Gsszegével:

&
My, =
Q1 +0Q
ahol Q, az F, sz6érasnégyzeteinek tsszege, a (Q a hibatag szérasnégyzeteinek 6sz-
szege.

Egyszempontos ANOVA-nal a parcidlis és a teljes n° megegyeznek. A parciélis
n? kiszdmolhat6 az ANOVA F- és df-értékének a felhasznélasaval is:

az F; faktorra,

772 — F- dfl
P F-dfi +dfniva
A parancsok R-ben az 5.21. tdblazatban lathatdk.

5.21. tablazat. A t6bbszempontos ANOVA elvégzése R-ben

Parancs Részletek Magyarézat

model = aov(x~F1+F2+F1*F2, data)

summary(model)

PostHocTest(model, method, conf.level = 0.95, ordered = F) {DescTools}
eta_squared(model, partial = T, ci = 0.95, alternative = "two.sided") {effectsize}
cohens_f(model, partial = T, ci = 0.95, alternative = "two.sided") {effectsize}

X Numeric fliggd valtozo
F1, F2 Faktorok csoportvaltozok
data Data frame adattdbla a véltozdkkal

"hsd", "bonferroni", "Isd", "scheffe",

method mewmankeuls", "duncan” a post-hoc préba tipusa
conflevel, ci 0.95 (@ = 0.05) konfidenciaintervallum
partial TRUE/FALSE a parcidlis érték megadasa

(alapbeallitas)

alternative "two.sided", "greater", "less" ci tartomany megadasa
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A kétszempontos ANOVA prébat amodel = aov () paranccsal végezhetjiik el
R-ben. Az eredmény egy tablazat formajaban tekintheté meg a summary (model)
paranccsal, és ami egyezik az 5.22. tablazattal. A szignifikans eredményekre post-
hoc préobét végezhetiink, valamint a hatdsnagységot is kiszdmolhatjuk az egyszem-
pontos ANOVA-ra érvényes probakkal.

5.22. tablazat. A kétszempontos ANOVA eredményének megaddsa

Faktorok Szabadséagfokok  Négyzetosszegek Variancia F-test
F, df, = G,-1 Q, MS, = Q/df, MS /MS
F, df,=G,~1 Q, MS, = Q,/df, MS,/MS
F xF, df,, = (G,~1)(G,-1) Q, MS,,=Q,/df, MS, /MS
Hibatag df =N-G,-G, Q MS = Q/df

“interakcié

G,, G,— a két faktor szerinti csoportok

A példanknal a kovetkez6 hipotéziseket teszteljiik:

H,: Az atlagteljesitmény nem fiigg a sebességi fokok szamatol.
Az éatlagteljesitmény nem fiigg a motor alakjatol.
A sebességi fokok szama és a motor alakja nem hatnak egymasra a telje-
sitmény tekintetében.

H : Az étlagteljesitmény fiigg a sebességi fokok szamatdl.
Az atlagteljesitmény fiigg a motor alakjatol.
A sebességi fokok szama és a motor alakja hatnak egymasra a teljesitmény
tekintetében.

A faktoridlis ANOVA 1épésrdl lépésre R-ben:

#Kétszempontos ANOVA a teljesitményre (hp)
attach (mtcars)
model=aov (hp~gear+vs+gear*vs)

summary (model)

Df Sum Sg Mean Sqg F wvalue Pr (>F)
gear 2 64213 32106 15.911 3.07e-05***
vs 1 23753 23753 11.771 0.00202**
gear:vs 2 5296 2648 1.312 0.28647
Residuals 26 52465 2018
Signif.codes: 0 “***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*" 0.05 *." 0.1 Y’ 1
#A két faktor szignifikdns eredményt adott,
#az interakcio nem szignifikdns.
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#Post-hoc prdéba (Scheffe)

library (DescTools)

PostHocTest (model, method = "scheffe")
Posthoc multiple comparisons of means: Scheffe Test
95% family-wise confidence level

Sgear

diff lwr.ci upr.ci pval
4-3  -86.63333 -149.20225 -24.06442 0.0025**
5-3 19.46667 -63.95855 102.89189 0.9810
5-4 106.10000 20.10725 192.09275 0.0086**
Svs

diff lwr.ci upr.ci pval
1-0 -43.1746 -100.7435 14.39427 0.2384
$ gear:vs’

diff lwr.ci upr.ci pval

4:0-3:0 -84.16667 -207.55423 39.22090 0.33508
5:0-3:0 22.08333 -71.18890 115.35557 0.97979
3:1-3:0 -90.16667 -194.44819 14.11486 0.12284
4:1-3:0 -108.76667 -177.93921 -39.59413 0.00054***
5:1-3:0 -81.16667 —-249.31558 86.98224 0.69830
5:0-4:0 106.25000 -33.65835 246.15835 0.22662
3:1-4:0 -6.00000 -153.47635 141.47635 1.00000
4:1-4:0 -24.60000 -149.73783 100.53783 0.99126
5:1-4:0 3.00000 -194.86029 200.86029 1.00000
3:1-5:0 -112.25000 -235.63757 11.13757 0.09219.
4:1-5:0 -130.85000 -226.42560 -35.27440 0.00290**
5:1-5:0 -103.25000 -283.87090 77.37090 0.53023
4:1-3:1 -18.60000 -124.94671 87.74671 0.99491
5:1-3:1 9.00000 —-177.54447 195.54447 0.99999
5:1-4:1 27.60000 -141.83743 197.03743 0.99636
#p<0.05 csillaggal jeldltek.
#Hatdsnagysdg
library (effectsize)
eta_squared(model, partial = T, alternative = "two.sided")
#Effect Size for ANOVA (Type I)
Parameter | Eta2 (partial) | 95% CI
gear | 0.55 | [0.26, 0.71]

vs | 0.31 | [0.06, 0.54]
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gear:vs | 0.09 | [0.00, 0.31]
#A hatdsnagysdg jelentds a gear és vs valtozd esetén.

A kétszempontos ANOVA szignifikdns eredményt adott az F, és F, faktor
hatésara, az interakcié ellenben nem szignifikans. Noha az 5.10. dbran Ggy tlnt,
hogy van eltérés a két csoporthoz (vs) tartozé atlagok (gear) kozott, a valésagban
ezek az eltérések nem szignifikansak. Ezt tdmasztjak ala a parcialis eta-négyzet
értékek is. A post-hoc préba ravilagitott a paronkénti szignifikans eltérésekre.

5.8.1. Robusztus alternativdk a faktorialis ANOVA-ra

A faktorialis ANOVA eléggé robusztus a normalitassal és a variancidk egyen-
16ségével szemben tdmasztott feltételek bizonyos szinti megsértésére. Ha a fiiggs
valtozé eloszlésa a faktorok szerint egyiranyud ferdeséget mutat, és a mintak
elemszdmai nem térnek el jelent6sen egyméastél, akkor a prébat a variancidk
egyenléségének a megsértése mellett is lehet hasznélni. Ellenkezé esetben egy
robusztus valtozatot kell hasznalni. Erre tobb lehetéség van, ezzel kapcsolatban
részletesebb informéciék olvashaték Erce-Hurn és Mirosevich (2008), vala-
mint Keselman et al. (2003) munkéiban. Az egyik legelfogadottabb mddszer a
Welch-James-préoba, amely a Welch-prébat alkalmazza a faktorok szerinti atlagok
0sszehasonlitasara, és a Johansen altal leirt modszer az interakcidk vizsgélatara
(Johansen, 1980).

A {welchADF} csomag lehet6vé teszi ennek a probanak az elvégzését.
A szerzé a csomag részletes jellemzésérdl cikket jelentett meg az R Journalben
(Villacorta, 2017). A csomagban szerepel egy adattabla, amely egy 2005-ben meg-
jelent pszichologiai kisérlet eredményeit reprodukalja, sarkitva a csoportokon
beliili elemszamokat (a szintekhez tartozo elemszamok 45-50 kozott valtoznak) a
Welch-James-préba hasznélatdhoz. A kutatés célja a sztereotipidk érvényességé-
nek vizsgalata volt, miszerint a nék gyengébben teljesitenek szamtanpéldakban,
mint a férfiak (Wicherts et al., 2005). Az adattabla két faktort (condition, sex)
és egy numerikus (y) valtozdét tartalmaz. A condition faktornak harom szintje
van: kontroll, lenullazott és sztereotipids csoport. A lenullazott csoportban a
tesztlapon kozolték, hogy ebben a feladattipusban a nék bizonyitottan egyfor-
man teljesitenek a férfiakkal, a sztereotipids csoportnal pedig azt, hogy a férfiak
bizonyitottan jobban teljesitenek. Az y valtoz6 a teszten elért pontszdmokat
tartalmazza.

library (welchADF)
d = womenStereotypeData
head (d)
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condition sex %
1 control male 10
2 control male 10
3 control male 16
4 control male 20
5 control male 35
6 control male 13

A Welch-James-prébat R-ben a welchADF. test () paranccsal végezhetjiik
el (5.23. tablazat).

5.23. tablazat. A Welch-James-préba R-ben

Parancs Részletek Magyarézat

model = welchADF(data, response, between.s, constrast,
trimming, per, effect.size, bootstrap)
summary(model) {welchADF}

data Dataframe adattabla a valtozdkkal
response Numeric fuggd valtozo

between.s  Factors faktorok

contrast "omnibus", "all.pairwise" a post-hoc préba tipusa
trimming FALSE/TRUE szélsbértékek eltavolitasa

Ha trimmelést végziink, beallithatjuk
a trimmelés mértékét. Alapbol 20%.

effect.size =~ FALSE/TRUE hatédsnagysag megadéasa

per 0.2

#Welch—James-prdéba

model = welchADF.test(d, response = "y",
between.s = c("condition", "sex"))
summary (model)

Call:
WJ statistic NumeratorDF DenominatorDF Pr (>WJ)
condition 2.151 2 154.7 0.11986
sex 2.933 1 216.4 0.08824.
condition:sex 2.521 2 154.7 0.08368.

Signif. codes: 0 ,***’ 0.001 ,**" 0.01 ,*" 0.05 ,."” 0.1

Az eredmény azt mutatja, hogy sem a befolyasolasnak (kondicionalasnak),
sem a kitolté nemi hovatartozasanak nincs szignifikans hatasa a teszteredmények-
re. Az interakci6é sem szignifikdns. Ennek ellenére, ha a széls6értékeket eltavolitjuk
trimmeléssel (20%), eltéré eredményhez jutunk:
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#Welch-James-proba trimmelt adatokra

model = welchADF.test(d, response = "y",
between.s = c("condition", "sex"),
trimming = TRUE)

summary (model)

Call:
WJ statistic NumeratorDF DenominatorDF Pr (>WJ)
condition 5.205 2 93.38 0.007189*~*
sex 5.754 1 130.06 0.017875%*
condition:sex 3.130 2 93.38 0.048347~*

Signif. codes: 0 ,***’ 0.001 ,**" 0.01 ,*" 0.05 ,.” 0.1

#Post-hoc prdba az interakcidkra (bootstrap)
posthoc = welchADF.test(y ~ condition*sex, data = d,
contrast = "all.pairwise",
effect = c("condition", "sex"),
trimming = TRUE,
bootstrap = TRUE)
summary (posthoc)
significant?

control:stereotype x female:male no
nullified:stereotype x female:male no
control:nullified x female:male yes

Bootstrap critical value: 5.211

#Post-hoc préba a befolydsoldsra (Hochberg)
ph_condition = welchADF.test(y~condition, data = d,
contrast = "all.pairwise",

effect = c¢("condition"),

trimming = TRUE,

bootstrap = F)

summary (ph_condition)

WJ statistic adj.pval

control:stereotype 5.1031 0.05168.
nullified:stereotype 8.3165 0.01437*
control:nullified 0.1856 0.66743

Signif.codes (Hochberg p-values: 0’ ***’ (0.001’**’ 0.01"*’
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Itt mér az latszik, hogy mind a befolyédsoldsnak, mind a nemekhez val6 tarto-
zasnak hatdsa van a matematikai teszteredményekre. A post-hoc prébat elvégeztiik
az interakcidkra, majd a condition faktor szintjeire is. Az els6t a bootstrap ismételt
véletlenszeri mintavétellel végeztiik, a méasodik esetben pedig a Hochberg-maéd-
szert hasznaltuk. Az els6 esetben csupéan egy érték volt nagyobb a kritikus értéknél
(5.766 > 5.211), amikor is a kontroll és a sztereotipiat kioltott csoportok esetében
a dolgozatok eredménye szignifikansan fiiggott attél, hogy melyik nemhez tartozik
a kitolté. A masodik esetben, amikor az egyszempontos ANOVA post-hoc prébéja
szerint értelmeztik az eredményt, a legnagyobb kiillonbség a pontszamokban
a sztereotipiat kioltott, ill. a sztereotipidkkal rendelkezé csoportok kozott volt
tapasztalhaté.

#Hatdsnagysdg az interakciodkra

effect = update (model, effect.size = TRUE)

effect

Effect size standardized via square root of the average of
cell variances:

control:stereotype x female:male -0.072170

nullified:stereotype x female:male -0.582649

control:nullified x female:male 0.523038

A héarom interakci6 koziil ketténél talaltunk nagy hatdsnagyséagot. Ezek kozil
az utolsé az, amelyre a post-hoc préba is szignifikdns eredményt adott.

5.8.2. Bedgyazolt varianciaanalizis

Léteznek olyan helyzetek, amikor egy folytonos, normalis eloszlast valtozéra
két olyan fliggetlen valtozé hat, amelyek koziil az egyiknek egymastdl fliggetlen
szintjei vannak, a mésiknak pedig egymaéstdl fliggd szintjei. Példaul tobb éven
at, kilonboz6 hatdsoknak kitett teriileteken kijel6lt kvadratokban vizsgaljak a
biodiverzitas valtozasat. Ebben az esetben a teriiletek egymastdl fiiggetlenek, a
kalonbozé évek tertiletre szabott adatai egyméstol fiiggenek. Tehét a tertileteket
0sszesitd A valtozo (I szinttel) fiiggetlen mintakat tartalmaz, az idébeli B valtozé
(J szinttel) pedig egymastol fiiggé mintakat.

A préba hipotézisei egyeznek a tobbszempontos fliggetlen mintds ANOVA
hipotéziseivel: kiilon teszteljiik a két faktor hatasat (ezek a f6hatasok) és az interak-
ciét. Mivel a két faktor Iényegesen eltér egymaéstdl, az A a csoportok kozti varianciat
(BSS) hatérozza meg, a B a csoportokon beliili varianciat (WSS), amelyek tovabbi
résztagokbdl épiilnek fel (5.11. abra).

Az ismételt méréses ANOVA a csoportok kozotti varianciat vizsgalja, lehe-
tévé téve az alanyok/egyedek variancidjanak eltavolitasat azzal a céllal, hogy a
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faktor 4ltal okozott varianciara 6sszpontositson az alanyok k6zott. Jelen esetben,
ahol méréseket ismételiink a B faktor szerint, de nem A szerint, a csoportok
kozotti variancia (BSS) két tagra bomlik: SS, és SS, . Az SS, a kiilénboz6
szintek (I) 4ltal okozott sz6r6das mértéke (pl. killonb6z6 mértéki beavatkoza-
sok, kezelések, hatdsok miatt). Az SS,  azA faktorhoz tartozo egyedek/alanyok
egyéni variabilitdsanak dsszege. A H (A) hipotézis azt teszteli, hogy az atlagos
SS, (MS,) szignifikdnsan nagyobb-e az 4tlagos SS,,  (MS, ) értékénél, azaz az
A faktor 4ltal okozott szér6dés a csoportok kozott nagyobb-e az alanyok/egyedek
egyéni szérodasanal.

Teljes variancia

TSS
Csoportok kozotti variancia Csoportokon beliili variancia
BSS WSS
Az A faktor okozta Rezidualisok varianciaja A B faltor okozta Az 4 x B interakcic A rezidualisok
variancia az A fakior csoportjaiban variancia okozta variancia variancidja
554 S541res) 555 S8,z 55,00

5.11. abra. A variancia dsszetétele a vegyes kétszemponti ANOVA esetén

Minden alany/egyed részesiilt a B faktor minden szintjébél, ezért a H (B)
azt teszteli, hogy a kiillonb6z6 szintek atlagértékeinek varianciaja (SS,) eltér-e

s sz

a tesztelt alanyoknak/egyedeknek a variancidjatol (SS, ). Mivel ez egy vegyes
kétszempontos ANOVA, megvan annak is a valészintisége, hogy a két faktor be-
folyasolja egymést. Ez abban nyilvanul meg, hogy az A faktor altal meghatarozott
csoportokban a B faktor hatasa kiillonb6z6 mértékben érvényesiil. Ezt teszteli a
H, (AxB) hipotézis, ami akkor ad szignifikdns eredményt az interakciéra, ha az
interakciobdl ad6dé éatlagos SS,, (MS,,) nagyobb, mint a rezidudalisok é4tlagos
négyzetosszege (MS, ). Az 5.24. tablazat 6sszegzi ezeket a variancidkat és az

F-értékeket (prébastatisztikékat).

Alkalmazhatdsdgi feltételek

A beagyazott ANOVA alkalmazasahoz tobb feltételnek egyszerre kell teljestilnie:

— a fuggé valtozo folytonos skélaja kell legyen;

—minden csoport normalis eloszlast kell legyen (példaul egy 2x3 szintes
tesztben mind a 6 csoportot ellendrizni kell);

— egyetlen csoportban sem szabad legyen kiugr6 érték;

— az A faktor altal meghatérozott csoportok varianciai egyenlék kell legyenek
(Levene-prdba);
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— a B faktor 4ltal meghatarozott csoportok paronkénti kiillénbségeinek a va-
rianciai egyenlék kell legyenek (Mauchly-préba).

5.24. tablazat. A vegyes kétszempontos ANOVA eredményének megaddsa

Faktorok Szabadségfokok Négyzetosszegek Variancia F-test
Csoportok kozott
A-faktor df, = I-1 Q, MS, = Q,/df, MS,/MS,,.,
A-hibatag de{ms} = (n-I) Qi res MS A(r%:
Afres) fA(res]
Csoportokon beliil
B-faktor df,=J-1 Q, MS, = Q/df, MS /MS,
B-hibatag df,. =In-1)-(J-1) Q.. Ms  =Q Jdf..
AxB interakcié  df,, = (I-1)-(J-1) Qs MS,, = Q,Jdf,, MS, JMS

A-faktor (fiiggetlen mintds faktor), B-faktor (ismételt mérések faktora)

I, ] — az A és B faktorok szerinti csoportok
n — egy csoportban levd egyedek szama

Post-hoc préba

A post-hoc probékat arra a faktorra, illetve arra az interakciéra kell elvégezni,
amelyre szignifikdns eredményt kaptunk. Az A faktor esetén az egyszemponta
ANOVA prébanal targyalt probakat lehet hasznalni, a B faktorra pedig az ismételt
méréses ANOVA probanal targyaltakat.

A vegyes kétszempontos ANOVA R-parancsai az 5.25. tdblédzatban lathatok.

5.25. tablazat. A bedgyazott ANOVA elvégzése R-ben

Parancs Részletek Magyarazat

modell = anova_test(data, dv, wid, within, between) {rstatix}
get_anova_table(modell) {rstatix}
pairwise_t_test(x~g, paired = TRUE/FALSE, p.adjust.method) {rstatix}

data adattabla

dv dependent variable  fiigg véltozo

objektumok kédjait tartalmazé valtozo
wid within identities (a kddok minden csoportban ugyanazok);
at kell alakitani faktor valtozora

within groups B faktor (faktorra kell alakitani)

between groups A faktor (faktorra kell alakitani)

"holm", "hochberg", "hommel",

p-adjust.method  p-érték korrekcidja "bonferroni”, "BH", "BY", "fdr", "none"
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Az R adatbazisaban van egy ToothGrowth nev(i adattabla, ami Crampton (1947)
adatait tartalmazza. Crampton a fogak novekedéséért felelds odontoblaszt sejtek
hosszét vizsgalta tengerimalacoknél a C-vitamin-adagoléas fiiggvényében (dose: 0.5,
1, ill. 2 mg/nap). A C-vitamint kétféleképpen adagolta: narancslé és aszkorbinsav
formajaban (supp: OJ és VC). Osszesen hat csoportot képezett, mindegyikben 10-10
egyeddel dolgozott (N = 60). A supp faktor csoportjai egymaéstdl fiiggetlenek (A fak-
tor), a dose faktor csoportjai egymastdl fiiggnek (B faktor). A két faktor hatasat egy

2x3 tipusa bedgyazott ANOVA proébaval tesztelhetjiik.

#Adattdbla beolvasdsa és rendezése

d = ToothGrowth

d$id = rep(1:10, 6) #Hozzdadjuk az egyedeket
#Faktorrd alakitjuk a faktorvdltozdkat
d$dose = as.factor (d$dose)

d$id = as.factor(d$id)

head (d)

len supp dose id
1 4.2 vC 0.5 1
2 11.5 vC 0.5 2
3 7.3 vC 0.5 3
4 5.8 vC 0.5 4
5 6.4 vC 0.5 5
6 10.0 vC 0.5 6

#Feltételek tesztelése
library (tidyverse)
#az adattdbla egyszerilbb kezeléséért haszndljuk
library (rstatix)

#Kiugro értékek jelenlétének tesztelése
d $>%

group_by (supp, dose) %>%

identify outliers(len)

#A tibble: 2 x 6

supp dose len id is.outlier is.extreme
<fct> <fct> <dbl> <fct> <lgl> <lgl>

1 (o) 2 30.9 6 TRUE FALSE
2 \Ye 1 22.5 5 TRUE FALSE

#Nincsenek extrém kiugrd értékek



5.8. FAKTORIALIS (TOBBSZEMPONTOS) ANOVA 175

#Normdlis eloszlds a 6 csoportban
d $>%

group_by (supp, dose) %>%
shapiro_test(len)

#A tibble: 6 x 5

supp dose variable statistic o)
<fct> <fct> <chr> <dbl> <dbl>

1 0J 0.5 len 0.893 0.182
2 oJ 1 len 0.927 0.415
3 0J 2 len 0.963 0.815
4 vC 0.5 len 0.890 0.170
5 vC 1 len 0.908 0.270
6 vC 2 len 0.973 0.919

#Mind a hat csoport eloszldsa normdlis.

#Variancidk egyenldsége A-faktor szerint
d $>%

group_by (dose) 3%>%
levene_ test (len~supp)

# A tibble: 3 x 5

dose dfl df2 statistic P
<fct> <int> <int> <dbl> <dbl>
1 0.5 1 18 3.38 0.0825
2 1 1 18 1.67 0.212
3 2 1 18 2.51 0.130

#A variancidk a B faktor mindhdrom
#szempontja szerint egyenldk.

#A B faktorra a Mauchly-probdt az ANOVA parancs
#tartalmazza.

#ANOVA-prdoba

model = anova_test(data = d, dv = len, wid = id,
within = dose, between = supp)

get_anova_table (model)

ANOVA Table (type II tests)

Effect DFn DFd F p p<.05 ges
1 supp 1 18 30.215 3.21e-05 * 0.224
2 dose 2 36 74.055 1.75e-13 * 0.773
3 supp:dose 2 36 3.306 4.80e-02 * 0.132
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#Szfericitdsi préba a B faktorra
model$ "‘Mauchly’s Test for Sphericity’
Effect W i)

1 dose 0.989 0.908
2 supp:dose 0.989 0.908

#A p > 0.05, a feltétel teljesiil.

Az ANOVA-proba eredménye szerint mind a harom esetben szignifikans
eredményt kaptunk. Az interakciora kapott eredmény hatareset, ugyanis a p-érték
0.048. Az eta-négyzet mind a harom esetben kozepes, ill. nagy hatasnagysagot
jelez (ges értékek az ANOVA Table-ben).

Post-hoc probak

1) Az A csoportjaira a B hdrom szintjén

cA = d %>% group_ by (dose) %>%
pairwise_t test(len~supp,

p.adjust.method = "bonferroni")
cA
#A tibble: 3 x 10

dose .y. groupl group?2 nl n2 P p-signif
* <fct> <chr> <chr> <chr> <int> <int> <dbl> <chr>
1 0.5 len 0J vC 10 10 0.0053 il
2 1 len 0J vC 10 10 0.000781 xAx
3 2 len 0J vC 10 10 0.964 ns

2) A B faktor csoportjaira
cB =d %%

group_by (supp) %>%

pairwise_t_test(len~dose, paired = TRUE,
p.adjust.method = "bonferroni") %>%

select(-df, -statistic, -p) #részletek kihagyéasa

cB

#A tibble: 6 x 8

supp .y. groupl group2 nl n2 p.adj p.adj.sig

<fct> <chr> <chr> <chr> <int> <int> <dbl> <chr>
1 oJ len 0.5 1 10 10 0.007 o
2 0J len 0.5 2 10 10 0.000112 xRk
3 oJ len 1 2 10 10 0.251 ns
4 vC len 0.5 1 10 10 0.000516 xR
5 vC len 0.5 2 10 10 0.0000128 KR A
6 vC len 1 2 10 10 0.001 *x
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3) Az A faktorra a B faktor hdrom szintjén (interakcié)

effectl = d $>%

group_by (dose) %>%

anova_test(dv = len, wid = id, between = supp) %>%
get_anova_table() %>%

adjust_pvalue (method = "bonferroni")

effectl

#A tibble: 3 x 9

dose Effect DFn  DFd F p "p<.05° ges p.adj

<fct> <chr> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <chr> <dbl> <dbl>
1 0.5 supp 1 18 10.0 0.005 "k 0.358 0.015
2 1 supp 1 18 16.3 0.00078 """ 0.4750.00234
3 2 supp 1 18 0.002 0.964 ""0.0001 1

4) Post-hoc a B faktorra az A faktor két szintjén (interakcid)
effect2 = d $>%

group_by (supp) %>%

anova_test(dv = len, wid = id, within = dose) %>%
get_anova_table() %>%

adjust_pvalue (method = "bonferroni")
effect2
#A tibble: 2 x 9
supp Effect DFn DFd F p "p<.05° ges p.adj
<fct> <chr> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <chr> <dbl> <dbl>
1 0J dose 2 18 23.9 0.000008 * 0.7 0.00002
2 VC dose 2 18 57.80.00000001 * 0.830.000003

A post-hoc probék értelmezése:

1) A C-vitamin adagoldsa narancslé vagy tabletta formajéban (A faktor) hatés-
sal volt a sejtek hosszara, ha a mennyiség 0.5 vagy 1 mg volt naponta. A 2 mg-os
adagoknal nem szdmitott a vitamin beviteli médja.

2) A beviteli médtél figgetlentil, a napi adag befolyésolta a sejtek hosszat, egy
kivétellel (1 vagy 2 mg C-vitamin adagolasanal narancslé forméjaban).

3)Ha 0.5, ill. 1 mg C-vitamin volt a napi adag, akkor szamitott, hogy narancslé
vagy tabletta forméjaban adagoltak.

4) A napi adag mindkét beviteli formanal szignifikans hatast gyakorolt a
tesztparaméterre.



6. HIPOTEZISVIZSGALAT DISZKRET
VALTOZOKRA

Diszkrét véltozékkal altaldban 6kolégiai felméréseknél taldlkozunk, amikor
adott faj egyedeit kell felmérni térben vagy idében, vagy egyéb kornyezeti muta-
tékat szintekre bontunk (pl. a teriilet kihasznalasi moédjai, tragyazas mértéke, ned-
vességtartalom, arnyékos/napsiitotte teriiletek stb.). Ha diszkrét valtozét folytonos
valtozéval szeretnénk Osszehasonlitani, akkor a folytonos véltoz6t kategoriakra
lehet bontani és igy diszkrét valtoz6va alakitani.

6.1. Mintabeli arany osszehasonlitasa a vart értékkel

Binomialis eloszlast koveté mintanal a statisztikai préba egy mintabeli aranyt
(az Osszes vizsgélt egyedbdl/objektumbdél hény teljesitette az elvarast) hasonlit
Ossze a vart (feltételezett) értékkel. A préba nullhipotézise azt allitja, hogy a min-
tabeli ardny egyenld a vart arannyal. Az ellenhipotézis hdrom mdédon fogalmaz-
hat6 meg: nem egyenld, kisebb vagy nagyobb. A tesztelésre alkalmas az egzakt
binomiélis préba, amely viszont akkor ad egzakt eredményt, ha egy végtelen
populaciobdl vagy egy véges populaciébol visszatevéses modszerrel mintazunk
véletlen mintavétellel egymastél fiiggetlen egyedeket. Véges populacié esetén a
proba akkor ad egzakt eredményt, ha a minta kicsi a populaci6hoz viszonyitva.

R-ben a probét a binom. test () paranccsal végezhetjik el (6.1. tdblazat).
Egy egyszertibb megoldés a z-préba, amit olyan feltételek mellett (pl. n-p = 10
ésp = 0.1 vagy n-p = 15) lehet alkalmazni, amelyek lehet6vé teszik a binomiélis
eloszlas megkozelitését a normalis eloszlassal (lasd a 3.2.3. alfejezetet). A préba-
statisztika a z2, ami y*-eloszlast kovet df = 1 szabadsagfokkal (Reiczigel et al., 2007).

72 =n'(ﬁ—p0)2

Po- (1 —po)’
ahol n a prébélkozéasok (egyedek) szama, p a mintéra kapott gyakorisag, p, pedig a
vart (elméleti) gyakorisag. A z-prébét a prop. test () paranccsal hajthatjuk végre.
A Poisson-eloszléast kovet§ adatokra a Poisson-préoba végezhetd el a poisson.
test() paranccsal. Az egymintas préba tulajdonképpen egy binomidlis préba
nagy mintaelemszam esetén. A Poisson-eloszlas adott eseménybdl hany kévetkezik
be tipust adatok eloszlasét irja le, ahol az események Gsszszamat a tér- vagy id6-
egységek Osszessége jelenti (lasd a 3.2.4. alfejezetet). Példaul fél 6ra megfigyelési
id6 alatt hany egerészolyv jelenik meg a latébmezében. Ezért az R-parancs x, T, r
paramétereivel a sikerek szamat, az id6t és az el6fordulasi aranyt adhatjuk meg.
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6.1. tablazat. A mintabeli ardany 6sszehasonlitdsa a vart értékkel

Parancs Részletek Magyarazat

binom.test(x, n, p, alternative, conf.level)
prop.test(x, n, p, alternative, conf.level, correct)
poisson.test(x, T, r, alternative, conf.level)
ES.h(p1, p0) {pwr}

sikerek szdma, vagy egy vektor, ami a sikerek

X Integer és a kudarcok szdmat tartalmazza

n Integer prébalkozasok szama

p, pO [0,1] feltételezett arany

T time az id6, ami alatt bekovetkezett az x esemény

r ratio Ertéke alapbdl 1. A vért x/T arany.

alternative ::{Z\;(;‘.'?i'%ig;ter" a préba tipusa

conf.level  0.95 alapb6l 1-a = 0.95

correct TRUE/FALSE Yates-féle korrekciét végez. Ezt ki kell zarni (FALSE).
Hatdasnagysdag

A hatasnagysag meghatarozasédra nem alkalmas a Cohen-féle d, mivel az
folytonos valtozokra miikodik. Diszkrét valtozokra Cohen-féle h hasznalhato,
aminek képlete:

h=2-(arcsin pl-arcsin\/%], mintabeli ardny, p, pedig a vart ardny. A hatas-
nagysag R-ben az ES.h () paranccsal végezhetd el a {pwr} csomagbdl (6.1. tab-
lazat).

Példa binomindlis eloszldst kévetd valtozora

A Nemzeti Statisztikai Intézet adatai szerint Roménia 6sszlakossdga 2020-ban
22142153 volt, amelynek férfi : n6 ardanya 48.8 : 51.2 (6.2. tabl4zat). Egy felmé-
réshez 6520 személyt valasztottak ki véletlenszertien, amelybdl 3243 férfi és 3277
né volt. Eltér-e szignifikansan a férfiak ardnya a hivatalos 48.8%-161? Ebben az
esetben igy a binomiélis préba, mint a z-préba is hasznalhaté, mivel egy véges
populaciébol kis mintat vettiink, ugyanakkor az n-p = 3260 > 10.

6.2. tablazat. Romdnia népességének megoszldsa nemek szerint (INS, 2021)

Romania Osszlakossag Férfi (egyed) N6 (egyed)
2020 22142153 10813692 11328461
% 100 48.8 51.2
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A préba nullhipotézise azt allitja, hogy a férfiak ardnya nem tér el a p =
0.488 értéktol. A probat elvégezzitk a binomiélis eloszlas és a normalis eloszlés
alapjan is.

binom.test(x = 3243, n = 6520, p = 0.488)
Exact binomial test
data: 3243 and 6520
number of successes = 3243, number of trials = 6520,
p-value = 0.1307
alternative hypothesis: true probability of success is not
equal to 0.488
95 percent confidence interval:
0.4851830 0.5096046
sample estimates:
probability of success
0.4973926

prop.test(x = 3243, n = 6520, p = 0.488, correct = F)
l-sample proportions test

without continuity correction
data: 3243 out of 6520, null probability 0.488
X-squared = 2.3021, df = 1, p-value = 0.1292
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.488
95 percent confidence interval:

0.4852614 0.5095270
sample estimates:

P
0.4973926

A két préba hasonlé eredményt adott. Mind a két esetben a mintaban tapasz-
talt arany (0.497) nem tér el szignifikansan a Nemzeti Statisztikai Intézet altal
kozzétett értéktdl.

Példa Poisson-eloszlast kévetd valtozora

A Brandl et al. (2020) altal kozolt cikkben a fafajok pusztulasi gyakorisédgéval
kapcsolatban azt taléltak, hogy 65416 lucfeny6bdl 5098 elpusztult. Ez 78 fenyét
jelent 1000-bél, az arany tehat 0.078. Teszteljuk azt a hipotézist, hogy a kapott
arany eltér-e szignifikdnsan a 0.08 értéktol.

poisson.test (5098, 65416, 0.08)
Exact Poisson test
data: 5098 time base: 65416
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number of events = 5098, time base = 65416,
p-value = 0.06201
alternative hypothesis:
true event rate is not equal to 0.08
95 percent confidence interval:
0.07580726 0.08010121
sample estimates:
event rate
0.077932
Az egzakt Poisson-préba nem adott szignifikans eltérést (p = 0.062) a vart
érték és a mintaatlag kozott.

6.2. Két minta fiiggetlenségének vizsgalata

Egy diszkrét val6szintiségi valtozé két mintabeli aranyat hasonlitjuk 6ssze, ha
a mintak egymastol fiiggetlenek. A kétmintas prébak kivalasztasdnak szempont-
jai a valtozé tipusa, illetve a mintak elemszamai, amint azt az el4z6 alfejezetben
targyaltuk. A hasznalhaté probédk a 6.4. tdblazatban taldlhat6k. A hatasnagysag
meghatérozasara a Cohen-féle h hasznalhaté, aminek képlete:

h=2-(arcsin pl-arcsin\/%), p, a két mintabeli ardny. R-ben az ES.h() pa-
ranccsal hajthaté végre (6.4. tablazat).

A kategoridkat tartalmazo valtozok fiiggetlenségét a y*-probaval, illetve a
Fisher-féle egzakt probéval teszteljik (lasd a 7.5.1. alfejezetet).

A binomialis préba megkozelithet6 a normaélis eloszlassal, ha teljesiilnek az
np = 10 és p = 0.1 vagy n-p = 15 feltételek. A z-értéket a kovetkezd képlettel
értelmezziik (Reiczigel et al., 2007):

P1— P2 _fhith

Py
Jpp(l—pp)Jer(l—Pp) T
n n;

zZ =

ahol n,, n, az elemszdmok, f,, f, a sikerek szdma a két mintdban. A normélis megko-
zelitésen alapul6 probat a prop. test () paranccsal végezhetjiik el (6.1. tablazat).

A Poisson-proba elvégezhet6 a poisson.test() és a rateratio.test()
paranccsal, utobbi a {rateratio.test} csomagban talalhat6 (6.4. tablazat).

Két egyméstdl fliiggé minta ardnydnak egyenl6ségét a McNemar-prébaval
tesztelhetjiik. Parositott minta alatt olyan helyzetet értiink, amikor kontroll/teszt
parokkal dolgoznak, és egy tiinet/elvaltozas/betegség megjelenését vizsgaljak.
A vizsgalt paraméter dichotém kell legyen (a lehetséges két szintje egymast ki
kell zarja). A kontroll/teszt parban ugyanazt azt egyedet vizsgéljuk két kiilonboz6
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idépillanatban: az elsé a kontroll 4llapot, a masodik pedig a hatdsnak valé kitettség
utani allapot. Az eredményeket a 6.3. tablazat szerint adjak meg. A McNemar-
préba x*-eloszlas alapjan (df = 1) értékeli ki a prébastatisztikat.

6.3. tablazat. A kutatds eredménye pdrositott mintdkra a McNemar-prébdhoz

A Osszesen
+ —_
+ a b
B
- C d
Osszesen
A prébastatisztika:
(Ib —c| = 1)?
7= e

A b és c értékek a két valtozoé kozotti eltéréseket jelolik (diszkordédns értékek).
A nevezdében szerepl6 korrekcids tag (-1) a folytonossagi korrekciét képezi. Abban
az esetben, ha a b + ¢ < 10, akkor a McNemar-proba egzakt véltozatat javasoljdk
hasznalni (Rufibach, 2011).

A hatasnagysagot a Cohen-féle g értékkel hatarozhatjuk meg. Ezt a kovetkezé
képlettel szamolhatjuk ki:

—0.5.

g:b+c

A Cohen-féle g értéke 0.05, 0.15, ill. 0.25 alatt nagyon kicsi, kicsi, kozepes
jelentdségd, 0.25 folott pedig nagy hatasnagysagot jelent. Az R-ben a McNemar-
prébat amcnemar. test () és az exact2x2 () paranccsal végezhetjiik el. A Cohen-
féle g-t a cohenG () parancs segitségével szamoljuk ki. Az adatokat a probakba
maétrix formajaban kell bevezetni (6.4. tablazat).

6.4. tablazat. Két minta ardnyainak az dsszehasonlitdsa R-ben

Parancs Részletek Magyarazat

rateratio.test(c(s1,s2), c(T1, T2), r, alternative, conf.level) {rateratio.test}
mcnemar.test(matrix, correct)

exact2x2(matrix, alternative, conf.level, paired) {exact2x2}

ES.h(p1, p2) {pwr}

cohenG(matrix) {rcompanion}

5, s, Integer A sikerek szdma a két mintaban.

T, T, Integer Prébalkozasok szama.

PP, Numeric A sikerek aranya a két mintaban.
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Parancs Részletek Magyarazat

matrix matrix Matrixba kell rendezni a kereszttdbla adatait.
by ratio Ertéke alapbol 1.

alternative ::J{Z\;z;'?i%‘igg’ter” A préba tipusa.

conf.level 0.95 Alapbdl 1-a = 0.95.

paired FALSE/TRUE TRUE (McNemar exact test)

Yates-féle korrekcidt végez,

correct TRUE/FALSE ha 2x2-es a tablazat.

Példa binomidlis eloszldst kévetd adatokra

Eidenbenz et al. (2021) vizsgéltak a lavina tilélés esélyeit 1997 —2018 kozott
Svajcban, abban az esetben, ha a h6 ala temetédés id6tartama minimum 60 perc
és maximum 24 6raig tartott. Az adatok alapjan keressiik a valaszt arra a kérdésre,
hogy nagyobb eséllyel élik-e til a férfiak a balesetet a néknél. Osszesen 138 esetet
vizsgaltak, amibdl 113 férfi volt. Osszesen 25-en maradtak életben, ebbél 19 férfi
és 6 n6. A 6.5. tablazatban lathat6 a kontingenciatéblézat (kereszttabla).

6.5. tablazat. A lavinatilélés esélyei Svacban (1997-2018) (Eidenbenz, 2021)

Lavina Tuléls Halott Osszesen
N6 6 19 25
Férfi 19 94 113

Osszesen 25 113 138

A n6k talélési aranya tehét 6/25, a férfiaké pedig 19/113. Mivel csupén két,
egymast kizar6 eseményrdl beszéliink (életben marad, meghal), a 2x2-es tabla-
zatra a Fisher-féle egzakt probat végezziik el, vagy az aranyok tesztelését a prop.
test () paranccsal.

#Elkészitjiik a matrixot
a = matrix(c(6,19,19,94), nrow = 2)

(11 [,2]
[1,] 6 19
[2,] 19 94

#Fisher-prdéba

fisher.test(a, alternative = "two.sided")
Fisher’s Exact Test for Count Data

data: a

p-value = 0.3981
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alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.4487829 4.787424¢6
sample estimates:
odds ratio
1.556819

#Megkbzelités a normdalis eloszldssal
prop.test(a, correct = F)
2-sample test for equality of proportions
without continuity correction
data: a
X-squared = 0.71258, df = 1, p-value = 0.3986
alternative hypothesis: two.sided
95 percent confidence interval:
-0.1092001 0.2529169
sample estimates:
prop 1 prop 2
0.2400000 0.1681416

A két eredmény hasonlé (p = 0.398, ill. p = 0.399), egyik szerint sincs szig-
nifikans kiillonbség a nék (24%) és a férfiak (17%) talélési aranyai kozott.

#Hatdasnagysdg

library (pwr)

ES.h(0.24,0.17)

[1] 0.1739678

A hatédsnagysag < 0.2, igy kicsinek mindgsiil.

Példa Poisson-eloszldst kévetd adatokra

A Brandl et al. (2020) altal kozolt cikk alapjan vizsgéljuk a biikk és a tolgy
tulélési esélyei kozti killonbséget: 23 648 biikkb6l 1004 pusztult el, 14412 tolgybdl
pedig 699. A két ardny kozti killonbséget a poisson. test ()-tel és a rateratio.
test () -tel vizsgalhatjuk.

poisson.test(c(1004,699) ,c(23648,14412))

Comparison of Poisson rates

data: c (1004, 699) time base: c (23648, 14412)

countl = 1004, expected countl = 1058.1,

p-value = 0.007504

alternative hypothesis: true rate ratio is not equal to 1
95 percent confidence interval:
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0.7939999 0.9654731
sample estimates:
rate ratio

0.8753593

library (rateratio. test)
rateratio.test(c(1004,699),c(23648,14412))
Exact Rate Ratio Test, assuming Poisson counts
data: c (1004, 699) with time of c (23648, 14412),
null rate ratio 1
p-value = 0.007634
alternative hypothesis: true rate ratio is not equal to 1
95 percent confidence interval:

0.7939999 0.9654731
sample estimates:
Rate Ratio Rate 1 Rate 2

0.87535935 0.04245602 0.04850125

#Hatdsnagysdg
library (pwr)
ES.h(0.794,0.965)
[1] -0.5658288

A probak szignifikans eredményt adtak (p = 0.008), tehat azt mondhatjuk,
hogy nem egyforma a biikk és a t6lgy pusztulési aranya. A hatédsnagysag —0.56,
ami kozepes hatast jelez.

Példa pdrositott mintdkra

Legyen egy példa a 6.6. tdblazatban kapott eredményekkel (A: teszt, B: beteg-
ség). Osszesen 92 emberen teszteltek egy vérbsl kimutathaté markert egy adott
betegségre a betegség alatt és a felgy6gyulas utan két héttel. A kérdés, hogy a teszt
alkalmas-e a betegség akut fazisanak kimutatasara. A nullhipotézis: a marker egy-
formén kimutathaté a betegség akut fazisdban és kozvetlenil a felgy6gyulas utén is.

6.6. tablazat. A teszt és a betegség kozotti kapcsolat

N A (teszt) Osszesen
] + 16 7 23
B (betegség) 3 56 69

Osszesen 19 73 92
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A 6.6. tablazat szerint hét esetben a teszt nem mutatta ki a marker jelenlétét
beteg embereknél, és harom esetben mutatta ki a markert a betegségbél felgydgyult
embereknél. Mivel a két diszkordans érték 6sszege 10, ezért érdemes az egzakt
McNemar-probéaval tesztelni a hipotézist.

#A matrix elkészitése
b = matrix(c(16,3,7,66), nrow = 2)

b

[,11 [,2]
[1,] 16 7
(2,1 3 66
library (exact2x2)

exact2x2 (b)
exact2x2 (b, paired = T)
Exact McNemar test
(with central confidence intervals)
data: b
b=7, ¢ =3, p-value = 0.3438
alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.5326778 13.9836279
sample estimates:
odds ratio
2.333333

#Hatdsnagysdg

library (rcompanion)

cohenG (b)

$Global.statistics
Dimensions OR P g

1 2 x 2 2.33 0.7 0.2

#Hatdsnagysdg kiértékelése
library (effectsize)
interpret_cohens g(0.2)

[1] "medium"

(Rules: cohenl988)

Az egzakt McNemar-préba nem adott szignifikdns eredményt (p = 0.344),
noha a hatasnagyséag kozepesnek mutatkozik (g = 0.2). Igy azt 4llithatjuk, hogy
vagy a teszt nem alkalmas a betegség akut fazisdnak kimutatésara, vagy pedig
novelni kell a tesztalanyok szamat.



7. KET VALTOZO KOZOTTI KAPCSOLAT
VIZSGALATA

Korrelacidvizsgalattal két valtozo kozotti 6sszefiiggés 1étezését és iranyét vizs-
galjuk. A valtozok értékeibdl szampérokat képeziink. A 7.1. dbran két folytonos
valtoz6 kozotti lehetséges kapcsolatok lathatok: lineéris kapcsolat (a kapcsolat egy
egyenessel jellemezhetd), nem linearis kapcsolat (tobbféle gorbével kozelithet
meg, amit példaul vagy négyzetes tagi, vagy méas exponencialis fiiggvény hatéroz
meg) és az az eset, amikor nincs kapcsolat a két valtozé6 kozott (x és y egymastél
fliggetlen).

YA .o VA s
Linearis kapcsolat “ | Nem linearis kapesolat

Y
Y

YA VA
Nem linedris kapcsolat " | Nincs kapcsolat

»
[
L ”~

x x

7.1 abra. Két folytonos x és y valtozé kézétti linedris, nem linerdis kapcsolatok,
illetve a kapcsolat hianya

Két valtozé kozott akkor beszéliink linearis kapcsolatrél, ha a pontokhoz
egyenes illeszthetd. A linedris korreldcio lehet pozitiv (ha x értéke nd, y értéke is
nd), és lehet negativ (ha x értéke ng, y értéke csokken) (7.2. dbra). El6fordulhat,
hogy van kapcsolat a két valtozé kozott, de a pontok egyetlen egyenes helyett tébb
linearis szakasszal kozelithet6k meg. Ha ezekben a szakaszokban végig pozitiv



188 7. KET VALTOZO KOZOTTI KAPCSOLAT VIZSGALATA

kapcsolat van a két véltozo6 kozott, akkor monoton névekedésrél beszéliink. Ha a
kapcsolat szakaszonént hol pozitiv, hol negativ, akkor nem beszéliink monoton
kapcsolatrél (7.2. abra).

]

*T Negativ linearis * Porzitiv lineéris

v

Y

7.2. abra. Linedris és monoton kapcsolatok két folytonos valtozé kozott

Korrelaciovizsgalattal ok-okozati viszony vizsgalhaté. Ebben az értelemben
megkiilonboztetiink egy fiiggetlen (magyarazo) valtozoét (x) és egy fliggd valtozot
(7). Az x meghatarozza az y értékét.

Folytonos valtozok kozotti 6sszefliggés jellemzésére a Pearson-, Spearman- és
Kendall-féle korrelacios tényez6k alkalmasak, ordinélis valtozékra a Kendall-féle
tan, a Somers-féle delta vagy a Cramer-féle V hasznalhat6.

7.1. Pearson-féle korrelacios egyiitthato

Folytonos valtozok esetén egy linearis kapcsolat erésségét a Pearson-féle kor-
relacios egytitthatoval (ny vagy er) szoktak mérni. I, értéke [—1,1] kozotti értéket
vehet fel. A 7.1. tablazat tartalmazza az R kiértékelésének kritériumait.
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7.1. tablazat. A Pearson-féle korreldcids egytitthato értkéinek jelentdsége

Az bsszefiiggés mértéke — By -
pozitiv negativ
kicsi 0.1 —0.3 -0.1 — -0.3
kozepes 0.3 — 0.5 -0.3 — -0.5
nagy 0.5-1.0 -0.5 —-1.0

Az értékek csak tdjékoztato jellegliek. Vannak esetek, amikor tjra kell értékelni dket.

Abban az esetben, ha az r, értéke 1, x és y kozott fiiggvényszer(i kapcsolat
van, amit az egyenes egyenletével jelemezhetiink: y = ax + b, ahol a az egyenes
irdnytangense (meredeksége), b pedig a szabadtag (az y tengellyel valé metszés-
pont). Azr, el6jele megegyezik a eléjelével.

A Pearson-féle egyiitthaté nem fiigg a két véltozé értékkészletének sem a
mértékegységétdl, sem a nagysagrendjétdl, és a valtozék sorrendjétél sem. Az r
értelmezése: )

o ILe=9 0i-Y)
Y VI G -7 VL0 9
ahol n az x és y objektumainak a szdma.
Mivel x és y valészintiségi valtozdk, az atlagok is azok, igy el6fordulhat, hogy
annak ellenére, hogy a két véltozo fiiggetlen egymastdl, mégis az r_ értéke nem 0.
Ezért a két valtozo fliiggetlenségének tesztelését hipotézisvizsgélattal végezziik el.

A probastatisztika a df = n-2 szabadsagfoka Student-féle t-eloszlas t paramétere,
amit a kovetkezd képlettel szamolunk ki:

A préba nullhipotézise: az x és y egymast6l fiiggetlen (r,, = 0), ellenhipotézise
pedig, hogy x és y nem fiiggetlen egymastol (r,, # 0). Az eredményt a kovetkezd
formaban ajanlott kozolni: r(df) = érték, p-érték. R-ben az alapcsomagban levd
cor.test () paranccsal végezhetjiik el (7.2 tablazat).

7.2. tablazat. A korreldaciés préba R-ben

Parancs Részletek Magyarazat

cor(x, y, method) #az egytitthatét szamolja ki
cor.test(x, y, method, conf.level, continuity) #elvégzi a korrelaci6s prébat

X, y Numeric két folytonos véltozo

korrelacios egyiitthaté tipusa

method pearson’, "kendall’, "spearman alapbél a Pearson-félét szamolja
conf.level  0.95 szignifikanciaszint (alapbél @ = 0.05)
continuity FALSE/TRUE Spearman- és Kendall-egyiitthat6 esetén,

ha vannak csatolt rangok, értéke FALSE
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Az iris adattdbldban a csésze- és sziromlevelek hossza kozotti kapcsolat
vizsgélata:

d = iris

cor.test(d$Sepal.Length, d$Petal.LlLength,

method = "pearson")

Pearson’s product-moment correlation

data: d$Sepal.Length and d$Petal.Length

t = 21.646, df = 148, p-value < 2.2e-16

alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0

95 percent confidence interval:

0.8270363 0.9055080

sample estimates:

cor

0.8717538

A korrelaciés préba eredménye szignifikans (t = 21.6, df = 148, p < 0.001), igy
a két valtozé kozott kapcsolat van, az T, értéke 0.872, ami erés kapcsolatora utal.

7.1.1. A Pearson-féle korrelacios egyiitthato alkalmazhatdsagi feltételei

A Pearson-féle korrelaciés egyutthaté a linearis kapcsolat er6sségét méri, tehat
elsé feltétel az, hogy a két véltozo6 kozotti kapesolat linedris legyen.

1) Linedris kapcsolat vizudlis ellendrzése

A kapcsolat linearis voltat egy xy-abra segitségével vizualisan ellenérizni
lehet (7.3. abra). Amennyiben lathatéan a kapcsolat nem lineéris, értelmetlen ezt
az egytitthatét kiszdmolni.

~ ~
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7.3. aba. A ndsziromfajok csésze- és sziromlevél hosszai kozotti kapcesolat:
A - hdrom faj; B - két faj (forras: iris adattdbla R-ben)
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A 7.3.A. dbran lathat6, hogy a bal als6 részen elkiiloniil egy pontcsoport. Ez
az Iris setosa faj adatait mutatja. Mivel linearis 6sszefliggést kerestink, ezért ezt a
fajt eltavolitjuk az adattablabdl (B. abra), marad a masik két faj, amelynél lathatéan
linearis az 6sszefiiggés. A 7.3. dbra R-kddja:

d = iris
#Eltdvolitjuk a "setosa'" adatokat.
dl = subset(d, Species != "setosa")
#Képezlink egy Osszetett dbrdt, és bedllitjuk a margdkat.
par (mfrow=c(1,2), mar=c(4.2,4.2,1,1))
#Elkészitjlik a szdrdsdiagramokat.
plot(d$Sepal.Length, d$Petal.Length,
xlab = "Sepal length",
ylab = "Petal length", font.lab = 2,
pch = 16, cex = 0.9)
text(4.5,6.7,"A", font = 2, cex = 1.2)
plot(dl$Sepal.Length, dl$Petal.Length,
xlab = "Sepal length",
ylab = "Petal length", font.lab = 2,
pch = 16, cex = 0.9)
text(5.2,6.7,"B", font = 2, cex = 1.2)

2) Normadlis eloszlas

A Pearson-féle korrelaciés egytitthat6 érvényességének feltétele a kétvaltozos
normadlis eloszlas. Ezt nehéz ellendrizni, ezért elfogadhat6 a két véltoz6é normalis
eloszlésa, kiillon-kiilon. A megszokott médon lehet ezt ellenérizni egy hisztogra-
mon vagy QQ-dbran, illetve tesztelni Shapiro-Wilk- vagy Kolmogorov-Smirnov-
prébaval (lasd a 4.2. alfejezetet).

3) Homoszkedaszcitias

A homoszkedaszticitds azt jelenti, hogy a variancia a két valtoz6 szérasdi-
agramjan azonos szorodast mutat a diagram barmely szakaszaban (az illesztett
egyenes koriil a pontok szérédéasa dllandé) (7.4. abra). A két nésziromfaj szérasdi-
agramjanak (7.3.B. dbra) a kozéps6 szakaszan nagyobb a szérédas, mint a széleken.

R-ben a nem éalland¢ variancia tesztelését az ncvTest () segitségével lehet
elvégezni a {car} csomag segitségével, vagy a Breusch—Pagan-prébaval a {Imtest}
csomagbol. A nullhipotézis azt allitja, hogy a variancia adllandé (a homoszkedasz-
ticitas fenndll) (7.3. tablazat).
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> >
> >
X X

7.4. abra. Szorddas a szordsdiagramon: A — homoszkedasztikus (egyenletes);
B — heteroszkedasztikus (a szoérédds valtozo)

7.3. tablazat. A homoszkedaszticitds és tobbvaltozos kiugré értékek tesztelése

R-ben
Parancs Részletek Magyarazat
ncvTest(lm(x~y)) {car}
bptest(lm(x~y)) {lmtest}
outlierTest(Im(x~y))
X,y Numeric két folytonos valtozo

A két valtoz6 homoszkedaszticitasdnak tesztelése R-ben:
library (car)

ncvTest (1lm(d1$Sepal.Length~dl$Petal.Length))
Non-constant Variance Score Test

Variance formula: ~ fitted.values

Chisquare = 0.04710648, Df =1, p = 0.82818

Az NCV-préba alapjan a szérédas dllandénak tekintheté (x2 = 0.047, df = 1,
p = 0.828).

4) Kiugré értékek

A Pearson-féle korrelacios egyiitthaté értékét jelentésen befolyasolja az egy- és
kétvaltozaés kiugro érték(ek) jelenléte. Az egyvaltozos kiugré érték alatt azt értjiik,
hogy egy adatsorban létezik olyan érték, ami nem tartozik bele a +3s tartomanyba,
ahol s a minta szorasa). Nem normalis eloszlasok esetén pedig nem tartozik bele a
+1.5IQR tartomanyba, ahol az IQR az interkvartilis tartomanyt jelenti. A kiugré
értékeket konnyen lehet azonositani a dobozdiagramon.

A kétvaltozoés (ill. sokvaltozads) kiugré érték azt jelenti, hogy két (tobb) valtozé
szempontjabdl is kiugr6 értéknek minésiil.
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Ezt a feltételt nem lehet dobozdiagramon tesztelni, noha az egyedi dobozdiag-
ramokon azonositott kiugré értékek lehetnek tobbvaltozoés kiugré értékek is. R-ben
a {car} csomagban levé Bonferroni-féle prébaval ellenérizni lehet a jelenlétiiket
(7.3. tablazat).

#Kétvaltozds kiugrd értékek tesztelése
library (car)
outlierTest (1m(dl$Sepal.Length~dl$Petal.Length))
No Studentized residuals with Bonferroni p < 0.05
Largest |rstudent]:

rstudent unadjusted p-value Bonferroni p

57 -3.069037 0.0027847 0.27847

A Bonferroni-féle proba szerint nincsenek kétvaltozés kiugré értékek (t = —3.07,
p-korr = 0.278), tehét ki lehet szamolni a Pearson-féle korrelacids egytitthatot.

#A Pearson-féle korreldcids egylitthatd
cor (dl1$Sepal.Length,dl$Petal.Length)

[1] 0.8284787
#A korreldcids proba
cor.test(dl$Sepal.Length,dl$Petal.Length)
Pearson’s product-moment correlation
data: dl$Sepal.Length and dl$Petal.Length
t = 14.645, df = 98, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:

0.7549049 0.8814586
sample estimates:

cor

0.8284787

A kapcsolat a két nésziromfaj csésze- és sziromlevél hossza kozott nagy (r =
0.828) és szignifikédns (t = 14.645, df = 98, p < 0.001). Révid forméban: a korre-
l4ci6 r(98) = 0.28, p < 0.001.

7.2. Spearman-féle rangkorrelacio

A Spearman-féle rangkorreldciés egyiitthaté ordinalis valtozok kozti kap-
csolat megéllapitdsara alkalmas mérészdm, ugyanakkor egy nem parametrikus
valtozata a Pearson-féle korrelaciés egytitthaténak. Az utébbival ellentétben a
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Spearman-féle egyiitthaté két valtozé kozti monoton kapcsolat szorossagat és
iranyat vizsgalja, és nem egy linearis kapcsolatot értékel ki, igy kevésbé korla-
tozott, mint a Pearson-féle egytuitthaté. Alkalmazéasanak feltétele, hogy a rangok
kozti tavolsagok egyenlSk legyenek, til sok kapcsolt rang és kis mintaelemszam
esetén nem javasolt a hasznalata. Az ilyen helyzetben a kapcsolat vizsgalatéara a
Kendall-féle tau-t érdemes hasznalni.

Az egytitthatét r, vagy p (rho) gorog bettivel jeldljiik, értékei pedig -1 és +1
kozott valtozhat. A +1 és -1 erés monoton novekvd, ill. csokkené kapcsolatot
mutatnak, a 0 érték pedig a két véltozé monoton kapcsolatanak hianyét jelenti.

A statisztikai préba nullhipotézise azt allitja, hogy a két valtozo kozott nincs
monoton kapcsolat. R-ben a prébét a cor. test () paranccsal végezhetjiik el (8.2.
tablazat).

A Spearman-féle egytitthat6 kiszamitasdhoz mind a két valtozo dsszes értékét
kiillon-kiilon rangsoroljuk, a legnagyobb érték kapja az 1-es rangot, a legkisebb
pedig a legnagyobb rangot. A rangparokbdl kiilénbségeket szdmolunk (d), majd
ennek segitségével kiszamoljuk az r, értéket. Ha nincsenek csatolt rangok, akkor
a szamitas viszonylag egyszert:

6- i

n(n2 1)

ahol n a két valtozé elemszama. Ha csatolt rangok vannak jelen, akkor a szdmitas
a Pearson-féle r értelmezésével anal6g, azzal a kiilonbséggel, hogy a véltozdokra
kapott értékek helyett a rangokat hasznaljuk:

rs =

Zl 1O — 15 (ryl_fy)
\/ Zl 1(rxl rx) \/ Zl 1(ry1_ )

ahol r és I, azxeésy valtozok rangjai, 7y és 7, az x és y véltozok rangjainak az
atlagértékei.
A prébastatisztikat (t-érték) a kovetkezd képlettel szamoljuk ki:

Ts

1—r52.
n—2

A Spearman-féle rangkorrelaciés egyutthatét a kovetkezd formaban kozoljiik:
r(df) = érték, p = érték, ahol a df = n - 2.

Példa

A 7.4.tablazat tartalmazza az airquality adattabla augusztusi adatait az 6zon-
koncentréacidra és a napsugéarzésra, valamint a rangokat. Az adattabla nem tartal-
mazza azokat a napokat, amelyekre nem volt mérési adat. Mivel az 6zonkoncent-
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raciénal vannak csatolt rangok, ezért a bonyolultabb 6sszefiiggést hasznéljuk a
Spearman-féle rangkorrelaci6 kiszamitasdhoz.

7.4. tablazat. Az airquality adattabla adatai az 6zonkoncentraciéra
és a napsugdrzasra, valamint az értékekhez tartozé rangok

Nap Ozon (ppb) Rang (6zon) Nalﬁ;lfgé]r #as [napﬁsgégrzés)
1 39 15 83 18
2 9 22.5 24 23
3 16 21 77 19
7 122 2 255 3
3 89 5 229 7
9 110 4 207 11

12 44 13.5 192 13

13 28 17 273 1

14 65 10 157 16

16 29 19 71 20

17 59 11 51 21

18 23 18 115 17

19 31 16 244 4

20 44 13.5 190 14

71 21 20 259 2

22 9 22.5 36 22

74 45 12 212 10

25 168 1 238

26 73 9 215 9

28 76 8 203 12

29 118 3 225 8

30 84 7 237 6

31 85 6 188 15

12 12
20.7
.= =047
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A prébastatisztika t-értéke:

A kritikus t-érték 2.08 (df = 21 és a = 0.05). Mivel at > ¢, , ezért a két valtozo6
kozott szignifikans kapcsolatot, korrelaciét feltételezhetiink. R-ben a Spearman-
féle rangkorrelaci6 az alabbi kéddal szdmolhaté ki, ill. tesztelhetd a szignifikans
kapcsolat érvényessége is.

d = airquality
#Kivdlasztjuk az augusztusi hdnap adatait
a = subset(d[,c(1,2,5,6)], Month == 8)

head (a)

Ozone Solar.R Month Day
93 39 83 8 1
94 9 24 8 2
95 16 77 8 3
96 78 NA 8 4
97 35 NA 8 5
98 66 NA 8 6
#Eltdvolitjuk az NA-kat.
a = na.omit(a)
head (a)

Ozone Solar.R Month Day

93 39 83 8 1
94 9 24 8 2
95 16 77 8 3
99 122 255 8 7
100 89 229 8 8
101 110 207 8 9

#Kiszamoljuk a Spearman-féle rho-t.
cor (a$0zone, a$Solar.R, method = "spearman")
[1] 0.4695997

#A szignifikdns korreldcid tesztelése.

cor.test (a$0zone,a$Solar.R, method = "spearman")
Spearman’s rank correlation rho

data: a$Ozone and a$Solar.R

S = 1073.5, p-value = 0.02377
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alternative hypothesis: true rho is not equal to 0
sample estimates:

rho

0.4695997

Az 6zonkoncentracié és a napsugarzas kozott szignifikans pozitiv korreldcié
van, r(21) = 0.47, p = 0.024. Ez azt jelenti, hogy ha erésebb a napsugarzas, akkor
tobb 6zon képz6édik New York légkorében.

7.3. Kendall-féle tau

A Kendall-féle tau (t) monoton kapcsolatot vizsgal két ordinélis vagy nume-
rikus skalan mozg6 valtozé kozott (Kendall, 1938). Nem feltétel a rangok kozti
azonos tavolsag, ezért akkor is lehet hasznalni, amikor a Spearman-féle egyiitthat6
nem megbizhat6. A Pearson-féle egyiitthat6 nem parametrikus valtozataként is
hasznélhat6, ha nem teljesiilnek annak feltételei. J6l miikodik kis mintaelemszam
és kapcsolt rangok esetén is.

Ertékei -1 és +1 kozott valtoznak. Ideélis monoton novekvé kapesolat esetén
értéke +1, idedlis monoton csokkend kapcsolat esetén pedig —1. A nulla érték a
kapcsolat hidnyat jelenti.

A Spearman-féle médszerhez hasonléan az értékekhez rangokat tarsitunk,
altalaban a legkisebb értékhez tarsitjuk az 1-es rangot. A két valtozé koziil az
egyiket ,Jehorgonyozzuk”, rangjait etalonnak hasznaljuk, a masik véltoz6 rangjait
pedig ehhez viszonyitjuk (referencia valtozo). Idealis monoton novekvé kapcso-
lat esetén az els6 valtoz6 novekvd rangjaihoz automatikusan a masodik valtozé
novekvl rangjai tarsulnak. Idealis monoton csokkend kapcsolat esetén a masodik
valtozoé rangjai csokkend sorrendben tarsulnak az els6hoz. E két extrém helyzett6l
valé eltérés a monotonitastol valé eltérést jelenti, illetve a kapcsolat gyengiilését
a két valtoz6 kozott.

A Kendall-féle tau kiszamitdsat az airquality adattabla két véltozojara sza-
moljuk ki (7.5. tdblazat).

7.5. tablazat. Az airquality adattdbla két valtozdjara megallapitott rangok
(az elsé valtozo rangjai névekvd sorrendbe rendezve)

Nap Rang (,) Rang (Y)
25 1 5
7 2 3

29 3 8
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Nap Rang () Rang (Y)
9 4 11
8 5 7
31 6 15
30 7 6
28 8 12
26 9 9
14 10 16
17 11 21
24 12 10
12 13.5 13
20 13.5 14

1 15 18
19 16 4
13 17 1
18 18 17
16 19 20
21 20 2

3 21 19

2 22.5 23
22 22.5 22

A Kendall-féle tau kiszamitdsa hosszadalmas feladat, ezért a szamitasi maod-
szert az elsé 6t adat alapjan mutatjuk be. Az elsé valtozé rangjai szerinti rendezés
utan a masodik valtozo rangjait paronként 6sszehasonlitjuk, és megszdmoljuk a
pozitiv elGjeli kiillonbségeket (P). A maradék péarok osszegének (negativ elGjeli
kilonbségek) jele az I.

R,-R,—+ R,-R, - R,-R,—- R,-R -+
R,-R, —- R,-R,—- R,-R, -+

R,-R,—- R,-R,—-

R,-R, -

A ktlonbségek alapjan P = 3,1 = 7.
A Kendall-féle tau értelmezése, ha nincsenek kapcsolt rangok az adatsorok-
ban (,):
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P—1
Ta =977
L)
3-7
TG=T=_O'4

Az 6t adat alapjan a Kendall-féle tau értéke —0.4.
Abban az esetben, ha vannak kapcsolt rangok valamely adatsorban, a Kendall-
féle tau b (,) jellemzi a kapcsolat erésségét:

_ P-1

ST )

ahol n a mintdk elemszama, a P a pozitiv kiiléonbségek 6sszege, az I a negativ
kilonbségek 0sszege, a T és az U az X és az Y véltozok kapcsolt rangjait veszik
figyelembe. A T és az U értelmezése:

i ti(ti— 1) imwi(w—1)
i —
ahol b és c a kiilonb6z6 kapcsolt rangok szdma az X és Y valtozoban, t, és u, pedig
adott kapcsolt rang 6sszes el6fordulésa X, ill. Y valtozéban.
Példaul a 7.5. tablazatban az X valtozéra két killonboz6 kapcesolt rang van
(b = 2), azon belil pedig mind a kett6bdl ketté-kett6 fordul eld. Az Y valtozéban

nincsenek kapcsolt rangok (¢ = 0). Ebben az esetben az U = 0, a T pedig:

2-2-D+2-2-1)
= =2
2

Minél tébb kapcsolt rang fordul el6 az adatsorokban, a t, annél kisebb lesz
a 7,-hez viszonyitva.

A Kendall-féle tau konnyen szamolhat6é R-ben (lasd a 7.2. tablazatot). Az
airquality adattdbldban az 6zonkoncentraciora és a napsugarzéasra az augusztusi
hoénapra a Kendall-féle tau b-t kapjuk meg a kapcsolt rangok miatt. Az a adattab-
ldhoz a 7.2. alfejezetben leirt m6don jutottunk el.

T

#Kiszdmoljuk a Kendall-féle taut.
cor (a$0zone, a$Solar.R, method = "kendall")
[1] 0.4695997

#A szignifikdns korreldcid tesztelése.
cor.test (a$0zone,a$Solar.R, method = "kendall")
Kendall’s rank correlation tau
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data: a$0Ozone and a$Solar.R
z = 2.6165, p-value = 0.008885
alternative hypothesis: true tau is not equal to O
sample estimates:
tau
0.3928602

Az 6zonkoncentracié és a napsugarzas kozott szignifikans pozitiv korrelacié
van, 7, = 0.39, p = 0.009. Az érték kozeli a Spearman-féle rho értékhez (0.47).

7.4. Somers-féle delta

A Somers-féle delta két ordinalis valtozd kozotti asszocidciot jellemzi. Noha a
Kendall-féle tau is alkalmas erre a feladatra, a Somers-féle deltat akkor hasznaljuk,
amikor a két valtoz6 nem fiiggetlen egymastdl (Somers, 1962). Ebbél ad6dik, hogy
a két valtozé nem egyenértékii, megkiillonboztetiink egy fiiggetlen (X) és egy fiiggd
valtozét (Y), igy a Somers-féle D egy aszimmetrikus mérészam. Azt fejezi ki, hogy
mennyivel nagyobb a konkordancia (egyiranya parok) ardnya a diszkordancianal
(forditott parok), ha az X értékei nem egyeznek meg. Kapcsolt paroknak azokat
tekinti, amelyeknél a két valtozo értéke azonos.

. P-1
T P+I+T,

ahol P az 0sszes lehetséges objektumparra (egyedpérra) a két valtozéban azonos
irdnyba mutaté rangok szama, az I az ellentétes irdnyba mutaté6 rangok szama, T,
a kapcsolt rangok 6sszege az X véaltozdban.

A manualis szamitas bonyult, ezért a Somers-féle deltat az R-ben szamoljuk
ki. Az alabbiakban részszamitdsokat mutatunk be. A 7.6. tdblazatban egy rész-
eredményt ragadtunk ki egy terepi felmérésbél, ahol egy novény fénykedvels
tulajdonsagat vizsgaltuk.

7.6. tablazat. Terepi felmérés (egy ordindlis és egy diszkrét vdaltozoé alapjan)

Kvadrat Fényviszonyok (X) Egyedszam (Y)
K1 Erés (3) 4
K2 Gyenge (1) 3
K3 Kozepes (2) 2
K4 Gyenge (1) 2
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A K1-K2 par esetében a fényviszonyok és az egyedszam tekintetében nagyobb
értéket taldlunk a K1 kvadratban, tehat a rangok azonos irdnyba mutatnak (kon-
kordancia). A K2-K3 pérnal a fényviszonyok jobbak a K3-nél, de az egyedszam
kisebb (diszkordancia). A K2-K4 parnal a fényviszonyok egyenlék, tehat ez az
eset a T kapcsolt rangok k6zé sorolédik. A K3-K4 parnal a fiiggé véltozo értékei
azonosak, ezért ez a par kiesik a szamitasokbdl. A négy kvadrétra kapott adatok
alapjan: P = 3,1=1, T, = 1, a delta pedig:

Do 3-1
34141

R-ben a Somers-féle delta a {DescTools} csomagban levé SomersDelta ()
paranccsal szamolhat6 ki, ahol a konfidenciaintervallumot is kikérhetjiikk adott
a mellett, ami alapjan eldonthetjiik, hogy a delta értéke szignifikans asszocidciot
mutat-e (7.7. tdblazat). Amennyiben a konfidenciaintervallum tartalmazza a null4t,
nincs szignifikdns kapcsolat a két valtozé kozott.

0.4.

7.7. tablazat. A Somers-féle delta kiszamitdsa R-ben

Parancs Részletek Magyaréazat

SomersDelta(x, y, direction, conf.level) {DescTools}

X Numeric Fuggetlen valtozo

y Numeric Fiigg6 véltozo

direction "row", "column" Alapbdl a sorokat veszi paroknak.
conflevel Alapb6l nem adja meg.

0.95 (a = 0.05)

b c(3,1,2,1)
e =c(4,3,2,2)
SomersDelta(f,e, conf.level = 0.95)
somers lwr.ci upr.ci
0.4000000 -0.5075289 1.0000000

Annak ellenére, hogy a Somers-féle delta értéke viszonylag nagy (0.4), ez az
érték mégsem mutat szignifikans kapcsolatot a két valtozé kozott, mivel a konfi-
denciaintervallum a nulla értéket is tartalmazza. A minta elemszama tal kicsi, ha
val6s eredményt akarunk, akkor tobb kvadrétot kell felmérni.

A {vegan} csomagban a dune.env és a dune adattablak kérnyezeti, ill. egyed-
szamvaltozokat tartalmaznak 20 kvadratbél. Tesztelhetjuk a k6zonséges cickafark
(Achillea millefolium) nedvességkedvel6 tulajdonsagat a Moisture ordinalis valtozé
és az Achimill egyedszamvaltoz6 alapjan. A Moisture valtozénak 6t szintje van,
az 5-0s érték a legnedvesebb talajt jeloli.
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library (vegan)
data ("dune.env")
data("dune”)
library (DescTools)
SomersDelta (dune.env$Moisture, dune$Achimill,
conf.level = 0.95)
somers lwr.ci upr.ci
-0.6037736 -0.9774908 -0.2300564

A Somers-féle delta (—0.604) és a konfidenciaintervallum (—0.977, —0.230)
alapjan azt mondhatjuk, hogy szignifikans negativ kapcsolat 4ll fenn a két valtozo
kozott, ami azt mutatja, hogy a k6zonséges cickafark nem kedveli a nedves talajt.

7.5. Két diszkrét valtozo fiiggetlenségének vizsgalata

Diszkrét valtozok esetén, amelyek lehetnek nominalisak vagy ordinalisak,
kontingenciatablazatba rendezziik az adatokat. A tablazat segit atlatni a valtozok
kalénbo6zé szintjéhez tartozé adatokat, illetve vizsgalhat6 a szintek egymashoz
val6 viszonya is. Legyen egy példa, ami egy kontroll- és egy tesztcsoportra tartal-
maz dichotém nominélis adatokat: kezelés (igen, nem), javulas (igen, nem). Az
adatok a 7.8. tablazatban lathatdk.

7.8. tablazat. Két diszkrét valtozo adatai kontingenciatablazat

) Javulas Osszeg
igen -
igen nem
3 igen 26 29 55
Kezelés
nem 35 15 50
Osszeg 61 44 105

A két valtozé kozotti kapcsolat 1étezésének megallapitidsahoz a két val-
toz6 kozotti fuggetlenség allapotédbdl indulunk ki. Ez a feltétel akkor teljesiil,
ha a valtozdk szintjei altal meghatérozott csoportokban az eloszlas megegye-
zik az 6sszevont szintek eloszlasaval. A Kezelés valtozoé eloszlasa a szintjeinek
megfeleléen: 55 igen, 50 nem. Ha a valtoz6 nem fugg a Javulds véltoz6tél, akkor
az ut6bbi szintjein is azonos eloszlast varunk. Ez konnyen kiszamolhat6 a két
szélsé oszlop segitségével (7.9. tablazat). A vart értékek és a tényleges értékek
kozott eltérés van. Ez az eltérés lehet a véletlen eredménye vagy annak a ko-
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vetkezménye, hogy a két véltozé nem fiiggetlen egymastél. Az eltérés okanak
megallapitasara x*>-probat végezhetiink el.

7.9. tablazat. Egymastol fiiggetlen valtozo vart értékei az dsszes szinten

. Javulas .
igen Osszeg
nem
igen 6155 3105 235305 55
8 105 °F 105
Kezelés
nem 61-50_2905 44-50_2095 50
105 ~ °7 105~ °
Osszeg 61 44 105

A vart értékek szdmitasanak altaldnos képlete:

sor 0sszeg ' csoport 6sszeg

vart érték = —
teljes 0sszeg

7.5.1. A x*- és Fisher-proba a fiiggetlenség tesztelésére

A y*-préba nullhipotézise azt dllitja, hogy a két valtozé fiiggetlen egymastol.
A x?, amir6l a proba a nevét kapta, az alabbi képlettel szamolhaté ki:

-4

i

- deF
i=1 i=1 L

2, (dy — d5”)’

ahol d;; a kereszttabla (kontingenciatablazat) i sordban és j oszlopdban levé érték,
d;;" pedig a d, helyett vart érték. Az el6bb emlitett példa esetében a x* értéke:

i

(26 —31.95)? (29 -23.05)% (35-—29.05)? (15— 20.95)?

Z="3103 23.05 29.05 20.95

Az igy kapott y* = 5.56. A probastatisztikat azzal a x*-eloszlassal értékeljiik
ki, amelynek szabadsagfoka: df = (sorok — 1)-(oszlopok — 1). A 2x2 tablazat esetén
df = 1. Ha a szignifikanciaszint 0.05, akkor a kritikus y?-érték 3.841. A prébastatisz-
tika nagyobb a kritikus értéknél, tehat a proba szignifikans eredményt adott, a két
valtoz6 nem fiiggetlen egymastél. R-ben a x?-prébét a chisq. test () paranccsal
lehet elvégezni (7.10. tablazat).
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7.10. tablazat. A x*- és a Fisher-préba R-ben

Parancs Részletek Magyarazat

proba = chisq.test(x, y, correct)
fisher.test(x, y, conf.level)

X Numeric/Nominal diszkrét valtozo

y Numeric/Nominal diszkrét valtozo
2x2 tablazatnal a Yates-

correct FALSE/TRUE féle korrekcio elvégzése

P megadja a vart értékeket
probasexpected matrix (ellendrizni lehet a kis értékeket)
conf.level 0.95 értéke valtoztathato

#X?-proba a 7.9. tdbldzatra
d = read.csv("https://goo.gl/j61RXD")
d =d[,c(2,3)]
table (d)
improvement
treatment improved not-improved
not-treated 26 29
treated 35 15
chisq. test(d$treatment,d$improvement, correct =F)
Pearson’s Chi-squared test
data: d$treatment and d$improvement
X-squared = 5.5569, df = 1, p-value = 0.01841

#A vdrt értékek tdbldzata
proba = chisq.test(d$treatment,d$improvement, correct =F)
proba$expected
d$improvement
d$treatment improved not-improved
not-treated 31.95238 23.04762
treated 29.04762 20.95238

A x?-préba szignifikans eredményt adott (x> = 5.56, df = 1, p = 0.018). A x*
értéke annal nagyobb, minél er6sebb a kapcsolat a két valtozé kozott.

x2-proba az illesztés josdgara

A x*-préba lehet6vé teszi, hogy egy véltozo értékeit egy elméleti eloszlas-
hoz hasonlitsuk. Ebben az esetben a véltoz6 minden szintjére kiszamolhaté az
elméleti eloszlas dltal meghatarozott érték. A y? értékét tehat a megfigyelt és az
elméleti eloszlés szerint elvart értékek kozti killonbségekbdl lehet kiszamolni.
Ezt a mddszert az illesztés jésaganak (goodness of fit) nevezziik.
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Alkalmazasi feltételek

1) 2x2 tipust tablazatok

A x2-pr6ba nem megbizhat6 abban az esetben, ha a kereszttdblaban kis szé-
mok vannak. Ha az 6sszelemszam kisebb 20-nél, vagy 20 és 40 kozo6tt van, de
a legkisebb vart érték 5-nél kisebb, a Fisher-féle exakt probat kell hasznalnunk
(7.10. tablazat).

Ha az 6sszelemszam 100-nél kisebb, vagy barmely érték 10-nél kisebb, akkor
a Yates-féle korrekciét lehet alkalmazni. Ez a proba be van épitve az R alapcso-
magjaban levl chisq. test () parancsba.

2) Barmely mds esetben

A x*-proba nem alkalmazhaté, ha a vart értékek ~20%-a 5-nél kisebb, vagy
barmely vart érték kisebb 1-nél. Ilyen esetben a kutatést tjra kell gondolni, névelve
a minta elemszamat.

7.5.2. Az asszociacio mérdészamai

A ¢ egyiitthaté

A véltozok szintjeinek novekedésével a x? értéke né, ezért ilyen esetben kor-
rekci6t kell végezni. Ha az egyik valtozonak két szintje van, akkor a legmegfelel6bb
korrekcio a ¢ (fi).

ahol n a minta elemszama.

A kapcsolat a két valtoz6 kozott nagyon erds, ha a ¢ értéke > 0.7, erds, ha
0.4 < ¢ értéke < 0.7, kozepes, ha 0.3 < ¢ értéke < 0.4, kicsi, ha 0.2 < ¢ értéke
< 0.3, és elhanyagolhat6, ha ¢ értéke < 0.2.

A ¢ értéke nem esik minden esetben [-1, +1] k6z¢é, van, amikor ¢ > 1. A ¢
maximalis értékét a kovetkezd képlettel szamolhatjuk ki:

@max = y/min(sorok szama, oszlopok szama) — 1

A képlet alapjan belathat6, hogy a ¢ akkor lesz kisebb 1-nél, ha vagy a sorok, vagy
az oszlopok szdma 2. Tehat a ¢ egyiitthat6t akkor hasznalhatjuk, ha legalédbb a
sorok vagy az oszlopok szdma 2, vagy mindkett6é 2.
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A Pearson-féle kontingencia egyiitthaté

A kontingencia egytitthaté (C) értéke [0,1] kozott véaltozik, azonban nem
mindig az 1-es érték mutatja a tokéletes kapcsolatot. Az egyiitthaté az alabbi
képlettel értelmezhetd:

ahol n a minta elemszama.

Ha a C nulldhoz kozeli, akkor a kapcsolat a két valtozé kozott elhanyagolhaté,
ha 1-hez kozelit, akkor a valtozok kozott erds kapcesolat van. A tokéletes kapcsolat
akkor jellemezhetd az 1-es értékkel, ha 5x5-6s vagy ennél nagyobb tablazattal dol-
gozunk. Ezért kisebb szintek esetén a kontingencia egyiitthatét nem is érdemes
hasznélni. A C__kiszdmolhat6 a kovetkezd képlettel:

c min(sorok szama, oszlopok szama) — 1
max min(sorok szama, oszlopok szama)

annak érdekében, hogy a C, | _minden esetben 1 legyen, Sakoda (1977) korrigélta
a C értéket:

Vi min(sorok szama, oszlopok szama)
Crorr = 2 : : y p .
2*> +n |min(sorok szama, oszlopok szdma) — 1

A Cramer-féle V egyiitthaté

A Cramer-féle V egytitthat6 a leggyakrabban hasznalt mutat6ja két diszkrét
véltoz6 kapcsolatanak. Ertéke barmely kereszttabla esetén [0,1] kozott véltozik.
Tulajdonképpen a ¢ egyiitthat6 kib6vitése:

V= 2 =9 !
- n-(min(s,o)—l)_go min(s,0) — 1’

ahol a s a sorok szdmét, az o az oszlopok szdmét jeloli. A 7.11. tdblazat tartalmazza
az egylitthat6 kiértékelési kritériumait.

7.11. tablazat. A Cramer-féle V egytitthato kiértékelése

V-érték Asszociacié mértéke
0-0.1 nincs asszociacio
0.1-0.3 gyenge

0.3-0.5 kozepes

0.5-1.0 erds
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A 7.12. tablazat tartalmazza az asszociaciés egyiitthaték és a Cramer-féle V
konfidenciaintervallumanak szamolé4séat R-ben. A {confintr} csomag lehet6vé teszi
a konfidenciaintervallum meghatarozasat bootstrap médszerrel.

7.12. tablazat. A ¢, a C és a Cramer-féle V egyiitthaték R-ben

Parancs Részletek Magyarézat

Phi(x, y) {DescTools}

ContCoef(x, y, correct) {DescTools}

CramerV(x, y, conf.level) {DescTools}
ci_cramersv(d, probs, type, boot_type) {confintr}

X Numeric/Nominal diszkrét valtozo

y Numeric/Nominal diszkrét valtozo

Ertékét meg kell adni a CramerV-
conflevel NA prébanal. Ha nem tartalmazza a 0-t,
akkor az asszocidcio szignifikéans.

Alapbdl nem korrigal.
correct FALSE/TRUE Ha TRUE, akkor a Sakoda-féle
korrekciét alkalmazza C-re.

d data.frame Adattébla a két valtozéval vagy
chisq.test result egy chisq.test eredmény.
probs ¢(0.025, 0.975) kétoldali teszt (@ = 0.05)
tvpe c¢("chi-squared", A konf. int. meghatérozdsi médszere.
yp "bootstrap") Javasolt a "bootstrap".
C("bca", YlperCH, . "
boot_type Javasolt a "bca".

"norm", "basic")

Példa

Vizsgéljuk meg egy ordinélis (Manure) és egy nominalis (Management) val-
toz6 kapcsolatat a dune.env adattdbldban, ami a {vegan} csomagban talélhat6.
Az adattdbla 20 kvadratban vizsgélja a teriilet felhasznalasat a foldmtivelés és
tertiletmenedzsment szempontjabdl. A Manure (M1) valtoz6 a tragyazas mértékét
mutatja 0 és 4 kozotti szintekkel, a Management (M2) nominélis véltozonak négy
szintje van: BF (Biological farming), HF (Hobby farming), NM (Nature Conser-
vation Management) és SF (Standard Farming). Az adatokat egy kereszttablaba
rendezziik (7.13. tdblazat).
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7.13. tablazat. Két diszkrét valtozo adatai kereszttablaban
M2 .
BF HF SF NM Osszeg

0 0 0 0 6 6

1 2 1 0 0 3

M1 2 1 2 1 0 4

3 0 2 2 0 4

4 0 0 3 0 3

Osszeg 3 5 6 6 20

Kérdés: van-e kapcsolat a két véltozé kozott? Mivel a kereszttabla 4x5-0s

tipusd, és sok benne a nulla, a Cramer-féle V a legmegfelel6bb mutat6.

#Beolvassuk és rendezziik az adattdblat
library (vegan)

data (dune.env)

d = dune.env

d = d[,c("Management", "Manure")]
table (d)
Management
Manure BF HF NM SE
0 0 0 6 0
1 2 1 0 0
2 1 2 0 1
3 0 2 0 2
4 0 0 0 3

#Cramer-féle V

library (DescTools)

CramerV (d$Manure,d$Management)
[1] 0.7533874

#Konfidenciaintervallum meghatdrozdsa
ci_cramersv(d, type = "bootstrap")
Two-sided 95% bootstrap confidence interval for the population

Cramer’s V based on 9999 bootstrap replications and the bca method

Sample estimate: 0.7533874
Confidence interval:

2.5% 97.5%

0.6411795 0.8076975
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Az eredmények alapjan azt mondhatjuk, hogy a két véaltozo kozott erds pozitiv
asszociacié van (Cramer-féle V = 0.753), és az asszociacio szignifikans (a konfiden-
ciaintervallum 0.64 és 0.81 kozé esik, ha @ = 0.05). Tehat a tertlet felhasznalasi
modja és a tragyazas mértéke fiiggnek egymastol.
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A regresszidanalizis a legszélesebb korben alkalmazott statisztikai médszer,
amellyel ok-okozati 6sszefiiggések modellezheték. Ez az elemzés lehet6vé teszi
annak a tesztelését, hogy egy fliggé véltozé értékeit milyen mértékben lehet meg-
becsiilni egy vagy tobb fiiggetlen valtozé értékeibdl.

Maga a fogalom Francis Galton angol polihisztor nevéhez kotédik, aki el6szor
hasznélta a regresszi6t, amikor azt vizsgalta, hogy milyen mértékben hatarozza
meg a szil6k atlagmagassa az utédaik magassagat. Klasszikussa vélt tanulmanya-
ban: Regression towards mediocrity in hereditary stature (Az 6rokolt testmagasség
regresszi6ja a kozépszertliség felé) azt a torvényszertiséget fedezte fel, hogy a sztil6k
atlagmagassdgébol el6re megmondhaté az utéd felnéttkori testmagasséaga, és ez a
magassag az atlagos érték felé mozdul el (Galton, 1886). Ennek a megéllapitdsnak
megfeleléen a magas, ill. alacsony sziill6k gyermekei is magasak, ill. alacsonyak
lesznek, de magassaguk kozelebb lesz az dtlagmagassédghoz, mint a sziill6ké. Galton
Gttoré munkéja utdn szamos kutatas bizonyitotta, hogy a testmagassag az egyik
legerésebb orokletes tulajdonsdg. A nem- és életkor szerinti valtozatossag figye-
lembevételével a testmagassag 80%-ban crokletes (Visscher et al., 2006).

A regresszidanalizisnek tobb véltozata van, amit a fliggetlen véltozok tipusa
hataroz meg. Ezek a valtozatok a 8.1. tdblazatban figyelhet6k meg.

8.1. tablazat. A regressziéanalizis fébb tipusai

p P s A fiagg6 valtozo A magyarazoé
Tipus Adatok 4atalakitasa 88O o+ magy -
eloszlasa véltoz6 eloszlasa
lineéaris - normalis normalis
varianciaelemzés - normalis kategorikus
L ) 1 normalis és
kovarianciaelemzés - normélis .
kategorikus
N . . 1. normalis és
logisztikus logit binomialis .
kategorikus
. . . normalis és
Poisson logaritmus Poisson .
kategorikus
s L o1s . 1 L1k normalis és
negativ-binomiélis logaritmus negativ binomiélis

kategorikus

Egyes tipusoknal sziikségessé valik az adatok atalakitasa. A legalkalmasabb
atalakitas a logaritmizalas, ugyanis ez a fajta 4talakitds konnyen értelmezhetd
utélag. Az atalakitott fiigg6 valtozé eloszlasdnak sajatosségai jobban megfelelnek
a linearis regresszié kovetelményeinek, a modellalkotasnél pedig hasznalhaté
a linedris regresszional bevalt legkisebb négyzetek mdodszere (Moksony, 2006).
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8.1. A linearais regresszio

A linedris regresszi6 olyan parametrikus eljaras, amely a fiigg és fiiggetlen
valtoz6 kozott linearis kapcsolat 1étezését modellezi, és megadja az Y becsilt
értékét az X-bdl. A fliggd valtozot Y-nal, a fiiggetlent X-szel szoktak jelolni. Az X
alapjan becstilt Y értéke az aldbbi linearis 6sszefiiggés segitségével szamolhato ki:

Y =P8 +B5X+e,

ahol g, és p, becsiilt értékek. Az XY koordinata-rendszerben a §, az egyenes met-
széspontja az Y tengellyel, a B, pedig az egyenes irdnytangense (meredeksége).
Mivel az Y valdszintiségi valtozo, a f, és B, is azok, ezért ezeknek is standard
hibaja van, az egyenletbe bekeriilt értékek pedig a becsiilt atlagértékek (B, és £,).
Az € hibatag is valdszintiségi valtozo, a véletlen hibak 6sszességét jelenti, ezért
eloszlasa az N(0,0?) standardizalt normal eloszlasfiiggvényt koveti. Ertelmezése:

n
€= Z eiz’
i=1

ahol e, az y, értékhez kapcsolodé hiba, o pedig a hibak varianciaja.

A linearis regresszidanalizis tesztelését egyszempontos ANOVA-val végezziik,
amely a kovetkezo hipotézisekre épiil:

H,: Az X értékeihez Y értékei véletlenszertien tarsulnak, azaz £, nem kiilén-
bozik nullatél (az egyenes parhuzamos az X tengellyel).

H,: Az X értékeibdl megbecsiilheték Y értékei, azaz f, kiilénbozik nullatol
(az egyenes nem parhuzamos az X tengellyel).
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8.1. abra. Az Iris setosa faj adatai kiiléndllé csoportot képeznek
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Amennyiben az X és Y nem normalis eloszlastak, és a mintaszdm kicsi (n
< 30), az adatokat transzformélni kell (ferde eloszlasnal a logaritméalést tandcsos
alkalmazni). Az X véltozdé kiugré értékei jelentsen torzithatjak a modellt. Szintén
torz, nem valés eredményekhez vezet, ha az adatok heteroszkedasztikusak, vagy
egymastol tavol esd csoportosuldsokat mutatnak. Példa erre az iris adattébla,
amelyben az I. setosa faj egyes értékei eltérnek a mésik két fajétél (8.1. abra).
Ilyen esetben a modell hatékonysaga romlik. Tanécsos a faj adatait eltdvolitani
az adattablabdl.

Példa: Galton adatai ma nyilvanosak, a {UsingR} csomagbél betoltheték
R-be, jelen helyzetben példaként hasznaljuk a kovetkezékben. Az adattabla 928
szlil6—ut6d pér adatait tartalmazza. Az utédok magasséga (child) az Y valtozé
szerepét veszi fel, a sziill6k dtlagmagassaga (parent) pedig az X valtozéét. A ma-
gassagok inch-ben vannak megadva, ezért a jobb kovethetdség miatt dtalakitjuk
cm-be (1 inch = 2.54 cm).

install.packages ("UsingR")

library (UsingR)

d = galton

dim(d)

[1] 928 2

head (d)

child parent

1 61.7 70.5
2 61.7 68.5
3 61.7 65.5
4 61.7 64.5
5 61.7 64.0
6 62.2 67.5

#Az értékeket dtalakitjuk cm-be.
d = round(d*2.54, 0)
names (d) = c("Child","Parent")

head (d)
Child Parent
1 157 179
2 157 174
3 157 166
4 157 164
5 157 163
6 158 171
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A 8.2. dbra bal oldali 4brajén lathato a kapcsolat a két véltoz6 kozott. Az dbran
sok pont egymaésra tevédik, ezért a pontok stirtiségének érzékeltetésére kismérték-
ben eltavolithat6k egyméstol (jobb oldali dbra). Az utébbin megfigyelhetd, hogy a
legtobb esetben a sziil6k és az utédok magasséga a kozépértékek koré tomoriilnek.

5 o | Y=671+0861x
o3 — (8]
- o 88 8& T -
o _ g B8ggew -
z o8 88 8 88 88 =
O 2 HBER B RERC o e
= BBEEEEEE T -
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Parent Parent

8.2. abra. A sziil6k dtlagmagassdga és az utédok magassdga kozti dsszefiiggés
Francis Galton adatai alapjan (Galton, 1886)

Ritkdn fordultak el olyan esetek, amikor a sziil6k és utédaik nagyon ala-
csonyak vagy nagyon magasak voltak. Az abran az is lathaté, hogy adott sziil6k
atlagmagassagahoz képest szélesebb tartoményban valtozott az utédok testma-
gassiga. Kérdés, hogy ennek ellenére 1étezik-e torvényszeriiség a két magassag
kozott, vagy teljesen véletlen az utédok magassaga. Erre a kérdésre ad valaszt a
linearis regresszidanalizis.

A 8.2. abra kddja:
par (mfrow=c(1,2))
plot(Child ~ Parent, galton,
xlim = ¢(150,200), ylim = c(150,200))
plot(jitter(Child,4)~Parent,galton,
xlim = ¢(150,200), ylim = c(150,200))
model = 1lm(Child~Parent, galton)
abline (model,lwd=2, col= "blue")
legend (150,199, "Y = 67.1 + 0.61X", bty = "n")
summary (model)

Call:
Im(formula = Child ~ Parent, data = d)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-19.336 -3.454 -0.167 4.546 14.597
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Coefficients:
Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) 67.10332 6.86354 9.777 <2e-16 xR x
Parent 0.61024 0.03955 15.431 <2e-16 xR X

Signif.codes:0'***/ 0.001'**" 0.01'*" 0.05'.'

Residual standard error: 5.636 on 926 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2046, Adjusted R-squared: 0.2037
F-statistic: 238.1 on 1 and 926 DF, p-value: < 2.2e-16

A 8.2. 4bran lathat6 a linearis regresszi6 altal kapott egyenlet a becsiilt , és
B, értékekkel. Az X egyiitthatéja egy pozitiv szam, ami pozitiv dsszefiiggést mu-
tat X és Y kozott. A modell szerint a sziil6k atlagmagassédgénak egységnyi (1 cm)
novekedésénél az utdéd magassaga csupan 0.61 cm-rel névekszik. Ez a novekedés
faggetlen a sziil6k atlagmagassagatol.

A hipotézisvizsgalatot a 8, egyiitthatéra végezziik el, amivel a f;-t becsiiljiik.
A modell akkor lesz szignifikans, ha a §, értéke szignifikansan eltér nullatél. A B,
t-eloszlast kovet. A B, varianciéja (03) tulajdonképpen azt fejezi ki, hogy hogyan
ardnylik az e hibatag variancidja az X variancidjahoz. Minél kisebb a hibatag
variancidja, annél szorosabban illeszkednek a pontok az egyeneshez, igy annal
kisebb lesz a o}. Minél nagyobb az X variancidja, annél kisebb a o7, tehat minél
jobban szérodnak az X értékei, annal jobb lesz az illesztés, és annal nagyobb lesz
a modell magyarézdereje.

Az ANOVA elemzést a summary (model) paranccsal kapjuk meg. A parancs
kimenete a két egyiitthatéra (Coefficients), az Intercept (f,) és a Parent ( ;) értéke-
lését mutatja. Az Estimate adja meg a becsiilt értékeket, emellé tarsul a standard
hiba [in), az a t-érték, amelyre B, és B, vart értéke nulla, és ehhez a t-értékhez
tartozo p-érték. Mind a két egyiitthatéra a p < 0.001, tehat a 8, és B, szignifikan-
san kiilonb6znek a nullatél. A modell kiértékeléséhez tovabbi paramétereket is
figyelembe kell venni, mint példaul a reziduumok eloszlasat, standard hibajat,
illetve az R?-értéket. Ezek értelmezéséhez sziikség van a lineéris modell illesztési
algoritmusanak megértésére.

8.1.1. Egyenes illesztése a pontokhoz

A linearis regresszio alapja az egyenes illesztésének mddja a pontokhoz, ami
a legkisebb négyzetek modszerével torténik. A pontok kisebb-nagyobb szérédésa
miatt barmilyen egyenest illesztiink rajuk, mindig lesznek olyan pontok, amelyek
nem lesznek rajta az egyenesen. A modell csupan azokat a pontokat tudja helyesen
megjésolni, amelyek rajta vannak az egyenesen. Minél tavolabb esik egy pont az
egyenestdl, annal nagyobb a modell hibaja (8.3 4bra).
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8.3. abra. A linedris regressziés modell hibdjanak értelmezése egy pont esetében

Az (x, y) pont becslésének a hibéja e, a 8.2. dbran kitiintetett pontté ez nega-
tiv érték. A kalonbozé elGjelek hatasanak a kikoszobolésére a hibakat négyzetre
emelik. Az egyenes illesztése tigy torténik, hogy a B, értéke eleget kell hogy tegyen
annak a feltételnek, hogy a fiigg6leges hibanégyzetek tsszege minimalis legyen.
Matematikailag ez a kovetkez6 kifejezéssel irhaté le:

min (Zn:(% - }7i)2>-

A modszer tehat innen kapta a nevét. A két egytitthaté értéke a kovetkez6
értelmezést kapja:

N sd(Y)
By = cor(Y,X) lsd(X)'
ﬁo =Y - 31 -X.

A B, értelmezésébdl kovetkezik, hogy az (X, Y) pont rajta van az egyenesen,
az egyenes iranytangense (8,) pedig fiigg a két valtozoé korrelaciés egyiitthat6jatol
és a mintak szorasaitél. Ezekbdl kovetkezik par érdekesség:

—ha X és Y mértékegysége megegyezik, akkor f; dimenziémentes szdm (egy

szOrzotényezd), a B, viszont az Y mértékegységével rendelkezik;

—ha a (0,0) pontra centrédljuk a két adatsort (kivonjuk az atlagokat az értékek-

bél), akkor a §, = 0 (kiesik a modellbél), az irdnytangens viszont valtozatlan
marad;
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- ha z-transzform4ciot végziink a két adatsorral, akkor a 8, = 0, az irdnytan-
gens pedig a korrelacios egyiitthatéval lesz egyenld, fiiggetleniil att6l, hogy melyik
valtozét valasztjuk fiiggetlennek.

Belathat6, hogy minél inkébb elforgatjuk az egyenest, a szélsGértékek tilnyo-
mo része nagyon tavol fog esni az egyenestdl, igy a hibanégyzetek 6sszege nove-
kedni fog. Az egyenes forgatasa és a négyzetosszeg értékének véltozasa tanulma-
nyozhaté az aldbbi kéddal elkészitett 8.4. 4bran, amelynek eredeti forméjat Caffo
(2015) készitette el Galton adataira. A forgatas kezeléséhez az 6sszes egyenesnek
a (0,0) ponton kell &tmennie (£, = 0), tehat a két valtozoét az origéba kell centrélni.

install.packages ("manipulate")
library (manipulate)
myPlot = function (beta) {

y = d$Child - mean (d$Child)

x = d$Parent - mean(d$Parent)

fregData = as.data.frame(table(x, y))

names (freqData) = c("Child", "Parent", "freq")
plot(

as.numeric (as.vector (freqData$Parent)),

as.numeric (as.vector (freqData$Child)),

pch = 21, col = "black", bg = "grey70",

cex = 0.15*freqgData$freq,

xlab = "Parent",

ylab = "Child"

)

abline (0, beta, 1lwd = 3)

points(0, 0, cex = 2, pch = 19)

mse = mean((y - beta*x)~*2)

title(paste("beta_1 = ", beta, "MSE = ", round(mse, 3)))
}

#Megkeressiik azt a Bl értéket, amelyre a szordsnégyzetek
#datlaga (MSE)minimdlis.
manipulate (myPlot (beta, beta = slider(0.5,1.2,step=0.02))

A szimulaléds soran a legkisebb MSE értéket, a modell altal becsiilt becsiilt
B, értékre adja, ami 0.61. A modell altal becsiilt y-értékeket a predict (model)
vagy amodel$fitted.values paranccsal kérhetjik ki, és elmenthetjiik egy vektor
forméjédban. A model = 1m(y~x), a linedaris regresszié modellje.
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8.4. abra. Az irdnytangens és a szorasnégyzetek dtlaganak valtozdsa
Galton adataira (magassdgok cm-ben)

8.1.2. A hibatag vizsgalata

A modell hibatagjat (€) a reziduumok 6sszessége képezi. A reziduumok, a
pontok eltérései a regresszos egyenestdl, ahogy a 8.3. dbra is mutatja. Ezeket az
eltéréseket az ANOVA nem értékeli ki, de tanulményozhaté az eloszlasuk. Ezzel
ellentétben a modell egyiitthat6inak hibai valédi hibak, amelyek a val6szintiségi
valtozok véletlen hibdi. A reziduumokat a kovetkez6képpen kapjuk meg:

e =y — Vi
kifejtve:
€ =Yi—Bo —31'9%-

A modell a reziduumok négyzetosszegét minimalizélja, igy a reziduumok a
modell hib4jat is képezik, és egyben a modell sikerességének is a mutatéi. R-ben
a resid(model)vagy model$residuals parancsokkal kérhetjitk ki éket, ha a
model = 1lm(y~x). A reziduumok 6sszege, illetve a reziduumok és a fiiggetlen
valtoz6 szorzatdnak 6sszege nulla vagy nulldhoz kozeli szam.

e = resid(model)
sum(e)

[1] -5.327516e-12
sum (e*d$Parent)
[1] -8.728023e-10



218 8. REGRESSZIOANALIZIS

A reziduumok szabadséagfoka a mintaegyedszamnal annyival kevesebb, mint
ahany egyutthaté van a modellben. Az egyszerti linedris regresszional tehat a df =
n - 2, mivel a modell két egytitthatot tartalmaz. A reziduumok szérédasat a rezidualis
varianciaval (62), ill. a rezidudlis sz6rassal (a variancia négyzetgyokével) értelmezziik:

52 = i1 (v — 71)?
n—2
A rezidudlis szorast az R-modell is megadja Residual standard error név
alatt. A Galton-adatokra ez az érték 5.636. A két mutaté az alabbi parancsokkal
szdmolhat6 ki R-ben:

#Rezidudlis variancia Galton adataira
sum (resid (model) ~2) / (nrow (d) —-2)
#Rezidudlis szdrds Galton adataira
sqrt (sum(resid (model) ~2) / (nrow(d)-2))

A modell sikerességét a reziduumok grafikus elemzésével, ill. egyes prébék elvég-
zésével is ellendrizhetjiik. Sok esetben az XY koordinata-rendszerben nem kovethetd
tisztan a reziduumok mintazata (8.5. abra, balra), ezért a leghasznosabb a reziduumok
abrézolasa az X valtozé fuggvényében (8.5. abra, jobbra). A reziduumok eloszlasa
egyenletes kellene legyen az X -tengely mentén, az értékeknek pedig nulla koral
kell mozogniuk. Idealis esetben a reziduumok eloszlasa a normalis eloszlast koveti.
A modell akkor nem megbizhaté, ha a reziduumok eloszldsdban valamilyen mintazat
rajzol6dik ki, mint a 8.6. dbrédn. Az els6 dbran lathat6 egy mintazat, ami alapjan nem
minden X értékre teljesiil az, hogy a reziduumok a nulla kériil szér6dnak. A masodik
abran X értékeinek novekedésével a reziduumok szérédasa egyre nagyobb, az adatokra
heteroszkedasztikusok (vagyis a hibatag varianciaja nem egyforma). A normaélis el-
oszlast altalaban vizuélisan teszteljiik, a homoszkedaszcitiast pedig az NCV-prébaval.
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8.5. abra. A reziduumok grafikus vizsgalata.
Balra: az XY koordinéta-rendszerben.
Jobbra: A reziduumok abrazolédsa az X valtozé fiiggvényében.
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A Galton adataira kapott linearis modell reziduumai megkozelitéen a nulla
koriil szérédnak, és a szér6das nem mutat egy rendezett mintazatot (8.5. abra).
A normalis eloszlast egy hisztogramon, ill. egy Q-Q abran ellendrizhetjiik (8.7.
abra). A homoszkedaszticitasra elvégezhetjitk az NCV-prébat (lasd a 7.3. tdblaza-
tot). Az NCV-préba alapjan a variancia dllandénak tekintheté a Galton-adatokra
(x> = 0.499, df = 1, p = 0.480). Ezzel szemben a 9.6. dbra jobb oldali adataira a
préba szignifikans eredményt ad (x> = 16.46, df = 1, p < 0.001), tehat az adott
kapcsolat leirdsara a linearis regresszi6s modell nem megfeleld.

library (car)

ncvTest (1m (d$Child~d$Parent))

Non-constant Variance Score Test

Variance formula: ~ fitted.values

Chisquare = 0.4994732, Df =1, p = 0.47973
ncvTest (1lm(y~x))

Non-constant Variance Score Test

Variance formula: ~ fitted.values

Chisquare = 16.45993, Df = 1, p = 4.9689%e-05
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8.6. abra. Mintdzatok a reziduumok eloszlasaban
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8.7. abra. A Galton-adatok linedris regresszio daltal kapott reziduumainak eloszldsa
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8.1.3. A linedris regresszié magyarazoereje

A modell magyardzéerejét a kovetkezé mutatékkal jellemezhetjilk: a deter-
minéciés egylitthaté (R?), a korrigalt R?, az atlagos négyzetosszeg (MSE) és ennek
a négyzetgyoke (RMSE), ill. a reziduumok varianciéja.

A determindciés egytitthaté (R?) megadja a fiigg6 valtozoé (Y) teljes variancia-
janak azt a hanyadat, amelyet a linearis regresszi6 magyaraz. A linearis regresszi6
azt magyarazza, hogy a becsiilt Y értékek mennyire térnek el az atlagértéktsl (Y).
Mivel a szabadséagfokok megegyeznek, a képletben a négyzetosszegek szerepelnek:

~ =\2
R2 — ?:1(Yi - Y)
(Y —Y)?

A determinacios egytitthat6 kifejezhet6 az R-ben hasznalt jelolésekkel is, a
kovetkez6 médon:

RSS ESS

2=——=1-——
TSS TSS’

ahol az RSS a regresszids (magyarazd) négyzetosszeg, a TSS a teljes négyzetosszeg,
az ESS pedig az eltérés-négyzetosszeg.

Az R? értéke [0,1] kozott valtozik, és a két véaltozé kozotti Pearson-féle kor-
reldcids egylitthat6 négyzetével egyenlé. Minél nagyobb az értéke, annél jobban
magyardzza a modell az Y véltozo értékeit. Az R? értéke fiigg a minta elemszamatél
(adatok hozzdadasaval az értéke csokken). Ebbdl adédik, hogy a modell haté-
konysagat nem lehet megitélni pusztan az R? értékével, a reziduumok eloszlasat
is mindenképp ki kell ehhez értékelni.

A korrigélt R? értéke ugyancsak [0,1] kozotti érték, viszont figyelmbe veszi a
fuggetlen valtozok szamat, ugyanis ennek a szdmnak a novelésével az R? értéke
novekszik. Azt a latszatot kelti, hogy a modell megbizhat6saga javul. Ezt kiiszo-
boli ki a korrigalt R?. Egyetlen fiiggetlen valtozoé esetén az R? és a korrigalt R? érték
egymashoz kozel allnak.

Az dtlagos négyzetdsszeg — MSE (mean squared error) — a modell 4ltal becstilt
Y értékek és a valds Y értékek kozti kiillonbségek négyzetosszegeinek az atlagat

fejezi ki.
1% 1
MSE = EZ(JAG —y)?= ;z ef
i=1 i=1

Ha az illesztett egyenes az Y 0sszes értékeit tartalmazza, akkor az MSE = 0. Ilyen
eset a val6sdgban nem szokott el6fordulni. Ha vannak pontok, amelyek nincsenek rajta
az egyenesen, az MSE értéke egy pozitiv szdm lesz. Minél nagyobb ez az érték, annél
rosszabb a modell magyarazéképessége. Az MSE értékét nehezebb értelmezni, mint a
determindcios egyutthat6ét, mivel abszolut értéke van, mig a determinécios egytitthaté
egy viszonyszam. Altaldban a modell nagyon gyenge teljesitménye mutathato ki vele.
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R-ben az 4tlagos négyzetosszeg tobbféleképpen szdmolhaté ki. Legyen a li-
nearis modell a model = 1m(x~y, data = d).

#A hiba dtlagos négyzetdsszege (MSE)
MSE = mean (model$residuals”2)

#vagy

#Kiszdmoljuk a rezidudlisokat

MSE = mean ((d$y - predict (model)) *2)

A gyok dtlagos négyzetdsszeg — RMSE (root mean squared error) — elénye
az atlagos négyzetosszeggel szemben az, hogy a reziduumok atlagos szérédasat
adja meg az Y valtozé értékskaldjanak megfelel6en. A mutat6 egy standardizalt
mérGszam, az értéke erdsen fiigg az Y értékeitdl.

Ha a lineéris modell: model = 1m(x~y, data = d), és az MSE értékét a
fenti parancsok egyikével kaptuk meg, akkor R-ben az RMSE a kovetkezé parancs-
csal szamolhaté ki:

#A gybk dtlagos négyzetdsszeg kiszdmitdsa:
RMSE = sqrt (MSE)

8.2. Altalanositott linearis modellek (GLM)

Az altalédnositott lineéris modelleket Nelder és Wedderburn dolgozta ki 1972-
ben (Nelder és Wedderburn, 1972). Az 6 meghatarozasuk szerint ,,a modell a
legnagyobb valdszintiség médszerét hasznalja arra, hogy megbecsiilje azokat a pa-
ramétereket, amelyekre a megfigyelt értékek eloszlésa az exponencialis fiiggvény-
csaladhoz tartozoé fuggvénnyel jellemezhetd, a szisztematikus hatasok pedig egy
megfeleld transzformaciéval linearizalhaték”. Az altalanositott lineéris modellek
(Generalized Linear Models — GLM) egy modellcsaladot alkotnak, amelyek kozos
jellemzdje az, hogy a fiiggé valtozé (Y) varhatéd értékét egy kapcsolati fiiggvény
segitségével hozza 6sszefiiggésbe a linearis modellel. Az értelmezés szerint hdrom
részbdl tevédnek 6ssze: szisztematikus és véletlen komponensbdl, valamint egy
kapcsolati fiiggvénybdl:

— szisztematikus komponens (az Y varhat6 értéke): E(Y) = w;

— véletlen komponens (lineéris prediktor, amit X hataroz meg): 7;

— kapcsolati fuggvény: g(uw) = n,

ahol u az Yvarhaté értéke,  az Y értékbdl logaritmikusan transzformalt érték,

a g pedig az a figgvény, ami megteremti a kapcsolatot a u és az n kozott.
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Nedler és Wedderburn (1972) zsenalitasa a g fliggvény bevezetésében rejlik,
ami az Y diszkrét értékeibél folytonos skaldja valtozot (n) hoz létre, aminek az
értékei (—oo, +00) kozott valtoznak.

A modell koefficienseinek (3, és f,) a meghatéarozésa a legnagyobb val6szin(-
ség (maximum likelihood) maédszerrel torténik egy iterativ algoritmus segitségével,
ami tobb probalkozas aran megkeresi a legjobb megoldast. A kovetkezd egyenletre
keresi a megoldast:

n
Y. — u;
MVVL =0,
& @ var(Y;)
i=

ahol var(Y) az eloszlas variancidja, a W, egy szdrmaztatott érték, a @ pedig egy
korrekcids tényez6. A valdszintiségi valtozo tipusa szerint a varianciat haromfé-
leképpen értelmezhetjiik:

— Y normalis eloszlasu: var(Y) = o?;

— Y binomalis eloszlast: var(Y) = w-(1-u);

- Y Poisson-eloszlasa: var(Y) = w.

A modellek R-ben az alapcsomagban megtalalhat6 glm() paranccsal készit-
heték el, kivételt képez a negativ binomialis eloszlasra épiilé modell, amit a
{MASS} csomagban talalhaté glm.nb () paranccsal készithetiink el (8.2. tab-
lazat).

8.2. tablazat. Altaldnositott linedris modellek R-ben

Parancs Részletek Magyarézat

model = glm(y~x, data, family)
model.bn = glm.nb(y~x, data) {MASS}

summary(model)
X Numeric/Nominal faggetlen (prediktor) véltozo
y Numeric/Binomial/Poisson fiiggd valtozo
data adattabla
"gaussian’, A1i s 21
family "binomial", "quasibinomial", normalis, binomidlis vagy

Poisson-eloszlasu Y-ra

non

"poisson", "quasipoisson"

Ha a @ értéke 1, akkor a binomialis vagy a Poisson-eloszlassal dolgozik a
modell. Abban az esetben, ha az X szélsé tartoményaiban ttl sok 0 van (vagy 1-es
a binomialis eloszlasnal), akkor @ értéke eltérd, igy a modellt a kvazi-binomialis,
ill. kvazi-Poisson-eloszlasra kell épiteni.
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8.2.1. A logisztikus regresszio

A logisztikus regresszi6t abban az esetben alkalmazzuk, amikor a fliggé val-
toz6 binéris, eloszlasa pedig a binomialis eloszlassal irhat6 le. Ilyen esetben a
modell a kovetkez6 komponenseket hasznalja:

— szisztematikus komponens: E(Y) = u;

— lineéris prediktor: n = g, + ,-X;

- kapcsolati fiiggvény: g(u) = 1= log (ﬁ)

A p/(1-p) aranyt esélyértéknek (O — odds) nevezziik, a 4 pedig annak a valészi-
niisége, hogy egy esemény (siker) bekovetkezik. Tehat jelolhetjitk p-vel. Az esélyérték
kifejezi, hogy hanyszor akkora a valésziniisége annak, hogy a siker bekovetkezik,
mint annak, hogy nem. Ha példaul a p értéke 0.5, akkor az O értéke 0.5/0.5 = 1,
ha a p = 0.75, akkor az O értéke 0.75/0.25 = 3. Az esélyérték természetes alapti
logaritmusa logit néven ismert. A két paraméter konnyen é4talakithaté egyméasba:

A 0
0= Lesp = —
1-p 1+0

A p, O és n értékeinek kapcsolatét a 8.3. tablazat tartalmazza.

8.3. tablazat. A siker valésziniiségének (p), az esélyértéknek (O)
és a linedris prediktornak () a kapcsolata

Mutaték Ertékek
p 0 0.01 0.10 0.5 0.9 0.99 1
0] 0 0.01 0.11 1 9 99 +o0
n -0 -4.60 -2.20 0 2.20 4.60 + 00

Mivel g, és 8, az n értékeit hatarozzak meg X alapjan, 6k maguk nem értelmez-
het6k valészintiségi értékekként (p). At kell ket alakitani a g(u) fliggvény inverzével:

e’ exp(Bo + By * x;)

T1ten 1+exp(By + Br-x)

Di

A modell alapjan g, visszaalakitva kifejezi annak a valészintiségét, hogy Y
bekovetkezzen, ha X értéke nulla. A ﬁl visszaalakitva kifejezi Y-nak az esélyértékét,
ha X egy egységgel novekszik. A modell szerint:

eho

= Ty o P =

Px=o0

A logisztikus modell egy S-alaku gorbe, ami 0 és 1 kozott véaltozik a model-
lezett Y tengelyén. Minél inkdbb kozelit §, a nulldhoz, annal ink4bb kisimul a
gorbe (8.8. abra).



224 8. REGRESSZIOANALIZIS

Példa

A titanic.csv adattabla 887 utas pér adatat tartalmazza a Titanic 2229 utasabdl.
Ezek kozt szerepel az életkor és az, hogy az illet6 talélte vagy nem a katasztréfat. Az
életkor, mint magyaréazo valtozd, a ttlélés mint fiiggs véltozo szerepel a modellben.

Az adattébla az alabbi linken érhet6 el:

https://gist.github.com/sachinsdate/8b212e2c¢589a70910dfd04fae7d0f788

df = read.csv(file = "titanic.csv", header = T)
dim (df)
[1] 887 8
model = glm(Survived~Age, family = "binomial", data = df)
summary (model)
Call:
glm(formula = Survived ~ Age, family = "binomial", data = df)
Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.0864 -1.0017 -0.9439 1.3562 1.5806
Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>]|z|)
(Intercept) -0.209189 0.159494 -1.312 0.1897
Age -0.008774 0.004947 -1.774 0.0761
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
Null deviance: 1182.8 on 886 degrees of freedom
Residual deviance: 1179.6 on 885 degrees of freedom
AIC: 1183.6
Number of Fisher Scoring iterations: 4

A modell szerint sem a 8, (p = 0.1897), sem a 8, (p = 0.076) nem tér el szig-
nifikdnsan a nullatél, tehét a modell nem tudja magyarédzni a tilélést az életkor
alapjan. Ezzel ellentétben, ha az utasok besorolasat valasztjuk magyarazé valto-
zonak (Pclass), ami harom osztélyt tartalmaz, a modell szignifikans lesz.

model = glm(Survived~Pclass, family = "binomial", data = df)
summary (model)
Call:

glm (formula=Survived~Pclass, family="binomial", data=df)
Deviance Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-1.4382 -0.7602 -0.7602 0.9374 1.6629
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>]|z|)
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(Intercept) 1.43907 0.20742 6.938 3.98e-12 **x*

Pclass -0.84423 0.08719 -9.683 < 2e-16 **x*

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
Null deviance: 1182.8 on 886 degrees of freedom

Residual deviance: 1082.1 on 885 degrees of freedom

AIC: 1086.1

Number of Fisher Scoring iterations: 4

A modell szerint az, hogy egy utas milyen osztilyon utazott a Titanicon,
befolyasolta a talélési esélyeit. A p= 0.430, vagyis a talélési esély atlagosan 0.43-
szor kisebb osztalyrol osztalyra. Atlagosan 57%-kal (100%-43%) csokkent egy
utas tulélési esélye, ha egy szinttel olcsébb osztdlyon utazott.
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8.8. dbra. Y a valdsdgban csak 0 és 1 értéket vehet fel,
a modellezett értékek nem lépik til a [0,1] intervallumot

A 8.8. abra egyik grafikonjanak a kédja:

library (manipulate)

X = seq(-10, 10, length = 1000)
manipulate (

plot(x, exp(betal + betal*x)/ (1l + exp(betal + betal*x)),
type = "1", 1lwd = 3, frame = FALSE,
ylab = "modellezett Y"),

betal = slider(-2, 2, step = 0.1, initial
beta0 = slider(-2, 2, step
)

2),
0)

0.1, initial
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8.2.2. A Poisson-regresszio

A Poisson-regresszi6 olyan diszkrét valtozora alkalmazhaté, amely csak pozi-
tiv értékeket vehet fel, és varianciajara érvényes az, hogy egyenl6 a kozépértékkel,
var(Y) = u. A modell a kovetkezé komponenseket hasznalja:

— szisztematikus komponens: E(Y) = u;

— lineéris prediktor: n = g, + B,X;

- kapcsolati fiiggvény: g(u) = n = log .

Poisson-eloszlést olyan Y valtozdkra alkalmazhatunk, amelyek kifejezik,
hogy hany esemény kovetkezik be egy vizsgalt tertileten vagy idépillanatban,
hény esetbdl hany felel meg az el6feltételeknek, tovabba alkalmazhaté binomialis
valtozoéra is, amikor a siker valdszintisége kicsi, és az elemszam nagy, valamint
kontingenciatablazatokra is. Az utébbinal a fuggetlen véltoz6 egy kategorikus
valtozé. Péld4ul egy adott tertileten felmérik egy faj egyedszdmét napos, borts és
es6s id6ben egyarant. A fiiggetlen véltozo folytonos skalan is mozoghat, példaul
abban az esetben, ha a faj egyedszamat a levegé hémérsékletének fiiggvényében
mérik fel.

A Poisson-regresszié alkalmazési feltételei:

1) A fagg6 valtozé nullat vagy diszkrét pozitiv értékeket vehet fel, és Poisson-
eloszlast kovet. Ez a feltétel sok esetben nem teljesiil, mivel a variancia altalaban
nagyobb az atlagnal.

2) A megfigyelések (Y értékei) egymastol fiiggetlenek (egy esemény bekavet-
kezése nem befolyasolja egy masik esemény bekovetkezésének a valészintiségét).

A logisztikus regressziohoz hasonléan a Poisson-regresszié lehetéséget ad a
B, alapjan arra, hogy felmérjiik azt, hogy a folytonos prediktor valtozé egységnyi
valtozdsara hany szazalékban médosul a fiiggd valtozo értéke. Kategorikus véltozo
esetén a modell azt mutatja meg, hogy két kategoria Y értékeinek eltérése mekko-
ra. A B, azt fejezi ki, mennyivel né vagy csokken a fiiggd valtozoé atlagos eléfor-
dulési gyakorisaganak a logaritmusa, ha a magyarazé valtozoé értéke 1 egységgel
novekszik. A §; értéknek a realis skalan val6 értéke e”, a fiiggd valtozé szazalékos
véltozasat pedig az alabbi képlettel szdmolhatjuk ki:

AY (%) =100 - (eft —1).

Példaul, ha a B1 értéke 0.45, akkor e” értéke 1.57, tehéat a magyarazé valtozo
egységnyi novekedésére az Y véltozo6 értéke 57%-kal novekszik. Ha a f§; értéke
-0.08, akkor e* értéke 0.92, tehat az X valtozo egységnyi novekedésére az Y valtozo
értéke 8%-kal csokken.

A modell hatékonysaga a rezidualis deviancia alapjan értékelhet6 ki, ami
megadja a kiilénbséget a jelenlegi modell deviancidja és az ideélis modell maxi-
malis devianciaja kozott. Az idedlis modell minden megfigyelt értéket tokéletesen
megjésol. A modell hatékonyséagat x2-prébaval tesztelhetjik az illesztés jésagara.
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Ha a rezidudlis deviancia elég alacsony, akkor a x?-préba eredménye nem lesz
szignifikans, azaz a modell jél illeszkedik a megfigyelt értékekhez.

A Poisson-eloszléas alkalmazasa korlatozott. Ha a variancia jéval nagyobb az
atlagértéknél, akkor tilszér6dasrol beszéliink. Ilyen esetben a Poisson-eloszldson
alapulé modell a koefficiensek konfidenciaintervallumait sziikebbre veszi, hiszen
kisebb szérést feltételez, igy szignifikans eredményt adhat olyan esetre, ami a
valésagban nem az. Erre az esetre vezették be a kvazi-Poisson-eloszlast, ami
részben figyelembe veszi a nagyobb varianciét, és a z-eloszlas helyett a t-eloszlassal
értékeli ki a konfidenciaintervallumokat. A modell egyiitthatéinak az értéke nem
véltozik, csupan szigortbban itéli meg a szignifikancidjukat.

Elsé6 példa: a cyclones adattabla a {GLMsData} csomagban az Ausztralia kor-
nyékén észlelt trépusi ciklonok szamat tartalmazza 1969 és 2005 kozott (N =
37). Az éves atlag 12, a variancia pedig 13.7, ami nagyjabol megfelel a Poisson-
eloszlasnak. A ciklonok szama tehat diszkrét valtozd, és ugyantgy az év is. Ilyen
esetben a Poisson-regresszié alkalmazhat6.

library (GLMsData)

data (cyclones)

d = cyclones

dim (d)

[1] 37 8

model p = glm(Total~Year, family = "poisson", data = d)
summary (model p)

Call:

glm(formula = Total~Year, family = "poisson", data = d)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.2639 -0.6484 0.1130 0.5929 1.9500

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) 26.978363 8.871739 3.041 0.00236 **
Year -0.012331 0.004468 -2.760 0.00578 *x*

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 42.278 on 36 degrees of freedom
Residual deviance: 34.621 on 35 degrees of freedom
AIC: 197.25
Number of Fisher Scoring iterations: 4
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A modell a 8.9. abra bal oldaldn lathat6. A tengelymetszet (Intercept) ~
27, ami azt jelenti, hogy a nulladik évben elméletileg 27 ciklon volt Ausztralia
kozelében. Ez az érték szignifikdnsan killonbozik nullatél (p = 0.002). Ennek az
értéknek nincs jelentésége, mivel idében oriasi extrapolaciot jelent. A 3, értéke
-0.0123, aminek a valds skalan e=%%123 érték felel meg, azaz 0.988. Innen:

AY (%) = 100-(0.988 — 1) = —1.2%,

tehat a modell szerint 1969 és 2005 kozott évente 1.2%-kal csokkent a ciklonok
gyakorisaga. A f, értéke szignifikdnsan meghatarozza a modellt (p = 0.006), a
konfidenciaintervallum pedig kiszamolhaté R-ben:
#betal értéke a valds skdlan
exp (model p$coeff[2])
Year
0.9877445
#betal konfidenciaintervalluma a valds skdldn
exp (confint (model p))
2.5 % 97.5 %
(Intercept) 1.50752%9e+04 1.941574e+19
Year 9.791077e-01 9.964146e-01

A B, értéke tehat 0.988 (0.979 — 0.996, a = 0.05). A modell érvényességének
és megbizhatésaganak kiértékelését két x*-probaval végezhetjik el: az egyik az
ANOVA alapjan megallapitja, hogy a modell eltér-e szignifikasan a véletlenszert
eloszlastol, a masik pedig a Poisson-regresszié megbizhatésagat ellenérzi agy, hogy
a modell altal megjosolt Y-értékeket dsszeveti a megfigyelt Y-értékekkel.

#A modell érvényességének tesztelése
anova (model p, test = "Chisq")
Analysis of Deviance Table
Model: poisson, link: log
Response: Total
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev Pr (>Chi)
NULL 36 42.278
Year 1 7.6567 35 34.621 0.005656 **

Signif.codes:0'***’ (0.001'**" 0.01'*" 0.05'." O0.1" '

#A Poisson-regresszidé megbizhatdsdga
pchisqg(34.621,35, lower.tail = FALSE)
[1] 0.4862805
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Az ANOVA alapjan a modell érvényes (x> = 34.6, df = 35, p = 0.006), és
megbizhat6an jelzi a ciklonok varhaté szamét (a x*-préba nem adott szignifikans
eltérést a megfigyelt és a modellezett értékek kozott).

5 <

o Poisson-modell + Megfigyelés .
Poisson-modell

* Neg.binom.-modell e’

10
o]
10
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8
[s]
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.
o - o oot 882%° 3
I | I I I I I
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Ev Eukaliptusz (egyedszam)

8.9. dbra. A cyclones és az nminer adattabldk alapjan elvégzett dltalanositott
linedris modellek viszonya a megfigyelt értékekhez

A 8.9. dbra R-kédja

par (mfrow=c(1,2)) #O6sszetett dbra szerkesztése

#a

plot(d$Year ,model p$fitted.values,pch=19,col="black",
xlab="Ev",ylab="Ciklonok szama",

ylim = c(0,25), type = "1", 1lwd = 2)

points (d$Total~d$Year)

text (1976,24, "Poisson-modell", cex = 0.9)

#b

plot (dt$Eucs,model pois$fitted.values,pch=19,
col="darkgrey",hxlab="Eukaliptusz (egyedszam)",
ylab="Mézmadar (egyedszam)", ylim = c(0,25))

points (dt$Minerab~dt$Eucs)

points (dt$Eucs,model nb$fitted.values,pch=19,col="black")
legend ("topleft", pch = ¢(1,16,16), cex = 0.9, bty = "n",
col = c("black", "darkgrey", "black"),

legend = c("Megfigyelés", "Poisson-modell",

"Neg.binom.-modell"))

Maésodik példa: az nminer adattdbla {GLMsData} csomagban a feketehomlokt
mézmadar (Manorina melanocephala) egyedszamat tartalmazza Délkelet-Auszt-
réalia erd6s térségébdl (Buloke Woodlands). A felmérést kéthektéros transzektek
mentén végezték, transzektenktént 3 x 20 perces megfigyelés soran. Osszesen 31
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transzektet mértek fel; a mézmadar atlagos egyedszama 2.7, varianciéja pedig 16.4
volt. Ebbél a két adatbdl latszik, hogy talszérés all fenn, igy a Poisson-eloszlasra
épiilé modell nem megbizhat6. A legvaldsziniibb oka a tilszérasnak az, hogy a
tesztteriileteken a ktlonféle tényezdk eltéréen hatnak a madar egyedszamara.
Ezért kiillonb6z6 szempontok szerint alcsoportokat kellene 1étrehozni egy rétegzett
mintavétel keretében. Jelen esetben két lehetéség van: a modellt vagy a kvazi-
Poisson-eloszléasra (@ # 1), vagy a negativ binomialis eloszlasra épiteni. A negativ
binomialis eloszlasnak nincs olyan feltétele, hogy az atlagérték egyenld legyen a

variancidval, ezért a raépiil6 modell is sikeresebb lehet.

library (GLMsData)
data (nminer)

dt = nminer
dim(dt)

[1] 31 8

#Kvdzi-Poisson-eloszldson alapuld modell

model gpois = glm(Minerab~Eucs, family = "quasipoisson",
= nminer)

summary (model gpois)

Call:

glm(formula = Minerab ~ Eucs, family = "quasipoisson",
= nminer)

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-2.1454 -1.2530 -0.9673 0.5634 3.5603
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -0.87621 0.43149 -2.031 0.0515
Eucs 0.11398 0.01897 6.009 1.55e-06 ***

data

data

(Dispersion parameter for quasipoisson family taken to be

2.328067)

Null deviance: 150.545 on 30 degrees of freedom
Residual deviance: 63.318 on 29 degrees of freedom
AIC: NA
Number of Fisher Scoring iterations: 5

#A modell érvényessége

anova (model gpois, test = "Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model: quasipoisson, link: log
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Response: Minerab
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev Pr (>Chi)
NULL 30 150.545
Eucs 1 87.227 29 63.318 9.294e-10***

#A modellezett értékek illeszkedése a megfigyelt értékekre
pchisq(63.318,29, lower.tail = FALSE)
[1] 0.0002346215

#Negativ binomidlis eloszldson alapuld modell

library (MASS)

model nb = glm.nb(Minerab~Eucs, data = dt)

summary (model nb)

Call:

glm.nb (formula = Minerab ~ Eucs, data = dt, init.theta =
1.718868357, link = log)

Deviance Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-1.6981 -0.9661 -0.7248 0.3468 2.3120
Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -1.25960 0.44978 -2.800 0.0051~**
Eucs 0.13826 0.02477 5.582 2.37e-08**xx*

(Dispersion parameter for Negative Binomial (1.7189) family
taken to be 1)
Null deviance: 66.706 on 30 degrees of freedom
Residual deviance: 31.353 on 29 degrees of freedom
AIC: 113
Number of Fisher Scoring iterations: 1

#A modell érvényessége
anova (model nb, test = "Chisq")
Analysis of Deviance Table
Model: Negative Binomial (1.7189), link: log
Response: Minerab
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev Pr (>Chi)
NULL 30 66.706
Eucs 1 35.353 29 31.353 2.75e-09**x*



232 8. REGRESSZIOANALIZIS

#A modellezett értékek illeszkedése a megfigyelt értékekre
pchisqg(31.353,29, lower.tail = FALSE)
[1] 0.3489757

A két modell altal megjosolt Y-értékek a 8.9. abra jobb oldalan lathaték. Noha
az abréan a két modell kozott nincs jelentés eltérés, a statisztikai mutatékban kiilon-
boznek, killonosképpen a rezidualis deviancidk terén. A kvazi-Poisson-eloszlasnal
ez az érték 63.3 (df = 29), a negativ binomidlis eloszlasnal pedig 31.4 (df = 29).
Kizérélag az utébbinal érvényesiil az, hogy a rezidudlis deviancia megkozeliti a
szabadsagfokok szamat. Amig mind a két modell ANOVA-tesztje szignifikans,
addig a modellezett és a megfigyelt értékek illeszkedése csak a negativ binomi-
alis eloszlas esetén tekinthet6 jonak. A két eloszlasra épiilé modell adatai a 8.4.
tablazatban figyelhet6k meg.

8.4. tablazat. A két modell mutatéinak az 6sszehasonlitdsa az nminer adattabla
adataira (magyarazé valtozé: eukaliptuszok szama, fiiggd valtozoé: mézmaddr

abundancidja)
Mutaté Kvéazi-Poisson Negativ binomialis
B 0.114 0.138
eh 1.121 (1.091—-1.220) 1.148 (1.080—1.164)
atlagos AY (%) 12.1 14.8
reziduédlis deviancia 63.318 31.353
Teta 2.328 1.719
szabadsagfokok 29 29
ANOVA-préba p < 0.001 p < 0.001
X*-proba p = 0.0002 p = 0.349
megbizhato nem igen

A negativ binomiélis eloszlasra alapulé modellben mind a tengelymetszet, mind
a meredekség szignifikdnsan meghatarozza a modellt: a 8 és a 8, koefficienseknek a
nullatdl valo eltérése egyarant szigifikans (p = 0.005, ill. p < 0.001). A tengelymet-
szet negativ értékét nem lehet 4tiiltetni a valosagba, mivel az azt fejezi ki, hogy ha a
teriileten nem lennének eukaliptuszfak, akkor a mézmadar egyedszama —1 lenne.
Az érték egyrészt kozel all a nullahoz, mésrészt pedig a modell szerint a mézmadar
nem lesz megfigyelhet6 még akkor sem, ha mar csak par eukaliptuszfa van a tertileten.

Ha egy esemény bekdvetkezése noveli egy masik esemény bekovetkezésnek
a val6szintiségét, akkor nagyobb lesz a magas és az alacsony értékek el6fordulasi
gyakorisaga, ennek eredményeként pedig emelkedik a valtozé szérasa. Az eloszlast
ebben az esetben tilszoras jellemzi, ezért nem felel meg a Poisson-eloszlasnak.
Ilyen esetben a negativ binomiélis eloszldsra alapulé modell sikeresebb.
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REZUMAT

Procesarea datelor cu R. Aplicatii in stiinta mediului

Cartea este destinata studentilor care au ca specializare gtiinta mediului. Este
un ghid practic, care ii ajuta sa se familiarizeze cu programul R. Acesta este un
software gratuit larg utilizat de comunitatea stiintificd. Cauza principala pentru
care a devenit atat de popular este paleta larga de operatiuni statistice pe care o
ofera utilizatorilor. Prin pachetele care se gasesc pe reteaua de internet gi se pot

Cartea contine opt capitole si incepe cu informatii despre bazele statisti-
cii gi despre proiectarea unei cercetari stiintifice in domeniul stiintei mediului.
Capitolul al doilea prezinta limbajul R si principalele comenzi de tratare a da-
telor gi editare a diagramelor simple precum histograma, diagrama prin puncte,
diagrama cu bare. Capitolele de la trei la sapte introduc informatii despre dis-
tributia variabilelor continue si discrete si trateaza detaliat ipotezele statistice.
Aceasta sectiune reprezinta centrul cartii, si ofera cititorului o vaste cunostinte
in procesarea statistica a datelor de mediu intr-o maniera stiintifica. Capitolul al
optulea este destinat analizei de regresie. Sunt prezentate bazele regresiei liniare
si a modelelor liniare generalizate. Aceste metode sunt limitate doar la o singura
variabila independenta.

Cartea se bazeaza pe o bibliografie ampla si contine referiri la articole sgtiinti-
fice si carti in trei limbi (maghiara, roméana si engleza). Pentru studentii care vor
sd aprofundeze limbajul statistic in engleza, este recomandata cartea The R Book
(Crawley, 2013), iar pentru limba roméana sunt recomandate cartile: Analiza sta-
tistica folosind limbajul R (Paun Paun, 2009) si Notiuni de statistica aplicatd cu
exemple in R (Paun, 2016).

Pentru incepdtori este recomandat sa studieze cartea in mod cronologic de-
oarece informatiile sunt construite logic. Pentru cei care sunt familiarizati cu
procesarea statistica a datelor, aceasta carte poate fi utilizat ca un indreptar pentru
a gasi solutiile cele mai eficiente in R pentru problema data.



ABSTRACT

Data Processing with R. Applications in the Environmental Sciences

This book is designed for students involved with environmental science
studies. It is a useful guide for them to become acquainted with R, which is a
free software for statistical analyses and data processing. Today, R is accepted
and widely used in the scientific community. The main reason of its popularity
is the boundless possibilities R gives for users through the packages developed
by statisticians all over the world.

The book contains eight chapters, at first providing information about the
basics of statistics and experimental design in the environmental sciences. The
following chapters present the language of R and the main commands for handling
a data frame and constructing simple plots such as histograms, box plots, or
scatter plots. Through chapters three to seven, the distributions of continuous and
discrete data and the most relevant hypothesis testing procedures are detailed.
This part is the core of the book, which provides an expansively treated knowledge
for the reader to feel themselves confident in processing experimental data with
R in a scientific manner. The eighth chapter is dedicated to regression analysis.
This chapter presents the linear regression and the generalized linear models
confined to one independent variable.

The book relies on a comprehensive bibliography containing Hungarian,
English, and Romanian scientific articles and books. For students who want to
deepen their English statistical language, The R Book (Crawley, 2013) is highly
recommended. There are also some books written in Romanian language that are
also recommended: Analiza statistica folosind limbajul R (Paun Paun 2009) and
Notiuni de statistica aplicatd cu exemple in R (Paun 2016).

For learners, it is recommended to pass through the chapters chronologically
because the knowledge the book gives is logically constructed. For those who are
familiarized with the statistical tools, the book can be used as a handbook for
finding a useful solution in R for the given problem.
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