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OSSZEFOGLALO. Bevezetjiik az elemi majdnem-Johnson-poliéderek fogalmat az
elemi Johnson-poliéderekhez analég modon olyan poliéderekre, melyeknek a
laphaloi nem egyeznek meg semelyik, szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex
poliéder laphaldjaval sem, de minden lapjuk szabalyos sokszoghdz kozeli alaku, és
lapjainak mindegyik cstucskonfiguracioja megvalosithatd szabalyos sokszogekkel,
valamint ezen poliéderek nem kaphatok meg bizonyos geometriai miiveletekkel
ilyen tipusti egyszeriibb vagy nevezetes poliéderekbdl sem. Attekintjiik a jelenleg
ismert elemi majdnem-Johnson-poliédere-ket, és bemutatjuk, hogy azok hogyan
modellezhet6k geometriai modszerekkel, azaz valamely geometriai szoftverrel
megvaldsitott térbeli geometriai szerkesztésekkel.

ABSTRACT. We introduce the notion of elementary near-miss Johnson solids
analogously to elementary Johnson solids: these are such convex polyhedra whose
face lattices are different from the face lattice of any convex polyhedron bounded
by regular polygonal faces only, but the shapes of all of their faces are close to
regular polygons in some sense, every vertex configuration of the faces can be
obtained by regular polygons also, and furthermore, these polyhedra can not be
obtained by some specific geometric operations from simpler or well-known
polyhedra. We overview the elementary near-miss Johnson solids known in present,
and we show how to model such polyhedra using geometric methods only, that is,
how to create a virtual model of that polyhedron using space geometric construction
steps with a geometry software.

1. Bevezetés

A Johnson-poliéderek azok a 3-dimenzios konvex poliéderek, melyeknek minden lapjuk
szabalyos sokszog, de kiilonboznek az uniform poliéderektdl (azaz a szabalyos testektdl,
arkhimédészi testektdl, szabalyos hasaboktol és szabalyos antiprizmaktol).

Majdnem-Johnson-poliédereken olyan 3-dimenziés konvex poliédereket értiink,
melyeknek minden lapjuk kozelitéleg szabalyos sokszog alaku (erre matematikailag pontosabb
definiciot fogalmazunk meg a 4. fejezetben), de nincs olyan konvex poliéder, melynek minden
lapja szabalyos soksz0g €s a laphaldja megegyezne egy ilyen poliéder laphalojaval (1d. [7], ott
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al-Johnson-poliédereknek nevezik az ilyen poliédereket, angolul a ,,near-miss Johnson solids”
elnevezés a hasznalatos).

Az elemi majdnem-Johnson-poliédereket az elemi Johnson-poliéderekhez (1d. [6]) analog
modon definialjuk az 5. fejezetben, azaz ezek a poliéderek nem kaphatok meg bizonyos
geometriai miiveletekkel egyszerlibb majdnem-Johnson-poliéderekbdl és mas nevezetes
poliéderekbdl (pl. uniform poliéderekbdl, katalan testekbdl) sem. Ezen felill még egy kikotést
tesziink az elemi majdnem-Johnson-poliéderckre, nevezetesen, hogy lapjainak barmely
csucskonfiguracidja megvalosithatd szabalyos sokszoglapokkal, amely ekvivalens azzal, hogy
az egyes csucsokra illeszked6 lapok csucsszogeinek az Osszege kisebb legyen 360°-nal, ha
pontosan szabalyos sokszdglapok csucsszogeivel szamolunk. Ez a feltétel biztositja, hogy csak
véges sok elemi majdnem-Johnson-poliéder Iétezzen (1d. ezt az 5. fejezetben), és mivel az ilyen
poliéderek lapjainak csucsszogei kozelitik a szabalyos sokszogek csucsszogeit, ezért ebbdl a
feltételbdl kovetkezik, hogy barmely csucsra legfeljebb 5 lap illeszkedik.

Mig a Near-miss Johnson Solid cimi Wikipédia weblapon (Id. [5]) felsorolt majdnem-
Johnson-poliéderek kozott a nem elemi majdnem-Johnson-poliéderek vannak tilnyomo
tobbségben, addig a Johnson Solid Near Misses cimii Orchidpalms weblapon felsorolt 31
poliéderbdl a talnyomo tobbség elemi majdnem-Johnson-poliéder. A majdnem-Johnson-
poliédereknek a szerzOk altal ismert legteljesebb listaja a Near-miss Johnson solid, Polytope
Wiki — Miraheze (Id. [4]) weblapon talalhatd, ez a lista magaban foglalja az emlitett
Orchidpalms listanak mind a 31 poliéderét, de még ezen feliil is tartalmaz néhany elemi
majdnem-Johnson-poliédert. Amig a [7] cikk tobbségében olyan példakat mutat be a majdnem-
Johnson-poliéderek geometriai modellezésérél, amelyek egy kivételtol, a 2. példatol eltekintve
nem elemi majdnem-Johnson-poliéderek, a jelen tanulmanyban csakis elemi majdnem-
Johnson-poliéderek geometriai modellezését vizsgaljuk és erre mutatunk be példakat.

Az elemi majdnem-Johnson-poliéderek geometriai szoftverrel torténé szamitdogépes
modellezési lehetdségeit a 6. fejezetben mutatjuk be. Mint ahogy az elemi Johnson-poliéderek
csaladja kettébonthat6 szerkeszthetd és nemszerkeszthet6 poliéderekre, ugy az elemi majdnem-
Johnson-poliéderek csaladja is kettébonthatd szerkeszthetéség szempontjabol: a geometriai
modszerekkel kozvetleniil szerkeszthetd poliéderekre, ill. a csak paraméteres geometriai
modellezéssel eldallithatd poliéderekre. Mindkét tipusbol mutatunk be példakat az
6. fejezetben, mégpedig tobbségében olyan poliédereket, melyek lapjai csak haromszogek vagy
négyszogek, mert ezekre a legegyszeriibb vizsgalni a poliéderlapok alakjanak a szabalyos
sokszogtdl valo eltérésének a mértékét.

Mindezek elbtt, a 2. fejezetben azonban felidéziink bizonyos, a témakoriinkhoz kapcsolodod
alapfogalmakat, majd a 3. fejezetben Osszefoglaljuk a szabalyos sokszOglapok altal hatarolt
konvex poliéderek szamunkra fontos tulajdonsagait, fobb tipusait, mert a tovabbi fejezetekben
ezzel analég modon, a majdnem-Johnson-poliéderek esetében szeretnénk a hasonlo
tulajdonsagokat megfogalmazni és a fobb tipusokat meghatarozni.

2. Kapcsolodo fogalmak

Ebben a cikkben mindenhol 3-dimenziés konvex poliéderekkel fogunk foglalkozni, tehat
poliéderen a tovabbiakban mindig 3-dimenzids és konvex poliédert értiink, mégpedig olyan
tipustt, amely korlatos, és igy eldall véges sok pontjanak, pl. a csiicsainak a konvex burkaként.

Egy poliédert szerkeszthetdnek neveziink (ezt olykor Uigy is mondjuk, hogy euklideszi-
tipusu szerkesztéssel megszerkeszthet6), ha minden csucsa megszerkeszthetd, amennyiben
adott egy élének két csucsa (egymastol racionalis szammal mérhetd tavolsagra) egy sikban —
ezt a sikot hivjuk alapsiknak — és a kovetkezd alakzatok megszerkesztésére van mod (ha a
megfeleld input paramétereik mar megszerkesztettek): gdmb (adott kdzépponttal és sugarral,
ez utdbbit két pont — a tdvolsdgukkal — hatdrozza meg), sik (adott harom, nem egy egyenesre



Elemi majdnem-Johnson-poliéderek és szamitogépes modellezésiik 5

esé pontjaval), térbeli egyenes (adott két pontjaval), térbeli kor (adott egy egyenessel, mint
tengellyel, és egy keriileti pontjaval). Ezen feliil két megszerkesztett alakzat metszéspontjait
vagy metszésvonalat (melyek egyenesek vagy korok lehetnek) is megszerkeszthetonek
vessziik. Ezek a miveletek a sikbeli kdrzével-vonalzoval torténd szerkesztési 1épésekhez
hasonldéan ugy bovitik a megszerkesztett térbeli pontok halmazat, hogy azok koordinatai
megfeleldé masodfoku testbdvitések egymas utani alkalmazasaval mindig megkaphatok. A
geometriai szoftverek Osszes tipikus, gomboét, sikot, kort és egyenest szerkesztd parancsa
(pl. parhuzamos vagy mer6leges sik, ill. egyenes szerkesztése) mind visszavezethet6k az elébb
felsorolt alapparancsokra, ahogy a tér egy megszerkesztett sikjan a szokasos korzovel-
vonalzoval torténd szerkesztési Iépések is. A szerkesztés soran persze a poliéder éleit és lapjait
is megszerkesztjiik: térbeli szakasz, (ill. térbeli sokszog) megszerkeszthetd, ha a végpontjai (ill.
csucspontjai) mar megszerkesztettek.

Egy poliéder laphélojan a poliéder cstcsai, €lei €s lapjai altal a tartalmazas relaciora nézve
meghatarozott Boole-algebrat (masnéven Boole-halot) értjiik. Konvex poliéder esetén a laphalo
ekvivalens egy sikgraf Boole-halojaval (sikgraf esetén az éleknek csak a graf csucsaiban lehet
egymassal k6zos pontjuk), ekkor a graf csucsai a poliéder csucsainak, a graf élei a poliéder
¢leinek, a graf élei altal hatarolt, cstucsot belsd pontként nem tartalmazo sikbeli tartomanyok
pedig a poliéder lapjainak vannak megfeleltetve (egyetlen tartomany nem korlatos, ez is a
poliéder egyik lapjanak felel meg). Ez azért hasznos, mert igy sikgrafként konnyen abrazolhato
egy konvex poliédér lapstruktirdja.

3. Szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex poliéderek

Ebben a fejezetben attekintjiik, hogy az arkhimédészi testek és a Johnson-poliéderek nagy
része milyen geometriai miiveletekkel allithato eld a laphalojukbol vagy szarmaztathatd mas
olyan konvex poliéderekbdl, melyeknek minden lapjuk szabalyos sokszdg. Ezen tilmenden, az
elemi Johnson-poliéderek és a nemszerkesztheté Johnson-poliéderek fontosabb tulajdonsagait
is felelevenitjiik (1d. [6]).

Az 5 szabalyos test ¢és az arkhimédészi testek tobbségének csucskonfiguracidi (azaz az egy
csucsban talalkozo lapok), €s igy az egész poliéder is megszerkeszthetd felhajtasokkal (1d. [6],
benne az 1. 4brat és a Bevezetés elején a hozza tartozdé magyarazatot) — ez a moédszer minden
olyan szabalyos, ¢s arkhimédészi test esetén jol hasznalhatd, ahol 3 lap taladlkozik egy csticsban,
de a szimmetridk kihasznaldsaval a tobbi szabalyos, ill. arkhimédészi testre is elkészithetdk a
felhajtasok, kivéve a pisze kocka és pisze dodekaéder eseteit (ez a két test nemszerkeszthetd,
Id. [6]).

Az arkhimédészi testek tObbsége a szabalyos testekbdl vagy masik arkhimédészi testbol
eléallithatdo csonkolas, kibdvités, vagy piszésités miiveleteivel: 1) csonkolds esetén olyan
sikokkal szeliink egy poliédert, hogy mindegyik lapja lap marad (csak az eredetinek egy része
lesz), és 1 lapjai keletkeznek; 2) kibOvités esetén a test 6sszes lapja, vagy bizonyos tipust lapjai
egységesen kifelé kerlilnek eltolasra (sikjukra merdlegesen eltolva, az ugyanolyan tipust
lapokat ugyanakkora tavolsagra), és a konvex burkot képezziik, ekkor 0j lapok is keletkeznek;
3) piszésités esetén a test Osszes lapja egységesen kifelé keriil eltolasra (sikjukra merélegesen
eltolva, az ugyanolyan tipusu lapokat ugyanakkora tavolsagra) és egytttal elforgatasra (az
ugyanolyan tipust lapokat ugyanakkora szdggel elforgatva a stlypontjuk koriil a sikjukban).
Az, hogy az Gijjonnan keletkezd lapok szabalyos sokszogek legyenek, az elsd két miivelet soran
megszerkeszthetd (a szeld sikok helyzetének, ill. az eltolds tdvolsaganak a megszerkesztésével),
a harmadik miiveletnél pedig 1-paraméteresen szerkeszthetd poliédermodell segitségével
elérhetd, hogy csakis szabalyos és egyenlé szari haromszoglapok keletkezzenek, majd
megfeleld paraméterbeallitdssal megvaldsithatd, hogy az egyenld szart haromszoéglapok
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tetszOlegesen kozeliek legyenek szabalyos haromszogekhez (emiatt a pisze kocka és a pisze
dodekaéder tetszéleges pontosaggal modellezhetdk, 1-paraméteres szerkesztéssel), Id [6].

A Johnson-poliéderek tobbsége eldallithatd szabalyos testekbdl, arkhimédészi testekbdl
vagy masik Johnson-poliéderbdl, szabalyos hasabokbdl és szabdlyos antiprizmakbol (a
szabalyos hasabok ¢s prizmak mind szerkeszthetok — ezek olyan hasabok, ill. prizmak,
melyeknek lapjaik szabalyos sokszogek) levagas vagy bovités miveleteivel: levagason olyan
sikkal torténd szelést értiink, amelyet a kiindulasi poliéder csucsai feszitenek ki, és a szel6sik
nem metsz bele lap relativ belsejébe, bovitésen pedig két olyan poliéder unidjat értjiik, melyek
metszete egy kozos lapjuk. A 92 darab Johnson-poliéder (amelyek J1-J92 elnevezésekkel
kertiltek meghatarozasra) koziil a J1-J83 poliéderek eldallithatok ilyen miiveletekkel.

A J84-]J92 poliédereket elemi Johnson-poliédereknek nevezziik, mivel azok nem allithatok
eld az el6z6 bekezdésben leirt moédon — tehat 9 darab ilyen poliéder van a 92 darab Johnson-
poliéder kozott. Koziiliik a J91 és J92 poliéderek az egyik arkhimédészi test, az ikozidodekaéder
hataranak bizonyos részét (4, ill. 7 lapjat tartalmazd Osszefliggd hatardarabot) felhasznalva
konnyen megszerkeszthetok térben (igy ez a két poliéder megszerkeszthetd), valamint a J87
poliéder a J86 poliédernek egy négyzet alapu gilaval torténd bovitése. Belathato, hogy a J84-
J90 poliederek nemszerkeszthetd Johnson-poliéderek, ill. a J84-J86 és J88-J90 poliéderek
egylitt primitiv nemszerkeszthetd poliéderek (mivel egyik sem szerkeszthetd meg, még a tobbi
ilyen poliéder felhasznalasaval sem). De a nemszerkesztheté Johnson-poliéderek mindegyike
tetszOleges pontossaggal modellezhetd 1-paraméteres szerkesztéssel, majd a paraméterérték
megfeleld beallitasaval, 1d [6].

Fenndll, hogy egy tetszdleges, szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex poliéder (tehat
szabalyos test, arkhimédészi test, szabalyos hasab, szabdlyos antiprizma, vagy Johnson-
poliéder) rendelkezik olyan szimmetriakkal, amelyekkel a laphaloja rendelkezik: azaz, ha a
laphélonak vessziik egy tetszéleges automorfizmusat (azaz olyan illeszkedéstartd leképezését
onmagara, melyben kiilonb6z06 csucsok képei kiilonb6zo csucsok, élek képei élek, lapok képei
lapok), akkor van olyan 6nmagara képezd egybevagdsaga is a testnek (forgatasa, tiikrozése),
amely a csucsait, éleit, lapjait pontosan a laphald adott automorfizmusa szerint képezi
Onmagara.

4. Majdnem-Johnson-poliéderek

A majdnem-Johnson-poliédereck olyan 3-dimenzidos konvex poliéderek, melyeknek
mindegyik lapjuk vagy szabalyos sokszog, vagy olyan soksz0g, melynek az alakja kozeli egy
szabalyos sokszoghoz (ha egy ilyen poliédernek egy lapja n-szég, akkor annak az alakja egy
szabalyos n-szoghoz kell, hogy kozel legyen). Ez persze nem egy matematikailag preciz
definicid, de azza tudjuk tenni a kovetkezékben.

Szemléletesen azt szeretnénk megragadni, hogy mikor nem vehetd észre, hogy egy
poliédernek nem minden lapja szabalyos sokszdglap, vagy mikor itéljiik ugy, hogy mindegyik
lapjanak az alakja igen kozeli egy szabalyos sokszoghoz.

Az egyik lehetéség az lenne, hogy valamilyen tavolsagfogalmat hasznalunk, pl. Hausdorff-
metrikat, és adott lap esetén, ha az konvex n-szog, akkor megkeressiik, hogy melyik az a
szabalyos n-szog, amely a legkdzelebb esik hozza ebben a metrikdban, és ezt a tavolsagot
tekintjiilk a szabalyos sokszog alakjatol valo eltérésnek. Azonban ez egy eléggé bonyolult
szamitasi feladat. Ennél kicsit egyszerlibb lenne annak kiszdmit4sa, hogy az n-szdg csucsai
mennyire kozel helyezkednek el egy korvonalhoz, és az egymast kovetd csucsok tavolsaga
mennyire egyezd. Ebben az esetben viszont a csicsokhoz valamilyen értelemben kozel
elhelyezkedd kor meghatarozasa lenne bonyolult feladat.
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A masik lehetdség, hogy a lapok alakjat meghatdrozo, konnyen kinyerhetd paraméterekre
— mondjuk a poliéder ¢lhosszaira és lapjainak cstcsszogeire — adunk meg feltételeket ahhoz,
hogy a poliéder lapjai szabalyos sokszogeket kozelitsenek. EgQy Szabalyos n szoghoz kozeli
n-szog oldalhosszai aranyainak a maximuma kdzeli kell, hogy legyen az 1-hez, a szdgeinek az
eltérése a szabalyos n szog csucsszogének értékétdl is kicsi kell, hogy legyen. Tovabba, az
egész poliéder esetén elvart, hogy az egyes, akar egymastol tavoli lapok élhosszai is kozeliek
legyenek egymashoz, mert ellenkezd esetben ez annak lenne észrevehetd jele, hogy az egyes
sokszoglapok nem mind szabélyos sokszdgek.

Az utdbb felvazolt lehetéséget megvaldsitva, két mennyiséget vezetiink be: a maximalis
¢laranyt (az egész poliéderre), és a maximalis szogeltérést (a poliéder n-szog lapjaira, minden
szoba johetd n esetén). Legyen r(P) a P poliéder leghosszabb ¢s legrovidebb éleit tekintve
azok ¢élhosszainak aranya (mindig legalabb 1 nagysagn), és legyen d(P,n) a P poliéder n-szog
lapjai cstcsszogeinek a maximalis eltérése (abszolut értékben) a szabalyos n -szog
csucsszogének értékét6l. Ha r(P) kisebb, mint 1 + ¢ valamely € > 0 esetén, és d(P,n)
kisebb, mint §,, valamely §,, > 0 esetén (ahol n végigfut azon Ip = {n,,n,, ..., n;} szamokon,
melyre léteznek P-nek n-szog lapjai), akkor azt mondjuk, hogy poliéder az (&, {8y }kerp) -
hibahatarokon beliil majdnem-Johnson-poli¢der. (Megjegyezziik, hogy ez a feltétel finomabb,
mint az [7] cikkben szerepld feltétel, mivel abban az élaranyok csupan lapokon beliil keriilnek
kiszamitasra, a szogeltérés is kicsit masképp van kiszamitva, valamint nincs kimondva, hogy
n-szoglapok esetén minden egyes n-re kiilon érdemes megadni a szogeltérés maximalis
elfogadott mértékét.) Az 1+ ¢ értéket a poliéder maximalis élaranyra adott szigoru felsd
korlatjanak nevezzik, a §,, értékeket pedig a poliéder n-szoglapjai szogeinek a szabalyos
sokszog szogeitdl valo maximalis abszolut eltérésére adott szigora felsé korlatnak.

A szakirodalomban az e értékét szokas nézni, a szogeltéréseket mar nem mindig vizsgaljak.
Példaul a Polytope Wiki — Miraheze weblapon (Id. [4]) az € < 0,1 értékekhez talalt poliéderek
vannak felsorolva (egy kivételes esettdl eltekintve), az Orchidpalms weblapon taldlhato
poliéderekre az €lek és a szogek abszolut eltéréseit is 0sszegzik. Sajat tapasztalataink alapjan
¢lhosszakra az € = 0,02 vagy € = 0,03 mar eléggé kielégito értékek ahhoz, hogy ne, vagy csak
alig vegyiik észre az oldalhosszak kiilonbozdségét, szogekre pedig 3 < n < 5 esetén 1° — 2°
kozotti §,, értékek tiinnek ilyennek.

A definiciobdl is kovetkezik, hogy a majdnem-Johnson-poliéderek 4ltaliban nem
egyértelmiien meghatarozott poliéderek, mert tudunk kicsit valtoztatni gy a poliéder alakjan
(pl. a poliédert mas, az eredeti modell €lhosszaihoz és lapjainak csucsszogeihez kozeli
¢lhosszakkal, ill. csucsszogekkel megszerkesztve), hogy a laphaldja ugyanaz marad, a lapok
alakja esetleg kicsit valtozik, de az altalunk valasztott hibahatdrokon beliil maradunk az
¢laranyokat €s a szogkiilonbségeket tekintve (ez a helyzet, ha szigortan a hibahatarokon beliil
voltak az r(P) és d(P,n) mennyiségek a modositott poliéder esetén is). Ezért egy adott P
majdnem-Johnson-poliéder konsturalasa esetén arra toreksziink, hogy olyan poliéder legyen a
végeredmény, melynek az r(P) és d(P,n) értékei a lehetd legkisebbek, vagy legalabbis minél
kozelebb vannak bizonyos referencia értékekhez, 1d. a fentebb emlitett ¢ = 0,02, ill. 3 <n <
5 esetén az 1° — 2° kozotti §,, értékeket. Ezért el6fordul, hogy amikor elkésziiliink az adott
laphaléju poliéder modellezésével, még megvizsgaljuk, hogyan lehetne mddositani a
modellezésen (bemeneti paraméterértékeken, pl. bizonyos élhosszakon, lapok csucsszogein,
vagy akar szerkesztési 1épéseken) ugy, hogy a poliéder laphaldja ne valtozzon, hanem példaul
csak bizonyos ¢élhosszai vagy szogei modosuljanak minimalisan, hogy az r(P) és/vagy d(P,n)
értékei csokkenjenek, de ne egymas rovasara.

A legegyszeriibb eset, ha a majdnem-Johnson-poliédert Gigy tudjuk modellezni kielégitd
hibahatarokon beliil, hogy csak a haromszoglapjai kozott lehetnek nem szabalyosak. Ebben az
esetben elég csak arra torekedniink, hogy az élhosszak aranyainak maximumat minimalizaljuk,
mivel egy haromszog szogeit meghatarozzak az oldalainak ardnyai, és ha az oldalak aranya
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kozel van 1-hez, akkor a szogei kozel vannak 60°-hoz. Egy ennél kicsit komplikaltabb eset az,
amikor a négyszoglapok is lehetnek nemszabalyosak, ilyenkor a négyszoglapok csticsszogeinek
90°-t6l valod eltéréseinek maximumat is szeretnénk minimalizalni, vagy legaldbbis 1° — 2°-0s
hataron beliil tartani.

Geometriai modszerekkel ijabb majdnem-Johnson-poliédereket kaphatunk mas nevezetes
poliéderekbdl vagy egyszeriibb majdnem-Johnson-poliéderekbdl. Ilyenek az arkhimédészi
testek eldallitasanal hasznalhaté miiveletek: csonkolas, kibdvités és piszésités; valamint a
Johnson-poliéderek elballitasanal hasznalhatdé miveletek: levagas és bovités (1d. 3. fejezetet).
Példaul a focilabda (csonka ikozaéder) csonkolasaval, kibovitésével, ill. piszésitésével
kaphatok meg a [7] cikk 3-5. példaiban szereplé majdnem-Johnson-poliéderek. Ezen feliil olyan
uniform poliéderek, Johnson-poliéderek, és majdnem-Johnson-poliéderek esetén, amelyeknek
csak haromszog-, négyszog- vagy hatszoglapjaik vannak, alkalmazhat6 a lapok racsfelosztasa,
¢s a racspontok megfeleld elmozgatasaval ujabb, tobb lapot, €lt €és csucsot tartalmazd majdnem-
Johnson-poliédert készithetiink el (Id. [7]). Megemlitjik még, hogy bizonyos katalan testek
lapjaira kozel szabalyos sokszogeket rajzolva, majd azok konvex burkat véve is eldallnak
majdnem Johnson-poliéderek (Id. [4]), itt az keriil kihasznalasra, hogy a katalan testek az
arkhimédészi testek dualisaiként szabalyos csucsalakzatokkal rendelkeznek, azaz egy olyan
sikkal lemetszve a cstucs kozelében a testet, amely merdleges a csucs és a testkdozéppont
egyenesére, szabalyos sokszoget kapunk. Az ilyen poliéder nyilvan el6all a katalan testre
alkalmazott szelések eredményeképp is, tehat csonkolassal.

5. Elemi majdnem-Johnson-poliéderek

Mivel végtelen sok egymastol kiilonboz6 laphaloju majdnem-Johnson-poliéder 1étezik, és
ilyeneket eld lehet allitani geometriai miveletek egymas utani alkalmazéasaval (elég csak
felosztasokat alkalmaznunk megfeleld kiinduldsi poliéderre), ahogy ezt az eldz0 fejezetben
lattuk, ezért felvetédik a kérdés, hogy a majdnem-Johnson-poliéderek osztalyozhatok-e
valamilyen mdédon, azaz leirhat6-e valamilyen médon ennek a poliéderosztalynak a szerkezete,
de egyeldre erre még sejtés sincs.

Felosztasok eredményeképp olyan poliédercsicsok jonnek Ilétre, melyeknél az arra
illeszkedd lapok csucsszogeinek az Osszege 360° lenne, ha a lapok ténylegesen szabalyos
sokszoglapok lennének, valamint csonkolas, kibdvités €s piszésités esetén is 1étrejohetnek ilyen
csucsok (Id. a 3-5. példak mindegyike ilyen tipust majdnem-Johnson-poliéder a [7] cikkben),
igy ha ezt az esetet kizarjuk (hivjuk ezt a feltevést kizarasi feltételnek a késobbiekben), akkor
maris valtozik a helyzet. Tehat a kizarasi feltétel azt jelenti, hogy a poliéder minden csticsanal
az arra illeszked6 lapok csticsszogeinek az Osszege kisebb, mint 360° akkor is, ha az egyes
lapok tényleges cstcsszogei helyett az ugyanannyi oldalt szabalyos sokszdg csticsszogeivel
szamolunk. Ebbél a feltételbdl kovetkezik, hogy legfeljebb 5 lap illeszkedik egy ilyen
poliédernek egy tetszdleges cslicsara.

Kiilonben ez a kizarasi feltétel ekvivalens azzal, hogy a poliéder lapjainak barmely
csticskonfiguracidja megvalosithatd szabalyos sokszdglapokkal, azaz ha a poliéder barmely
csticsahoz vessziik azokat a lapokat, melyek arra a cstcsra illeszkednek, és kicseréljiik
mindegyik lapot ugyanannyi oldalszamu szabalyos sokszoglappal, akkor létezik olyan konvex
poliéder, amelynek csucsa az adott csucs, és az adott csucsra illeszkedd lapjai pontosan a
kicserélt szabalyos sokszdglapok, amelyek koziil két lapnak pontosan akkor van kozos €le, ha
azoknak a lapoknak is volt k6zos éliikk, melyekre ezeket kicseréltiik.

Belathato, hogy a kizarasi feltételnek megfelelé majdnem-Johnson-poliédereket tekintve,
mér csak véges sok ilyen poliéder létezik bizonyos {8y }kes, hibahatdrokon beliil (csak a

83, 04, 05, ... abszolut szogeltérésekre kell megfeleld hibahatarokat felallitani). Ez azért van igy,
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mert a lapok oldalszdmara, és emiatt a poliéder csucsainak a szamara is tudunk felsé korlatot
mondani (Id. Griinbaum ¢és Johnson [1] cikkéhez hasonld mddon lehet becslést adni erre, az
emlitett cikkben a Johnson-poliéderek csicsszamara adtak felsé korlatot). A poliéder lapjainak
szamara 41 adoédik felsé korlatként, ill. nagyobb &, (n = 3) hibakorlatok az abszolut
szogeltérésekre nagyobb felsd korlatot implikalnak a poliéder csucsszdmara a bizonyitasban,
de ettdl még nem biztos, hogy el6fordulhatnak, mivel az eddig ismert majdnem-Johnson
poliédereknek legfeljebb 15-szoglapjai vannak és legfeljebb 240 csucsuk (Id. [4]). Az adddik,
hogy 6, = 0 (n = 3) esetén, ha fennall 653 + 6, < 30°, &5 + &5 < 12°, §5 + 55 < 12°, akkor
n = 7 esetén megfeleléen kicsinynek valasztott §,, értékekre véges sok majdnem-Johnson-
poliéder van. igy ha csak olyan majdnem-Johnson-poliédereket tekintiink a fenti kizarasi
feltétellel, melyeknek minden lapja n-szog, ahol 3 <n < 6, akkor a 63 = 6, = 85 = 6° és
&5 = 5° hibahatarok mar garantaljak azt, hogy véges sok ilyen poliéder 1étezik.

A Johnson-poliéderek osztalyozasaval tobb publikacio is foglalkozott 1964-67 kozott (1d.
[1], [2] [8]), ennek soran a poliéderek csucsszamara adott felsd korlatokon kiviil tobb allitas
bebizonyitasaval egyre sziikiilt a szoba johetd poliéderek kore; majd végiil véges sok eset
atvizsgalasa maradt hatra, €s akkor kidertilt, hogy ezek koziil tobb esetben létezik olyan konvex
poliéder, melynek mindegyik lapjanak az alakja igen kozeli egy szabalyos sokszoghoz. De azt
is érdemes végiggondolni, hogy azok az allitasok, melyekkel kizartak bizonyos tulajdonsaga
poliédereket a Johnson-poliéderek koziil, lehet, hogy majdnem teljesiilnek. Igy kidertilt, hogy
bar nem létezik olyan Johnson-poliéder, melynek szabalyos 7-szog, 9-sz0g, 11-sz0g vagy 12-
sz0g valamelyik lapja, azért ilyen tipusu majdnem-Johnson-poliéderek még léteznek (1d. [4]).

Az elemi Johnson-poliéderek definicidjaval analog modon, de a végesség szempontjat is
szem elott tartva (amely ekvivalens szabdlyos sokszoglapokkal torténd lokalis
modellezhetdséggel), vezetjik be az elemi majdnem-Johnson-poliéderek definiciojat a
kovetkezOkben.

Egy konvex poliédert elemi majdnem-Johnson-poliédernck neveziink, ha a poliéder
lapjainak barmely cstucskonfiguraciéja megvalosithatd szabalyos sokszoglapokkal, és a
poliéder nem allithato el a kovetkezOkben felsorolt geometriai miiveletekkel mas nevezetes
poliéderekbdl (mint pl. uniform poliéderekbdl, Johnson-poliéderekbdl, katalan testekbdl,
szabalyos sokszog alapt hasdbokbol, gulakbol és kettdsguilakbol) és mas, ndla egyszeriibb (azaz
nala kevesebb lépésben megszerkeszthetd vagy geometriai moédszerekkel modellezhetd)
majdnem-Johnson-poliéderekbdl: csonkolas, kibovités, piszésités, levagas, bovités, felosztas és
atrendezés (ez utobbi miivelet soran egy szabalyos poliéder lapjaibol vagy lapcsoportjaibol
azok mozgatasa ¢€s csucsaik mentén torténd olyan szerkeszthetd dsszeillesztésiik utan képziink
konvex burkot, amely soran a lapok a konvex burok hatdrdn maradnak, és uj lapok is
keletkeznek, mint a Miraheze (I1d. [4]) weblapon a tetrated dodecahedron és a chiral tetrated
dodecahetron poliéderek esetén).

Ahogy az elemi Johnson-poliéderek kozott kétféle tipusa poliéder van: szerkeszthetd és
nemszerkesztheté poliéderek, ehhez hasonléan az elemi majdnem-Johnson-polié¢derek kozott
is talalhatunk kétféle poliédertipust. Azonban a szerkeszthetdéség nem egy megfeleld
tulajdonsag a tipusokra bontashoz ebben az esetben, mivel minden elemi majdnem-Johnson-
poliéder szerkeszthetd lesz, legalabbis lesz szerkeszthetd reprezentansa a felvett hibakorlatokon
beliil.

Hiszen ha nem szerkeszthetd kozvetleniil egy ilyen poliéder, akkor egy szerkeszthetd
paraméteres poliédermodellként eldallithatd, megfeleld paraméterértékek beallitasaval, és
minden paraméterhez lesz 1-1 intervallum, amelyben barmely paraméterérték megfeleld lesz
ahhoz, hogy a poliéder majdnem-Johnson-poliéder legyen az adott hibahataron beliil. igy
minden egyes paraméter esetén felvesziink egy szerkeszthetd értéket az adott intervalluméban,
¢s ekkor az eredményiil kapott poliéder is szerkeszthetd lesz.
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Ezért az elemi majdnem-Johnson-poliédercket inkabb ugy csoportositjuk, hogy
megkiilonboztetjiik a geometriai modszerekkel kozvetleniil szerkeszthetd poliédereket és a
geometriai modszerekkel kozvetleniil nem szerkeszthetd poliédereket (amelyek azért az eddigi
tapasztalatok alapjan 1-paraméteres modellezéssel eléallithatok). Geometriai modszerekkel
kozvetleniil ~szerkeszthetének mondunk egy elemi majdnem-Johnson-poliédert, ha
felhajtasokkal vagy mas, csak geometriai jelentéssel biré segédalakzatok (pl. hasabok, gulak)
szerkesztésének segitségével meg tudjuk szerkeszteni a poliédert a kivant hibahataron beliil, a
laphaléjanak az ismeretében, de a lapszogeinek, testatléi hosszanak eldzetes ismerete (ill.
kozelitd ismerete) nélkiil.

Példaul, ha egy ilyen poliéderben minden csucs fokszama legalabb 4, és a csucsalakzatok
nem feltétleniil szimmetrikusak, akkor nem tudjuk elkezdeni a poliéder modellezését egyik
csticsban sem, mert nem ismerjiik a csucshoz illeszkedd lapok altal bezart lapszogeket, tehat ez
geometriai modszerekkel kozvetleniil nem szerkeszthetd. De ha felvesziink egy paramétert,
mondjuk két, egymassal szomszédos lap bezart szogét, akkor e szog ismeretében egy
negyedfoku cstics csucskonfiguracidja mar megszerkeszthetd lesz, tehat el tudjuk kezdeni a
poliédermodellezést paraméteres modellezésként, ¢€s sziikség esetén ujabb paraméterek
felvételéve elkészithetd az adott laphaloju poliédermodell. A paraméterérték(ek) megfeleld
beallitasaval elérhet, hogy a poliéder minél tobb éle és szoge megfelelden kozel legyen a
kivanatoshoz, de ha még ezutdn is szeretnénk bizonyos ¢lhosszakon vagy szogek nagyagan
javitani, akkor a paraméteres modell bemeneti adatain (felhasznalt csticsszdgek, €lhosszak) kell
kissé valtoztatni igy hogy az eredményiil kapott poliéder jobb hibahataroknak megfeleljen.

6. Szamitogépes modellezés

A kovetkezékben az Orhidpalms (Id. [3]) weblap 1-31. és a Polytope Wiki — Miraheze
weblap (Id. [4]) 1-74. példai koziil mutatjuk be néhany elemi majdnem-Johnson-poliédernek a
modellezését (a Miraheze lap tartalmazza az Orchidpalms weblap példait, de azok részletesebb
ismertetését nem, ezek az Orchidpalms weblapon talalhatok meg). A példakra O.sorszam, ill.
M.sorszam alakban hivatkozunk (az Orchidpalms lapon a példdk meg vannak sorszamozva, a
Miraheze lapon nem, de ott gyakran szerepelnek elnevezések a poliéderekre). A kdvetkezOben
leginkabb olyan poliédereket modellezziink, melyek lapjai haromszogek és négyszogek, mert
ekkor a legegyszer(ibb a majdnem-Johnson-poliéderek hibavizsgalata (valamint, ha lehetséges,
nemszabalyos sokszoglapok csak a haromszoglapok koziil keriilnek majd ki). Nem
elhanyagolhatd6 modon, ezek a poliéderek hasonlitanak a legjobban az elemi Johnson-
poliéderek tobbségét add nemszerkeszthetd elemi Johnson-poliéderekre.

Tudomasunk szerint az emlitett két weblapon bizonyos szoftverek hasznéalataval minél tobb,
altalaban  legfeljebb  5-odfokt  csticcsal rendelkez6  majdnem-Johnson-poliédereket
konstrualtak, a teljesség igénye nélkiil (tehat lehet, hogy nem az 6sszes ilyen van felsorolva). A
hibakorlatokra probaltak jo értéket megadni, de nincs szisztematikus optimalizélasi szandéknak
nyoma a megoldasokban (és persze mas hibafiiggvényekkel is szamoltak).

A vizsgalataink alapjan a [3] és[4] weblapokon szerepldé elemi majdnem-Johnson-
poliéderek a kovetkezok: O.1-12, 013-21, 023-31, M.21, M.22, M.30. Ezek vagy kozvetleniil
szerkeszthetd térbeli euklidészi-tipust szerkesztéssel, vagy 1-paraméteres poliédermodellel
allithatok eld, melynél a paraméterérték megfeleld beallitdsa utan kapunk egy poliédermodellt
(koziiliik geometriai modszerekkel kozvetleniil szerkeszthetd: O.1, O.3-9, 0.11-12, O.14-15,
0.17-20, 0.29, 0.30, M.21, M.22 — megjegyezziik, hogy az M.21 poliéder szerepel a [7] cikk
2. példajaban). De mindkét esetben azon kiviil, hogy az élhosszak egy része azonos, az adot
poliéder elkészitésehez sziikséges szerkesztési/modellezési 1épések elvégzése utan lesz olyan
¢l (vagy lesznek olyan ¢élek), melyek hossza nem ez a kdzos hossz, s6t elég tavol lehet a hossza
(ill. hosszuk) ettdl az értéktdl és/vagy akar bizonyos csucsszogek abszolut eltérései is pozitivak
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lehetnek a hozzajuk tartozd szabalyos sokszdg csucsszogértékétol). Ekkor a poliéder
szerkesztését (vagy az 1-paraméteres modell szerkesztését) modositani kell, hogy a szerkesztés
soran felhasznalt tobb élhossz (és esetleg csucsszogérték) se pontosan ugyanakkora legyen, ez
befolyassal van a végeredmény poliéderen az ¢lhosszakra és szogekre, €s ligyes modositasokkal
elérhetd, hogy az élek hossza kozelebb keriiljon egymashoz, legalabb 10%-on beliilre, de ha
lehet, akkor még ennél is kdzelebb egymashoz, és a szogeltérések is elég kicsik legyenek. A
sok lehetséges paraméter miatt teljes optimalizalast nem végeztiink, csak ad-hoc csokkentést az
¢laranyok maximuman.

A nem haromszoglapokat lehetdleg meghagytuk szabalyosaknak, vagy minimalisan
modositottuk azokat tigy, hogy minél nagyobb szimmetria maradjon meg esetiikben és az egész
poliéder esetén is. Vannak olyan elemi majdnem-Johnson-poliéderek, amikor mar a
konstrukcid elején vagy kozben ellentmondasba iitkdzik a szerkesztés, ha szabalyos
sokszoglapokat probalunk haszndlni, ekkor mar a szerkesztés kozben sziikséges valtoztatni
bizonyos lapok alakjan, altaldban ilyenkor is torekedtiink a legnagyobb foku szimmetria
megtartasara és megprobaltuk a lap szabalyostol eltérd alakvaltozasat minimalizélni, vagy
paraméter bevezetésével késobb tovabb modosithatova tenni.

6.1. Geometriai modszerekkel kozvetleniil szerkesztheto poliéderek

1. példa. (O.1, I1d. 1. ébra) Egy 1 ¢lhosszi szabalyos Otszogre 1 magassagu hasabot
emeliink, majd a hasab két egymas melletti négyzetlapjara olyan négyzet alapu guldkat
rajzolunk a hasabrol kifelé, melyek haromszoglapjai szabalyos haromszogek. A két gula
egymasnak sikra vonatkozo tiikdrképe, ebbe a tiikrozési sikba olyan szabalyos haromszdget
rajzolunk, amelynek a két gula kdzos éle az alapja, és nem metsz bele a hasab belsejébe (1d. 2.
abra).

1. abra. Az 1. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere és annak laphaléja

A hasab, a két gula és a haromszog konvex burkat vessziik. Ekkor ijabb négy haromszdglap
keletkezik. Két ¢l lesz, amely nem 1 hosszu: AB = BC = 1,0091, és a poliéder lapszogei az
AD és CD ¢leknél (valamint két tiikorkép élnél, amely a 2. abran nem latszik) kb. 179,75°-
osak, azaz kozel 180°-osak, de igy még épp a konvex burok hataran vannak. Tehat a
megszerkesztett P poliédernek csak a haromszoglapjai kozott vannak nem szabalyos
sokszoglapok, a maximalis élardnya r(P)<I1,01 (valamint a maximalis szdgeltérése a
haromszoglapokon kisebb, mint 0,61°. Igy ez egy elemi majdnem-Johnson-poliéder £ = 0.01
¢s 63 = 0,61° hibahatarokon beliil.
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C
B ﬁ
2. abra. Segédabra a szerkesztés menetéhez; valamint jelolések a szerkesztés magyarazatahoz
az 1. példa esetén

2. példa. (0.4, 1d. 3. abra) Megszerkesztjiik egy egységoldali kockanak harom olyan lapjat,
melyek egy csucsban talalkoznak, majd a lapok unidjanak relativ hatdran minden ¢élre 1-1
szabalyos haromszoglapot illesztiink. Ezek paronként 1-1 olyan kozos élben talalkoznak,
melynek végpontja két négyzetlap k6zos csiicsa. A keletkezett haromszdglapok azon éleire,
melyek nem szomszédosak mas éllel, tjabb szabalyos haromszoglapokat illesztiink (6sszesen
6 darabot), ezek paronként 1-1 olyan kozos élben taldlkoznak, melynek végpontja egyetlen
négyzetlapra illeszkedik. Ezzel a poliéder mindegyik csucsidt megszerkesztettiik. Végiil a
kimarad6 4 darab haromszoglapot rajzoljuk meg. A keletkezett poliéder 120° -0s
forgasszimmetriaval rendelkezik, és 3 élén (amelyek egyforma nagysaguak, €s egy szabalyos
haromszoglap oldalain helyezkednek el) kiviil mindegyik éle 1 hosszisagi. Ha most
megismételjiik a konstrukciot gy, hogy az egyes szerkesztett haromszoglapok csak kozel
szabalyosak (de a forgasszimmetriat nem rontjuk el), akkor tligyes é€lhosszvalasztasokkal
elérhetd, hogy kozel egyforma hosszli legyen mindegyik €I, ¢ = 0.013 hibahatar adodik. Ha
pedig négyzetek helyett négyzethez kozeli alakti rombuszokat is megengediink, akkor egy kicsit
még jobban csokkenthetd a maximalis élarany.

a 4

3. abra. A 2. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere két nézetbol

V&

4. abra. A 2. példa elemi majdnem-Johnson-poliéderének laphaldja, és a poliédermodell alakja az
élhosszmodositisok elott
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3. példa. (0.6, Id. 5. abra) A poliédernek latszolag két szabalyos 6tszdglapja van, melyek
k6zos éllel rendelkeznek. Hozzajuk csatlakozik 1-1 négyzet két oldalrol. Ezt a konfiguraciot
tiikkrozziik egy, a szimmetriasikjara merdleges és az 6tszoglapok kozos élével parhuzamos sikra,
tegyiik fel, hogy ez a sik vizszintes az xyz-koordinata-rendszerben. Majd forgassuk el 90°-kal
a tiikrozott lapokat a fliggdleges szimmetriatengelyiik koriil, és fliggdlegesen mozgassuk el
ugyanazzal a vektorral Gigy, hogy a transzformalt lapok 1-1 szabad cstucspontja csatlakozzon az
eredeti lapok 1-1 szabad csucspontjahoz (szabad cstcsponton olyan csticsot értiink, mely
egyetlen lapra illeszkedik a 4 lapbol allé konfiguracio lapjaibdl). De sajnos ez nem lehetséges,
mivel a forgatasi tengelytél mas tavolsagra vannak a szabad csucspontok a négyzetek és az
Otszogek esetén.

5. abra. A 3. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere és annak laphaléja

Modositsuk a konstrukciot: maradjanak az 6tszoglapok szabalyosak, de a négyszoglapok
nem. E négyszdglapok szabad csucspontjai a konfiguracid fliggdleges szimmetriasikjan és a
négyszoglap masik 3 csticspontjanak a sikjaban kell, hogy elhelyezkedjenek. Vegylik a két
szomszédos Otszoglap altal bezart szoget valtoztathatonak, azaz paraméternek, €s maradjon
meg ugyanaz a szimmetriaja a poliédernek. Ekkor a 4 lapos konfiguraciot ugyanugy forgatva a
tiikr6zése utan, mint az a szerkesztés elején szerepelt, egyetlen, (és megszerkeszthetd) olyan
fliggdleges vektorral torténd eltolas van, hogy a transzformalt négyszoglapok 3-3 fix cstcsa
egy sikba keriil az eredeti konfiguracié 1-1 Otszogének szabad cstcsaval, ezt az eltolast
elvégezve, megkapjuk a négyszoglapok 4-edik csucsait. Szimmetria miatt az §sszes csucs
ismert mar, igy a haromszoglapok is megszerkeszthetok. A paramétert beallithatjuk ugy, hogy
az ¢lhosszak maximalis aranya és a négyszoglap szogeinek abszolut eltérése a 90°-t61 is kicsi
legyen (¢ = 0,074 .55 = 4,8°, 6, = 2,2°).

4. példa. (0O.18, 1d. 6. abra) Két, haromszog alapt szabalyos hasabot illesztiink egymashoz
k6zos négyzetlapjuk mentén ugy, hogy a haromszoglapjaik sikjai merdlegesek legyenek
egymasra. Majd az egyik hasab haromszoglapjara szabélyos tetraédert emeliink, a mellette levo
masik hasabnak az ezzel a haromszoglappal k6zos €lii négyzetlapjara pedig szabéalyos gulat.
Vessziik az egész alakzat konvex burkat, ekkor két (1j haromszoglap keletkezik a gula és a
tetraéder kozott. Ha modositjuk a konstrukcidt nem teljesen szabdlyos haromszog alapokra,
nem teljesen szabdlyos tetraéderre, ill. gulara gy, hogy a négyzetlapok szabalyosak
maradjanak, akkor megfeleléen kozeli élhosszak valasztdsdval a végén keletkezd két
egybevagd haromszoglap alakja kozelebb lesz egy szabalyos haromszoghdz (hibahatdrnak
e = 0,05 adodik).



14 Talata Istvan - Bolcskei Attila

6. abra. A 4. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere két nézetbdl, és a poliéder laphaléja

5. példa. (O.10, Id. 7. abra) Tegyiik fel, hogy vizszintes az xyz-koordinata-rendszerben a
poliédernek az a négyzetlapja, amelynek nincs kozos csticsa masik négyzetlappal, és az is
feltehetd, hogy 1 az oldalhossza, és a lap a poliéder tetején helyezkedik el (de még nem tudjuk
hol). Ekkor a négyzetlap két atlojan athalado fiiggdleges sik mindegyike szimmetriasik, és a
poliéder legals6 csticsa szimmetria miatt a két szimmetriasik k6z0s egyenesén van rajta.
Vegyiink fel két, egymasra merdleges, fliggbleges sikot, ezek lesznek a szimmetriasikok. Ezek
metszetegyenesén vegylink fel egy pontot, ez lesz a legalsé csucs. Az ehhez illeszkedd két
négyzetlapot €s két szabalyos haromszdéglapot meg tudjuk szerkeszteni, majd a négyzetlapok
atloin athalad6d szimmetriasikon meg tudjuk szerkeszteni a poliéder keresztmetszetét (amely
egy 0tsz0g). Ez alapjan a feliil elhelyezkedd négyzetlap is megszerkeszthetd (mert az atloja,
mint keresztmetszet, mar adott). A tobbi cstcs pedig sorra megszerkesztheté 3-3 olyan
egységgdmb metszéspontjaként, melyek kozéppontjai mar megszerkesztett csucsok.

7. abra. A 5. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere két nézetbdl, és a poliéder laphaléja

A szerkesztés végén lesz két €l (és a veliik szimmetrikus helyzetben levo €lek), melyek nem
1 hosszusaguak. A modell szerkesztését modositva ugy, hogy a négyszoglapok maradjanak
négyzetlapok, de a tobbi megszerkesztett 1 ¢lhosszu €1 helyett csak ahhoz kozeli élhosszakat
szerkesztve meg, ezen ¢élhosszak {igyes bedllitdsdval minden ¢l egymashoz kozeli
hosszisagiinak adoédik mar (hibahatarnak € = 0,073 jon ki).

6.2. 1-paraméteres geometriai modellezéssel eléallithato poliéderek

6. példa. (0.2, 1d. 8. dbra) 1-paraméteres poliédermodellt készitiink, ebben a két, kzos ¢éllel
rendelkezd négyzetlap altal bezart szoget vessziik paraméternek. Feltehetd, hogy a két négyzet
egységnyi €élhosszu, ezeket megszerkesztjiik. A kozos ¢l felezdmerdleges sikjara szimmetrikus
lesz a megszerkesztett poliéder. A kozds ¢l egyik végpontjatol 1 tavolsagra levd twjabb
poliédercstiics megszerkeszthetd 3 olyan egységgdmb metszéspontjaként, melyek kozéppontjai
anégyzetek csucsai koziil keriilnek ki. Ez egy Gijabb négyzetlap csticsa. Az ezzel atellenes cstics
megszerkeszthetd, mivel az emlitett szimmetriasik tuloldalan levd hasonlé elhelyezkedésii
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négyzet hasonld csucsatol 1 tavolsdgra van — a poliédernek két négyzet altal bezart
szogfelezésikjaban (amely szintigy szimmetriasik) sikbeli szerkesztéssel adodik ez a cstcs.

®

8. abra. A 6. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere két nézetbél, és a poliéder laphaldja

Ezutdn a négyzetlap masik két csticsa €s a poliéder Osszes tobbi csucsa is konnyen
megszerkeszthetd. A szerkesztés végén lesz két €l (és a veliikk szimmetrikus helyzetben levd
¢lek), melyek nem 1 hosszusdgiiak. A paraméter bedllitasaval ezek koziil az egyik €l
tetszOlegesen kozel keriilhet az 1 hosszisaghoz. A modell szerkesztését modositva tigy, hogy a
paramétert ugy allitsuk be, hogy mindkét valtozé ¢€lhossz, 1-hez minél kozelebbi legyen,
minden ¢l egymashoz kozeli hossziisdginak adodik mar (hibahatarnak € = 0,012 jon ki).

7. példa. (O.16, Id. 9. d&bra) 1-paraméteres poliédermodellt készitiink. Két 180° -0s
forgasszimmetridja van ennek a poliédernek: az egyik szimmetriatengely két olyan
poliédercsucsot kot 0ssze, melyekre két-két négyzet illeszkedik; a masik szimmetriatengely két
olyan ¢lfelezé pontot kot 6ssze, melyek két-két olyan haromszoglapra illeszkednek, amelyek
0sszes csucsa valamely négyzetlap csucsa is egyben. Eloszor két, kozos csticst, 1 oldalhossza
négyzetlapot és két, kozottiik elhelyezkedd szabalyos haromszoglapot szerkesztiink meg ugy,
hogy a négy lap kozds csticsabol kiinduld élek végpontjai egy téglalapot hatdrozzanak meg,
Majd koziiliik az egyes négyzetlapokhoz 1-1 olyan szabalyos haromszoglapot szerkesztiink,
amelynek k6zos €le van valamelyik négyzetlappal, és egy ilyen haromszdglapnak a hozza k6zos
¢llel csatlakozd négyszoglappal bezart szogét paraméternek vessziik fel (mindkét szog
ugyanakkora a 180°-os forgassszimmetria miatt).

9. abra. A 7. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere két nézetbdl, és a poliéder laphaléja

A két, utoljara szerkesztett haromszoglapnak azokhoz a csucsaihoz, melyek nincsenek
rajta négyzetlappal kozos é1én, megszerkesztjiik a forgastengelyen levd olyan poliédercstcsot,
amely toliik V2 tavolsagra van (egy-egy Ujabb egység oldalhosszii négyzetlap atellenes
csticsaban), majd az erre az élre illeszkedd két négyzetlapot €s a kozottiik elhelyezkedd
haromszoglapokat (ez utobbiak nem feltétleniil szabalyos haromszogek) tugy, hogy a
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poliédercsucsbol kiinduld élek végpontjai téglalapot hatdrozzanak meg. A maradék 4 csucs
megszerkeszthetd olyan egységgdmb-harmasok metszéspontjaként, melyek kozéppontja
alkalmasan valasztott, mar megszerkesztett poliédercstics.

A szerkesztés végén lesz harom €l (és a veliik szimmetrikus helyzetben levo élek), melyek
nem 1 hosszusaguak. A paraméter beallitasaval ezek koziil az egyik €l tetszélegesen kozel
keriilhet az 1 hosszusdghoz. A modell szerkesztését modositva ugy, hogy a megszerkesztett
egységnyi ¢€lhosszak helyett csak ahhoz kozeli élhosszakat szerkesztiink meg, tigyes
¢lhosszbeallitasok utdn, minden él egymashoz kozeli hosszusagunak adodik mar (hibahatarnak
€ = 0,062 jon ki).

7. Osszefoglal6

Amint az az 5. fejezetben szerepel, véges sok elemi majdnem-Johnson-poliéder 1étezik
(ekvivalensnek tekintve a megegyez6 laphaldju poliédereket), ha a ({Ox}ker,) abszolit
szOgeltérés-hibahatarokat megfelelden kicsinynek vélasztjuk. Erdekes lenne az osszes ilyen
poliéder meghatarozésa.

Felvetddhet, hogy kiszamitsuk a legjobb (&, {8} ke,) -hibakorlatokat az egyes elemi
majdnem-Johnson-poliédereck esetén, legalabbis néhany egyszeriibb esetben. Talan
konnyebben megoldhat6 ez a probléma azon konvex poliéderekre megszoritkozva, amelyeknél
a nem szabalyos sokszoglapok csak a haromszoglapok koziil keriilnek ki, mert ekkor a
szogeltérésekkel nem kell foglalkoznunk, csak az élaranyokkal.

Koszonetnyilvanitas.

Szeretnénk megkoszonni Németh Laszlonak és Szalay Laszlonak, hogy err6l a témakorrol

eldadhatott az elsd szerzé Sopronban a Matematika Oktatdsa és Kutatdsa Szeminarium
(MOKUS) 2022-es programjaban.
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