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A jelen tematikus beszamolo a Munkaterv pontjainak megfeleléen van tagolva. A kutatasi eredmények egy
része nem tervezett kutatasokrol ad szamot. Ezek kutatésok azonban valamilyen modon (pl. az dtletadas révén)
mindig szorosan kétédnek a tervezett kutatasokhoz.

1. KUTATASI PROGRAM ELSO TEMAKOR

A kutatasi program vonatkozo szakasza — idézet az alairt szerzddésbdl. Héjak nemlinearis elméletének
kidolgozésa véges merevtestszeri forgésok és kis alakvéltozasjellemzdk esetére. Irodalmi hipotézisek alkalmazésa
a héj mint 3d-s szilard test elmozdulasmezejére. Alakvaltozastol fliggd feliileti terhelések. Terveztiik numerikus
szamitasok végrehajtasat is VEM modszerrel.

1.1. A héjelméleti vizsgalatokkal kapcsolatos feladat és az eredmények.

1.1.1. A feladat pontos megfogalmazdsa. A héjelméletek kinematikdjanak (mint a héjelméletek jellemzd ré-
szének) célja, hogy a héj mint szilard test terhelés hatasara kialakulo geometriai valtozasainak 3D-s leirasat
(feladatat) - feltevések és elhanyagolasok felhasznéalasaval - helyettesitse a héj kozépfeliiletén (alapfeliiletén)
értelemezett valtozokra viszzavezetett 2D-s feladattal. A Geometriailag nemlinearis héjelmélet véges forgasmezd
és kis alakvaltozasmezs esetére cimi kutatas célja a héj kozépfeliiletének véges (finite) forgasmezsjébsl (a feliilet-
elemek merevtestszert forgasat leiré forgasi tenzormezbdl) kvetkezd geometriai nemlinearitas figyelembevétele
a héj kismeértéki (infinitesimal) alakvaltozasi jellemzdinek (fajlagos hossz, -szdg és -térfogatvaltozasainak) fel-
tételezése mellett, egylittmozgo, gorbevonala koordinata-rendszer alkalmazéasaval, Lagrange leirasi modban (a
héj alakvaltozas el6tti kozépfeliiletére épitett koordinata-rendszerben).

1.1.2. Eredmények. A kutatas két |épésben tortént. Elsé lépésként elsésorban a kozépfeliilet feliilet-elemének véges
forgasa és alakvaltozasi jellemz&inek kismértékii megvaltozasa volt a vizsgalat targya. A forgast leiré tenzor harom
forgastenzor szorzataként jelent meg. Kis alakvaltozasi jellemzék feltételezésével (a kozépfeliilet elmozdulasmezgjével
és forgasmezdjével) elGallittattak a Green-Lagrange és a Jaumann alakvaltozasi tenzorok koordinatai a kozépfeliileten,
majd a Reissner-Mindlin feltételezés alkalmazasaval a Green-Lagrange alakvaltozasi tenzorkoordinatai tetszdleges
pontban.

A kutatasok masodik lépésére a cimben megjeldlt héjelméleti kinematikaban altalanosité feltételezések bevezetése
és tovabbi kiterjesztések voltak a jellemz8k. Alapfeladat volt a tetsz6leges helyzet(i anyagi pont elemi kdrnyezetének
geometriai Osszevetése a terhelés utani és a terhelés el6tti allapotban (bazisvektorok valtozasa, anyagi vonalelemek
valtozasa, merevtestszer(i forgas, fajlagos hossz- és szogvaltozasok, feliiletelem valtozasok, térfogatelem valtozasok),
mindez az alakvaltozas el6tti kdzépfeliileten értelmezett mennyiségek segitségével.

Feltételezés szerint a forgastenzor véges, nem fligg a kozépfeliiletre meréleges koordinatatdl, az alakvaltozasi
mértékek azonban kicsik és mindharom koordinatatél fiiggenek. Tovabbi feltételezés, hogy az alakvaltozas utani
bazisvektorok a kdzépfeliilet elmozdulasmezgjével és forgastenzor-mezéjével, valamint véges szama, az alakvaltozas
elétti kozépfeliileten értelmezett vektormezdvel (az ezekbdl képzett sorokkal) kozelithetdek. A feliileti terhelések
alakvaltozast kdvetsek.

llyen médon a Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor és - linearis anyagmodell mellett - |I. Piola-Kirchhoff fesziiltségi
tenzor kozépfeliiletre athelyezett koordinatainak végesszamu tenzormezével el&irt sorai képezhetdk. Ekozben fel lettek
hasznalva a palasperemeken el8irhat6 fesziiltségi peremfeltételek, tovabba meg lettek adva az oldalperemeken a
kinematikai peremfeltételek, valamint az itt haté elemi erék is.

Az alakvaltozas elétti allapotban - az el6z8ek figyelembevételével - felirt virtualis munka elv nemlinearis jellegii.
A feladatok megoldasa - egy célszeriien felvett (nem sziikségszeriien egyensilyi) allapotbél kiindulva - a Newton-
Raphson iteraciés algoritmus alkalmazasaval érheté el.

Numerikus szamitasokra eddig nem keriilt sor.

1.1.3. Publikdciok. Az [I] cikk és a [2] el6adas érdemel kiemelést. A cikk letdlthetd a
http://www.uni—miskolc.hu/home/web/pumns/mechanics

url cimrél.

1.1.4. Kiegészitd megjegyzés. A fenti azaz az[I.1l szakaszban bemutatott vizsgalatok mind tervezett vizsgalatok.


http://www.uni-miskolc.hu/home/web/pumns/mechanics

2. KUTATASI PROGRAM MASODIK TEMAKOR

A kutatasi program vonatkozoé szakasza — idézet az alairt szerzddésbdl. A peremintegralegyenletek
elméletében és a sikrugalmassagtani feladatok korében ismeretesek az un. direkt modszer egyenletei duél rend-
szerben izotrop testre. Nyitott kérdés az egyenletek alakja anizotrop (ortotrop) testre. Ezek meghatarozasa
az alapmegoldasok meghatéarozéasat igényli. Numerikus szamitasok hagyomanyos és halotol fiiggetlen modon is
végezhetdk.

A jelen szakasz megértéséhez sziikséges fogalmak. Primdl rendszerben és klasszikus felépitésben az elmoz-
dulésvektor az alapvdltozo, az alakvaltozasi tenzor az un. elsddleges kézbensd vdltozo, tovabba a szimmetrikus
fesziiltségi tenzor az un. mdsodlagos kozbensd vdltozo.

Primdl rendszerben és mikropoldris felépitésben az elmozdulasvektor és a fiiggetlen forgasvektor (egyiitt el-
mozdulasvektorok) az alapvdltozdk, az alakvaltozasi tenzor és fliggetlen forgasi alakvaltozasi tenzor (egyiitt az
alakvaltozasi tenzorok) az tn. elsddleges kizbensd vdltozok, tovabba a (nemszimmetrikus erd) fesziiltségi tenzor
és nyomatéki fesziiltségi tenzor (egyiitt fesziiltségtenzorok) az un. mdsodlagos kozbensd vdltozok.

A vizsgélat targyat jelentd sikbeli tartomanyon primél rendszerben a kovetkezd mezdegyenletek allnak fenn:

— az értelmezd (vagy kinematikai) egyenlet(ek) az alakvaltozasi tenzort(tenzorokat) szarmaztatja(jak) az
elmozdulasvektor(ok)bol és biztositja(dk) az tn. kompatibilitasi egyenlet(ek) fennallasat,

— a feszliltségi tenzor(ok) az anyagegyenletekkel adodik (adodnak) az alakvaltozasi tenzor(ok)bol,

— a fesziiltségi tenzor(ok), mint mérlegegyenlet(ek), az egyensilyi egyenlet(ek)nek tesz(nek) eleget.

A sikbeli tartomény elvben lehet egyszeresen, vagy tobbszorosen Osszefiiggs és lehet (végtelenbe nyulo)
kiils6 tartomény is.

Dudl rendszerben és klasszikus felépitésben két elsérendii fesziiltségfiiggvény és a forgasmezs az alapvdltozok,
a feszliltségi tenzor az un. elsddleges kozbensd wvdltozd, tovabba a szimmetrikus alakvaltozasi tenzor az un.
mdsodlagos kozbensd vdltozo.

Dudl rendszerben és mikropoldris felépitésben az els6rendi fesziltségfiiggvény tenzorok nem zérus koordi-
natai, azaz az tn. fesziiltségfiiggvények az alapvdltozck, a (nemszimmetrikus erd) fesziiltségi és a nyomatéki
fesziiltségi tenzor (egylitt a fesziiltségi tenzorok) az un. elsddleges kizbensd wvdltozok, tovabba a nemszimmet-
rikus alakvéltozési tenzor és a forgasi alakvaltozasi tenzor (egylitt alakvaltozasi tenzorok) az un. mdsodlagos
kézbensd vdltozok.

A vizsgalat targyat jelentd sikbeli tartomanyon duél rendszerben a kévetkez6 mez&egyenletek allnak fenn:

— az értelmez6 (vagy kinematikai) egyenletek klasszikus esetben a fesziiltségi tenzort szarmasztatjak a két
elsérend fesziiltségfliggvénybdl és biztositjik az eregyensuly fennallasat — a nyomatéki egyensilyt biz-
tositd szimmetriafeltételt kiilon kell elGirni; mikropolaris esetben az értelmezd egyenletek a fesziiltségi
tenzorokat szarmaztatjak elsérend fesziiltségfiiggvény tenzorokbol (Osszesen harom fesziiltségfiiggvény-
bél) és biztositjak valamennyi egyensilyi egyenlet teljesiilését,

— az alakvaltozasi tenzor(ok) az anyagegyenletekkel adodik (adédnak) a fesziiltségi tenzor(ok)bol,

— az alakvaltozasi tenzor(ok), mint mérlegegyenlet(ek)nek, a kompatibilitasi mezSegyegyenlet (ek)nek tesz(nek)
eleget.

A sikbeli tartomany elvben lehet egyszeresen vagy tobbszorosen Osszefiiggs és lehet (végtelenbe nyulo)
kiils6 tartomény is.
Valamely peremrészen duél felépités esetén az alabbiak a peremfeltételek:

— fesziiltségi peremfeltétel(ek) (ha vonalmenti terhelés van elGirva, akkor levezethetd kozvetleniil a fesziilt-
ségfliggvényekre is peremfeltétel és az értekezés az utobbiakat hasznalja majd),

— alakvaltozasi peremfeltétel(ek) (ha klasszikus esetben az elmozdulasmezd, illetve mikropolaris esetben az
elmozdulédsmezd és a forgasmezs van elGirva akkor ezekre dual rendszerben nem irhato kozvetleniil elé
peremfeltétel, mivel ezek a mennyiségek nem szerepelnek a dual rendszer valtozoi k6zott — a megoldast az
un. az alakvaltozasi peremfeltételek alkalmazasa kinalja: az utobbiak a peremen vett elmozdulasok és for-
gasok ivkoordinéta szerinti derivaltjaira illetve az alakvaltozasi tenzorok peremen tekintett koordinataira
tett el6irasok).

Egyszeresen Osszefiiggs tartomany esetén, ha tobb kiilonallé peremiven van elmozdulédsmezd elGirva, illet-
ve tObbszordsen Osszefiiggd tartomany esetén teljesiilnie kell még az tn. kiegészité és makro kompatibilitasi
feltételeknek is.

A kompatibilitasi mezGegyenlet(ek), az alakvaltozasi peremfeltétel(ek), tovabba a kiegészits és a makro kom-
patibilitasi feltételek egytitt biztositjak, hogy az alakvaltozasi tenzor(ok)bol a — vizsgalt sikbeli tartoméany adott
merevtestszeri mozgasa esetén — a tartomanyon és a peremen (konturgorbéken) is klasszikus esetben egyér-
téki elmozdulasmezs, mikropolaris esetben pedig egyértéki elmozdulasmezd és egyértéki forgésmezd legyen
elsallithato.



2.1. Megoldandé feladat primal rendszerben ortotrop testre. A rugalmassagtan primal rendszerében az
ortotrop testekkel kapcsolatos sikfeladatok esetén a direkt peremelem modszer kiilsé tartomanyokkal kapcsolatos
egyenleteinek az a hatranya, hogy nem jelennek meg benniik a végtelen tavoli pontban konstans fesziiltségekkel
kapcsolatos tagokEl. Ha azonban a megfeleléen megfogalmazott direkt peremelem modszer egyenletei linearis
elmozdulasmezdt allitanak el6 a végtelenben, akkor konstans a vonatkozo alakvaltozasi- és fesziiltségmezs a
végtelenben. Kovetkezésképp nincs sziikség arra, hogy véges tartomannyal helyettesitsiik a kiils6 tartomanyt a
szamitas soran.

A fentebb mondottak alapjan az tehat a kulcs kérdés, hogy hogyan modosul a harom SOMIGLIANA formula
- ezek koziil a méasodik a direkt modszer integralegyenlete - ha konstans fesziiltségi és alakvaltozési allapotot
feltételezve a végtelenben.

2.1.1. A feladat egyenletei. A vizsgalatokat az x1 = x és z2 = y kartéziuszi koordinatarendszerben végezziik.
A koordinatarendszer origojat O jeloli. { Gorog}[Latin index| az {1,2}[1,2,3] értékeket veheti fel, néma indexek
szerint Osszegezni kell. A tekintett belss és kiilsg tartomanyokat A; és A., a tartomanyok kézos peremgorbéjét
pedig L, jeloli. A kiils6 normalis n., 0,y a KRONECKER szimbolum, az z, szerinti parcialis derivaltakat O,
jeloli, 3. pedig a permutécios szimbolum. A pozitiv s ivkoordinéta irdnyaban haladva jobbra mutat a kiilsg
normalis, a tartoméany pedig baloldalon van.

IrQm)l=R

1. dbra. Kiilsg és belsé tartomany néhéany jel6léssel AbralQ

Sikfeladatok esetén rendre uy, e, és tey jeloli az elmozdulasmezst, valamint az alakvaltozasi és fesziiltségi
tenzor sikbeli koordinatéit. Az n, norméalist vonalelemen ¢\ =n,t. a fesziiltségvektor. A Q(&1,£2) pontban mu-
kods e (Q) ers hatasara uy(M)=Ux. (M, Q)e.(Q) az M (x1,x2) pont elmozdulasa és ty(M)=Tx.(M,Q)e.(Q)
az M # @) pontbeli n, normalist feliiletelemen ébredd fesziiltségvektor, ahol Uy, (M, Q) és Th. (M, Q) az an. els
és masodrendii alapmegoldés — ezek képletei a labjegyzetben idézett cikkbdl vehetsk ki. A két pont téavolsagat
r jeloli. Ha a @, vagy M pont az L, peremgorbére lokalizalt, akkor ezt indexben all6 o jelzi.

Ha zérus a végtelen tavoli pontban a fesziiltségi tenzor, akkor valamely peremértékfeladat megoldésa integ-
ralasokkal allithato el6 (els6 SOMIGLIANA formula kiils6 tartoméanyra):

(212) Q)= § (MU (Mo Q) = us(M)Ton (Mo, Q)] dsar, . Q€ A,
l:o

Mivel egy adott perempontban a peremfeltételekbdl altalaban vagy csak a ¢ (M) fesziiltségvektor, vagypedig
csak az uy(M,) elmozdulasvektor ismert tovabbi egyenletre van sziikség a (ZIal) eldallitas alkalmazhatosaga-
hoz sziikséges ismeretlenek (t)(Ms), ha uy(M,) ismert, illetve uy(M,), ha ty(M,) ismert) meghatarozasahoz.
Kimutathato, hogy a peremen fennall a

(2.1b) CKPUP(QO) = 8,{5(00)&5(@0) +f [EA(Mo)Uni (Mo, Qo) —ux(Mo)Thn (Mo, Qo)] ds, , Q=0Q.cL,,
egyenlet, ahol ¢, = d,,/2, ha a kontar folytonos QQo-ban (cstcspont esetén c,, az érintSk altal bezart szogtdl
fiigg). Ez az integralegyenlet a direkt modszer integréalegyenlete (a méasodik SOMIGLIANA formula kiils§ tarto-
manyra). Ha a @ az L, gorbén kiviil talalhato — az abran a belss tartomanyhoz képes, amelyet A;-val jeloliink
(a kiils6 pedig A.) — akkor belathato, hogy

(2.10) 0= fﬁ e (M) Une (Mo, Q) — (M) T (Mo, Q)] dsng, , Q= Qo € Ay |

ILasd pl.: F. J. Rizzo, D. J. Shippy: A Method for Stress Determination in Plane Anisotropic Bodies, Journal of Composite
Materials, 1(4), (1960), 36-61.



ami a harmadik SOMIGLIANA formula kiilsé tartomanyra. A (21D]) integrélegyenlet megoldasa utan alkalmaz-
hatova valik a (2ID) képlet. Az elmozduldsmezs birtokdban természetesen szamithatok az alakvaltozasok és
fesziiltségek is. A vonatkozo képletek kiirasatol eltekintiink.

2.1.2. Eredmények. Tételezziik fel, hogy

(2.2) U (M) = i +€3prTpw +ex3(00) T3

az ux(M) elmozdulasmezs alakja a végtelen tavoli pontban (azaz a fenti képlet az elmozdulasmez8 aszimptotikus
eléallitasa), ha x3, vagy ami ugyanaz, ha M a végtelenhez tart, ahol ¢, eltolédas, w végtelenbeli mozgasokhoz
tartozoé forgas, ¢, +€3,xZ,w a vonatkozé merevtestszerli elmozdulas, e,3(c0) a végtelenben vett konstans alakval-
tozasi tenzor, e,3(00)xs pedig az ehhez tartozé elmozduldas mezs. Az e.z(c0) alakvaltozasokbdl adédé konstans
t,3(00)fesziiltségeket a HOOKE torvénybdl nyerjiik:

t11(00) = cr1€11(00) +c12e22(00) ,  ta2(00) = c12€11(00) + C22€22(00) |

(2.3)
tlg(OO) = t21(oo) = 2666812(00) .
Itt
S99 S12 S11 . 2
2.4 Cl1 = — Cl1pg = C1 = ——— Cop = —— Cep — —— €s d2511822—8
( ) d ) d B d 5 66 566 B 12
amelyben ¢11,...,¢11, S11,- - -, Sgg az ortotrop test anyagallandoi.

Igazoltuk kétféleképpen is, hogy fennallnak kiils6 tartomanyon a médositott és kiegészitett SOMIGLIANA formulak
azaz

(2.5a) UH(CQ):=Cn-%53pn€p(42ﬁu-Fenﬁ(OO)éﬁ(CQ)*-jé [tA(Mo)Uni (Mo, Q) — ur(Mo)Trn (Mo, Q)] dsn,

Lo
QeA..
tovabba
(2.5D)
Crplip(Qo) = CNCE+E3pN£p(Qo)w+eﬁﬁ(oo)§ﬁ(Qo)+ﬁo [tA(Mo)Une (Mo, Qo) —ux(Mo) T (Mo, Qo)] dsir,
Q=0Qc. €L,
és
(2.5¢)
0= cucr+E3or&p(Q)w+ €xp(00)§(Q) +j{£o [tA(Mo)Uni(Mo, Q) —un(Mo)Trn(Mo, Q)] dsnr, , Q=Qo € 4; .

Az (] tagok kékkel vannak szedve. A numerikus megoldasok soran eltekinthetiink a merevtestszeri mozgastdl: ¢,; és
w zérusnak vélaszthat6.

2.1.8. Példdk. A numerikus megoldas érdekében program késziilt FORTRAN 90 nyelven. A tovabbiakban két teszt-
feladat megoldasat mutatjuk be. A vizsgalt tartomanyt mindkét esetben az O kézépponti r, =10 mm sugara L, kor
altal hatarolt kiilss A. tartomany jeldli. Ennek nyirfa az anyaga az s11 =8.497x 107° mm?/N, s12 = 591 = —6.11 x
x 1072 mm?2/N, s92 = 1.6999 x 10~* mm? /N és s¢5 = 1.456 x 1073 mm?/N anyagallandékkal. A végtelen tavoli
pontban feltessziik, hogy T12(00) = 022(00) =0 N/mm? és 11 (00) =p=100 N/mm? a fesziiltségi tenzor koordinatai.

ADla. dbrarészlet a hagyomanyos peremelemes szamitas esetére szemlélteti a numerikus megoldas alapjaul szolgals
bels6 tartomanyt. A kiilsé méreteket gy szokas felvenni hogy a felsé és jobboldali egyeneseken mar j6 kozelitéssel a
végtelen tavoli pont fesziiltségi allapotat tudjuk mikodtetni.

Mi nem éltlink ezzel a geometriai jellegii kdzelitéssel, hanem pontosan modelleztiik a kiilsé tartomanyt.

Az els8 feladat esetén iires az L, kor belseje és terheletlen annak pereme. Ezeket a viszonyokat a2lb. abrarészlet
szemlélteti.

A masodik feladat esetén merev zarvany talalhaté az £, kor belsejében. Ezeket a viszonyokat a Rlc. abrarészlet
szemlélteti.
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2. abra. A vizsgalt kiilsé tartomany hagyomanyos és pontos modellezése

LEKHTNISKI kényveﬁ tartalmazza zart formaban a fesziiltségekre vonatkozé megoldasokat a peremen. Emellett
tablazatba foglalt numerikus eredményeket is kozdl. Ezek az idézett konyv 197. oldalanak 17-es tablazataban talal-
hatok, de az 1. és 2. tablazatokban is megjelennek a polarszog diszkrét értékeire fekete szinnel szedve.

Koralakia kivagas
Polarszég | og/p  Lekhn., p.197
0° —0.7071 —0.707
15° —0.3399 —0.340
30° 0.0692 0.069
45° 0.4040 0.404
60° 0.9644 0.966
75° 2.5771 2.577
90° 5.4514 5.453

1. tablazat. Koéralaki kivagassal gyengitett sikra vonatkozé eredmények

Merev zarvany
Polarszég | o./p Lekhn., p.197 | 74/p  Lekhn, p.197 [ oy/p Lekhn, p.197
0° 1.2363 1.237 0.0000 0.000 | 0.0445 0.044
15° 1.1562 1.156 | —0.2994 —0.299 | 0.0934 0.093
30° 0.9370 0.937 | —0.5185 —0.519 | 0.2697 0.270
45° 0.6378 0.698 | —0.5987 —0.599 | 0.5154 0.516
60° 0.3383 0.388 | —0.5185 —0.519 | 0.6989 0.699
75° 0.1192 0.119 | —0.2994 —0.299 | 0.5637 0.564
90° 0.0389 0.039 0.0000 0.000 | 0.0028 0.003

2. tablazat. Koralakl kivagassal gyengitett sikra vonatkozé eredmények
A sajat eredményeket piros szinnel szedtiik. Figyeljiik meg, hogy a merev zarvany estén jelent8s az eltérés o,.-
rendszerbeni vizsgalatok soran megismételtiik, és a pirossal szedett eredményekkel gyakorlatilag egyez6k az ott kapott

eredmények.

2Az anyagallandokat és a kontrollmegoldast a S. G. Lekhnitski: Theory of Elasticity of an Anisotropic Body, Nauka, 1977, orosz
konyvbdl vettiik.



2.1.4. Publikdciok. A hosszadalmas és szigoru igazolast a [3] cikk kozli. Az eredményekrdl elGadas is elhangzott
az ESMC2006 konferencian [4]. Elegans és tomor igazolast (ehhez az 6tletet az egyik biralo adta), és szampéldat
k6zol az [B] tanulmany. A fenti eredmények magyarul a [11] értekezés els6 fejezetében lelhetsk fel.

2.1.5. Kiegészité megjegyzés. A fenti azaz a2l szakaszban bemutatott vizsgalatok nem tervezett vizsgalatok.
Szorosan kétédnek azonban a kovetkezd, azaz a szakasz vizsgalataihoz.

2.2. Megoldandé feladat duéal rendszerben ortotrop testre. A dual rendszerbeli vizsgalatok 6 célja
Osszhangban a kutatasi tervben megfogalmazott célkittizésekkel direkt peremelem modszer teljes kidolgozasa.
Ennek a feladatnak tudoméasunk szerint nem ismeretes a megoldasa a peremelem modszer szakirodalmaban.

2.2.1. A dudl rendszerben tekintett sikfeladat mezdegyenletei és peremfeltételei. Az F, vektor az elsérendi fe-
sziiltségfliggvények vektora. Most is feltételezziik, hogy nincs kiilsé terhelés. Homogén, ortotrép anyag esetén a

klasszikus rugalmassagtan mez&egyenleteit dual rendszerben az alabbi egyenletek alkotjak:
1. A dual kinematikai egyenletek:
t11 = F102, to1 = Fa0z,
(2.6a)
tig = —F101, tog = —F20; .

Ezek az egyenletek a fesziiltségeket adjak elsSrendi fesziiltségfiiggvényekkel kifejezve. A fenti fesziiltsé-
gekre vonatkozé megoldés kielégiti a primél rendszer

11101 +1t120, =0, 12101 +1220, =0

homogén egyenstlyi egyenleteit.
2. A HOOKE torvény inverz alakja:

e11 = u10 = s11t11 + s12t22, €22 = U0 = So1t11 + S22t22 ,
(260) e12 = % (w102 +u201) = 20 (ti2+121) .
3. A dual mérlegegyenletek, vagy kompatibilitasi egyenletek:
(2.6¢) €1102 —€1201 + 301 =0, €2102 — €2201 + 302 =0,

ahol @3 a merevtestszerd forgas.
4. Mivel a (Z6al) egyenletekkel elgallitott fesziiltségmezs nem szimmetrikus, ki kell egésziteni a fenti egyen-
leteket a

(2.6d) tiz =t21

szimmetria feltétellel.
A 28a),. . .,[26d) mezsegyenleteket ki kell egésziteni a vonatkozo peremfeltételekkel.
Az L peremgorbe L, jeli ivén az elmozdulasvektor, az L, jeld iven pedig a fesziiltségvektor az eldirt. Az
eloirt értékeket a vonatkozo beti felett allo kalap jeloli majd.
Mivel az elmozdulasvektor nem véltozoja a dudl rendszernek SZEIDL igazoltaﬁ , hogy az L, jeli iven a

diiy
% =Nni1€21 —N2€11 —N1P3,

(2.7) dity s€ Ly
% =MNj1€22 —N2€12 —N2P3

egyenletek a peremfeltételek — ezek, élve KOZAK elnevezésével alakvéltozési peremfeltételek.
Legyen P, az L, iv kezdSpontja. Legyen tovabbé az s az £, iv valamely belsé pontja. Az F,(s)-t az

integral értelmezi. Kimutathato, hogy a
(2.8) fp(s)z]}p(s)—i—Cp, se Ly

peremfeltétel irhaté els a fesziiltségfiiggvényekre, ahol a C, egyelére hatarozatlan integraciés allando, hiszen
nincs garancia arra, hogy ismerjik az iv P; kezdGpontjaban a fesziiltségfiiggvény értékét. (Ha C, = 0, akkor
F,(s) a fesziiltségek eredGje a tekintett iven.) Ha egy terhelt iv van, akkor mindig lehetséges a C\, =0 valasztas.

3G. Szeidl: Boundary integral equations for plane problems in terms of stress functions of order one. Journal of Computational
and Applied Mechanics, 2(2), 2001, 237-261.



Vezessik be a

s s
81152324-%3151 —(8124-&) 0102 —0h

4
(2.9) Dl = | = (5214 5°) 0102 5010+ 73000 ~0
-0 —0o 0
és
(2.10) u = (F1, F2, —p3)
jeloléseket. A szohasznélatot illetGen pedig allapodjunk meg abban, hogy az u, = (F1,F2) vektort dudl el-
mozduldsvektornak, a t, = —du,/ds vektort pedig dudl fesziltséguektornak nevezzik, amely a peremen vett

elmozdulasmezsbdl szdmitott mennyiség.
Ha eliminéljuk a ([26a),. ..,[2.6d) egyenletekbdl a kizbiilss valtozokat, azt kapjuk, hogy a keresett uy vektor
az

(2.11) Diup =0
parcialis differencidlegyenletnek koteles eleget tenni. A fentiek alapjan az alabbiak részletezik az eredményeket.

2.2.2. Eredmények. Az eredményeket sorszamozva kozoljiik:

1. Az
M
(2.12) Sikuk +5(M—Q)€Z(Q) =0
differencialegyenlet (a © felett all6 M azt jelenti, hogy az M pont koordinatai szerint derivalunk) teljes sikra
vonatkoz6

U (M7 Q) =€j (Q)ujk (Mu Q)
megoldasaban az ;;(M, Q) matrixot elsérendii alapmegoldasnak nevezziik. Meghataroztuk az elsérendi
alapmegoldast:

2
(2.13a) [y (M, Q)] = KIm )~ x
k=1
—dy (2Inp.+3) 32 de (210 ps+3) By }% [(5214'5%) 5;%"‘522]
(2.13b) x dy (2In pe+3) B —dy (2Inp,+3) 2B [(s12+ 288 + 51152
e [ 4 40) B2 o] 245 [t 20) o) — {2y smas— o} B2
ahol
(2.13c¢) B = ay +iby B = a, —iby , b >0.
a
(2.13d) $22+ (2521 + s66) B7 + 5118 =0
egyenlet gydke, mig d,; a 33-hoz tartozé kofaktora (el6jeles aldeterminansa) a
1 6 67 B
1 2 3
(2.136) d= b 6% % = —4b1by {(al —a2)2+ (bl —bg)ﬂ |:(a1 —a2)2 + (bl +b2)2:|
L B2 By [
1 B B3 33
determinansnak:
16 B o NP
(2.13f) di=—|1 B B |= (ﬁg —ﬁf) (52—51) - (52—51) (55‘5?)
1 B f3
1 p B
(2.13¢) == 1 5 B | =) (B-8)-(5-0)(%-5)
1 [ f3
(2.13h) ass = 5118 +(Sﬁ)2—(s —i—sﬁy
. 33 = 511522 1 a1t
) 1 dy, 3 9
(2.131) K= I, =4m (bﬁsu + b2 (821 + S66) — b S12 — 522) .

b, +1



2. Meghatéaroztuk a (27)) képletek segitségével az els6rendii alapmegoldasbsl adédé
dun(Mov Q)
(My) = ————=
(M,) P
dual fesziiltségvektort. Az eredményt ad6
(2.14&) t (Mo) = el(Q)Iln(Moa Q)
képletben T, (M,, Q) a masodrendii alapmegoldas:
2. 2d n S
T11(M,, Q) = KIm ; p: {TLQ (—51152 —5125n) - 715665: —n1 [5224- (521 + %) 5,2.;] }
(2.14b) 2 94 (nos s
Tsa(Mo, Q) = K - “‘6[ 56632 }
32(M,, Q) m,; : { o (821 + 5 )85 + 522
n10x S B2 5218 s2
+- {((821 + 228 (591 3 —822)) +522(821 —Sllﬁz)} +ny— {%3 — =B ﬁ} }
D 2 . 2 4
3. Megvizsgaltuk az alapmegoldasok tulajdonsagait. Az elsérendii alapmegoldas szimmetrikus:
Igazoltuk, hogy az els6 és masodrendii alapmegoldas oszlopai kielégitik a
Q Q
(2.16) Dirdhin (Mo, Q) = D Tia (Mo, Q) =0, M, #Q
alapegyenletet. Igazoltuk, hogy a masodrendii alapmegoldasra nézve fennall az
_6m>\7 ha Q € Az
(217) % (I,{)\(MO,Q)dSMO = —%5,0\, ha QZQOEEO
Lo 0, ha Q ¢ Al
osszefiiggeés.
4. Levezettiik a
(2.18) / [uk (@kl’jl) —flk (@klul)} dA = jé [u)\b\ —fb\f)\] ds
A; L,
dual Somigliana identitast. A képlet mindig fennall, ha az W, és uy kells rendben differencialhaté az A;
tartomanyon; egyéb tekintetben mindkét fiiggvény tetszdleges lehet. t) és t) az U, és ug-hoz tartozé dual
fesziiltség.
5. A ([218) indentitas felhasznalasaval levezettiik belsé tartomanyra a harom dual SOMIGLIANA formulat. Az
elsé
(2.19a) ur(Q) :f Uex (Mo, Q)tr(Mo) s, —j{ Tia (Mo, Q)ux(Ms) ds, Qe A
L, Lo
dual SOMIGLIANA formula szerint, ha ismerjik az uy(M,) fesziiltségfiiggvényeket, valamint az elmozdulas-
mezé s ivkoordinata szerinti —ty(M,) derivaltjat (a dudl fesziiltséget) az L, kontdron, akkor kvadratarak
segitségével szamithaté az uy, = (Fy, F, —p3) rugalmas allapot az A tartomany @ belsé pontjaban.
Az L, kontlr egy pontjaban vagylagosan irhatok elé az uy (M) fesziiltségfliggvények illetve az elmozdu-
lasmez6 s ivkoordinata szerint vett —ty(M,) derivaltjai. A masodik
(2.19b) CnA(Qo)uA(Qo):f unA(MOaQO)tA(MO)dSMo_f Tix (Mo, Qo)ur(Ms) dspr, R=Q.€L,
Lo L,
dual SoMIGLIANA formula olyan integralegyenlet (a direkt médszer integralegyenlete), amely alkalmas a hi-
anyzé uy(M,) vagy tx(M,) meghatarozasara. Ezek ismeretében pedig alkalmazhaté az elsé dual SOMIGLIANA
formula. A képletben c,x(Qo)=0,x/2 ha sima a peremgorbe a (), pontban. Egyébként az érintsk altal bezart
szogtdl fligg.
MEGJEGYZES: A (2.19B) —ben 4ll6 két vonalintegralt CAucHY féle féértékben kell venni.
A harmadik dual SOMIGLIANA formula
(2.19¢) 0= f{ Uor (Mo, Q) (M, ) ds s, — jé Ton (Mo, Qua(M,) dsn. . Q€ Ay
L, Lo

alaka.



6. Legyen s = (t11,t12,t22). Levezettiik a belsé pontban a fesziiltségeket ad6

(2.20a) 55(Q) :7{ Sia(Mo, Q)tr(Mo) dsar, —]{ Dipn (Mo, Q)ux(Ms) ds, QEeA
Lo Lo
(2.20b)
Osszefliggést, ahol
9 _63 2
dy ko Pk
(2.20¢) [Seal = —2KIm> "= | 82 B
k=1 P —ﬁk 1
és
2. 2dy,
(2.20d) [Der]l=KIm > =Fx
k=1 Pk
na (—s118% — s128%) — 5 s66 By —n1 [s228k + (521 + “§8) B} "2 56685 +n1 (82184 + 52287) + 12 [s228k + (s21 + 288 B
na (s1185 +s128k) + 5 se6 85 —n1 By [(s12+ 258 ) + 5113, | — 2256687 — 1 (s21 85 +5228k) —n2By [(s124+ 288) 4+ 51167
—n2 (1167 +512) — S se6 Bk + 118k [(s12+ 288) 4+ 51167 "2 5660k +n1 (52187 + s22) + 128k [(s12 + 288 + 511687

7. Az A, kiils6 tartomanyon a koordinatasik £, zart gorbén kiviil fekvd részét értjiik. A végtelenben vett fesziilt-
ségek a

(2.21) U (Q) =&at11 —&itiatc1(o0)  &s U(Q) = Eatag — E1tag + ca(00)

fesziiltségfliggvényekbdl szarmaztathatok. Feltételezziik tovabba, hogy a végtelen tavoli pontban zérus a me-
revtestszer( forgas: 13(Q)=13(00)=0. A ¢, (00) is zérus értékiinek valaszthaté (nem befolyasolja a fesziiltségi
allapotot). Igazoltuk, hogy kiilsé tartomanyra

(2.22a) up(Q) = ﬁk(Q)-ﬁ-%ﬁ x (Mo, Q) (M) dsar, —f Tia (Mo, Q)ux(Mo) dsy, Qe A,

o

és
(222b) CNX(Qo)u)\ (Qo):ﬁﬁ(Q)"'ﬁ unk(Moa Qo)t)\(Mo) dS]WO _ﬁ Snk(Moa Qo)u)\(Mo) dS]WO ) Q:QOEEO
tovabba

(2.220) 0= .(Q) + j{ $Uon (Mo, Q)tn (M) dsnr, — jé Tor(Mo, Qua(M.) dsnr, , Q€ A

o Lo

alakd a harom dual Somigliana formula mig a belsé pontbeli fesziiltségek pedig a

(222d)  5x(Q) = sp(o0) + f Sin (Mo, Q)ta(M,) dsar. — jé Din(Mo, Qun(Mo) dsn. . Q€ A,
L, Lo

képletbsl szamithatok.

8. A peremen ismert az n = (n,, n,) normalis, ismeretesek tovabba a megoldasbél az F,,, F,, elsérendii fesziilt-
ségfiiggvények, valamint a dual fesziiltségvektor t,, t, elemei. Megmutattuk, hogy a peremmenti o, o, és
Ty fesziiltségek a

Ng Ny 0 O dF,/ds
(2.23) ) 0 ) Ny ) Ny , Toy | = dF,/ds
566
Ny, 811 +Ngs21  —Naly =55 Ny S12 +N5 522 Oy —nyty —ngty

egyenleterendszerbdl szamithatok.
9. Belsd tartomanyra kvadratikus izoparametrikus peremelemek felhasznalasaval a

hy, hi2 - hin,, ug b1 bi2 --+ bin,, t1

ho; ho2 -+ hay, uz ba; b2z -+ ban t2
(2243.) bn — bn ,

h"bnl h"bn2 e h"bn”bn u"bn b"bnl b"bn2 e b"bn”bn t”bn

avagy tomorebb formaban irva a
(2.24b) Hu =Bt

egyenletrendszert kapjuk az ismeretlen csoméponti mennyiségek szamitasara ahol ny,, a peremcsomépontok
szama (a H és B matrixok elemeit adé integralokat itt nem irjuk ki). Megmutattuk, hogy dual rendszerben

2Npn 2Npp
(2.25) Z H;; =0 vagy ami ugyanaz, hogy H;; = — Z Hij; , 1=1,2,...2np,,
=1 =1

J_
(i#3)



ahol H;; a H matrix egy eleme. A képlet az erésen szingularis integralokat tartalmazé H;; szamitasat teszi
lehet6vé, és ugyanolyan szerkezetli mint primal rendszerben (az igazolas gondolatmenete eltérg!).

Ha kiilsé tartomany a vizsgalt tartomany, akkor egy taggal béviil a megoldandé egyenletrendszer. Definialjuk
az 1 matrixot az

(2.26) al =[ulud | ud| ... |upee uhee )
—— N~
af 4 af
egyenlettel, ahol @; egy olyan matrix, amely a Q; (j =1,...,np,) pontokban vett 1, értékeket tartalmazza.
Ezzel a jeldléssel az
(2.27) Hu=u-+Bt
alakban irhat6 fel az ismeretlen csoméponti értékekre megoldandé egyenletrendszer. Az
2Ny
(2.28) Hy=— Y Hy+l, i=12,.. 20,
j=1
(i#7)

egyenlet kihasznalasaval ismét elkeriilhet az er8sen szingularis integralok szamitasa.

2.2.8. Példdk. Program késziilt Fortran 90 forraskédban. Megoldottuk dual rendszerben is a2.1.3] alszakasz példait.
Az eredményeket ugyanolyan szerkezet(i tablazatban kozéljik. Figyeljiik meg, hogy eltérés csak a negyedik jegyben
jelentkezik:

Koéralaka kivagas

Polarszog og/p Lekhn., p.197
0° | —0.70744 —0.707
15° | —0.33928 —0.340
30° 0.06951 0.069
45° 0.40451 0.404
60° 0.96605 0.966
75° 2.57736 2.577
90° 5.45409 5.453

3. tablazat. Koralakt kivagassal gyengitett sikra vonatkozé eredmények dual rendszerben

Merev zarvany
Polarszég | o./p Lekhn., p.197 [ 74/p  Lekhn, p.197 [ oy/p Lekhn, p.197
0° 1.2363 1.237 0.0000 0.000 | 0.0444 0.044
15° 1.1558 1.156 | —0.2999 —0.299 | 0.0936 0.093
30° 0.9364 0.937 | —0.5188 —0.519 | 0.2701 0.270
45° 0.6370 0.698 | —0.5986 —0.599 | 0.5158 0.516
60° 0.3377 0.388 | —0.5181 —0.519 | 0.6990 0.699
75° 0.1188 0.119 | —0.2987 —0.299 | 0.5627 0.564
90° 0.0389 0.039 0.0000 0.000 | 0.0028 0.003

4. tablazat. Eredmények merev zarvany esetén dual rendszerben

2.2.4. Publikdcick. Az eredményeket belsd tartomanyra a [6] teljes terjedelemben megjelend el6adas, valamint
a [I0] magyarnyelvii cikk ismertette. Részeredményekrdl ad szamot kiils§ tartoméanyra a [7, 8] teljes terjede-
lemben megjelent eldadas. Osszefoglalo jelegt belss és kiilsé tartomannyal kapcsolatban a teljes terjedelemben
megjelent a [9] el6adas. Valamennyi eredmény fellelhets a [11] PhD értekezésben. Rangos folybiratban torténd
kozlés elGkésziiletben.

2.2.5. Kiegészitd megjegyzés. A fenti azaz a[2Z2 szakaszban bemutatott vizsgalatok mind tervezett vizsgalatok.

2.3. A mikropolaris rugalmassagtan elsé sikfeladata dual rendszerben. A duél rendszerbeli vizsgéla-
tok {6 célja homogén izotrop test feltételezése mellett direkt peremelem modszer teljes kidolgozéasa dual rendszer-
ben. Az elsd sikfeladatot priméal rendszerben és belsé tartoméanyra van irodalmi eredményl]. Duél rendszerbeni
vizsgalatok a variacios elvek tekintetében Szeidl korabbi it nem idézett munkai. Peremelemes vizsgélatrol dual
rendszerben nincs tudomasunk.

4P, Schiavone: Integral equation methods in plane asymmetric elasticity. Journal of Elasticity, 43, (1996), 31-43.



2.8.1. A dudl rendszerben tekintett elsd sikfeladat és a sikfeladattal kapcsolatos néhdny eredmény. G|

Mikropolaris esetben az u, elmozdulasmezs és @3 forgasmezs egymastol fiiggetlen. Az erdfesziiltségek ¢, ten-
zora pedig nem szimmetrikus. Az erpérfesziiltségek tenzorét ju,3 jeloli. £y és £,y az eréfesztségek tenzordnak
szimmetrikus és nem szimmetrikus részei. A u, v, a, v és € gorog betiik az izotrop test anyagjellemzéi. v,y és
k3 a két alakvaltozasi tenzor. E és D, pedig az tn. inkompatibilitasi tenzorok. A mikropolaris rugalmassagtan
dual rendszerében az alabbi egyenletek alkotjik a mez&egyenleteket :

— Dual kinematikai egyenletek:
(2.292) trp = ExpsOuFpttrp
(229b) Hv3 = €ur3 (awH+€37rp-7:p) +ﬁy3 )
amelyek az 6negyensilyi t-, és .3 fesziiltségeket adjak elsérendii F,,, H fesziiltségfiiggvényekkel kifejezve.

o
A képletekben ¢, és ﬁyg a primél egyensiilyi egyenletek partikularis megoldasai.
— A HOOKE torvény inverz alakja:

1 1 v
2.30 WA = — 1t — iy — —topOkn
( ) Vi 2u(>\)+2a<>\> 2M¢7¢7>\
1

2.31 3= ——[ly3 .
( ) Ku3 7—1—5# 3

— A kompatibilitasi differencial-egyenletek (dual mérlegegyenletek):
(232) E= Egﬂplipgaﬂ- =0 s Dp = €3ur (’}/ﬂ-pay—i-ﬁﬂ-pgﬁ,l,g) =0.

A (229D), 237 és (Z32) mezSegyenleteket ki kell egésziteni a peremfeltételekkel. Mivel az elmozdulasmezsk
nem valtozoéi a dual rendszernek az L,-t alkoté peremiveken a

du .
TrnVmp = d_Sp +T7r€p7r3903 ) s € £u )
(2.33) :
_ dps r
TrRr3 = E ) s€ Ly

alakvaltozasi peremfeltételeket kell el6irni. A képletekben 7, az L peremgorbe érinté egységvektora. Az ismert
mennyiségeket most is kalap jelzi.
Az tn. duél fesziiltségeket a

(2'34) tp) = TnYrp és t3 = Trkr3
képletek értelmezik.

o o
Legyen t, = nxty, és p= n,,ﬁl,3. Legyen tovabba

(2.35) Fols) = / [fp(a)_ip(a)} do, sely.
Py

és

(2.36) H— / (o)~ fi(o) +m, | do . se .
Py

Vegyiik észre, hogy mindkét mennyiség szamithato, ha ismerjiik az £; iven a fp erGfesziiltséget és [ erGparfe-
sziiltséget.

Az
(2.37) F,(s)=Fy(s)+C,, seLly

egyenlet az F, fesziiltségfiiggvényre elSirt peremfeltétel, amelyben a C), integracios allandé. Kimutathato, hogy
a H (s) fesziiltsegfiiggvénnyel kapcsolatos peremfeltétel pedig

(2.38) H () =M (5)+C —e3np [2x(5) — 2 (P)] Cp seLly
alaki, ahol a C tovabbi integracids alland6. Az integracids allandok zérusnak vélaszthatok, ha csak egy £ iv
van.
Legyenek
g telatpy (y+e)(1—-v)

= 7@@ és a= o

(2.39)

5Ezek viszonylag hosszadalmas bemutatasat a késébb ismertetett eredmények jobb attekinthetssége kedvéért vallaltuk fel. Hoz-
zatessziik, hogy a jelen szakasz eredményei (mind a korabbiak, mind pedig a jelen OTKA kutatés keretében elért eredmények) még
nincsenek szakcikkben publikalva.



1j konstansok. Vezessiik be a

1—[2A+([2—U.)82(92 —([2—0.)61(92 —0s
(240) D = —([2—0.)61(92 1—[2A+([2—a)8181 o1
0 —01 —A
és
(2.41) w, = (F1| F2|'H)

jeloléseket. Ha eliminéljuk a (229a),. . .,[232) egyenletekbdl a kozbiilsd valtozokat, azt kapjuk, hogy a keresett
u vektor az

(2.42) Dikuk =0
parcialis differencialegyenletnek koteles eleget tenni.
Az
M
(2.43) @ikuk—i—é(M—Q)ei(Q) =0

differencialegyenlet (a © felett allo M azt jelenti, hogy az M pont koordinatéi szerint derivalunk) teljes sikra
vonatkozo

Ug (M7 Q) =€ (Q)ujk (Mv Q)

megoldéasaban az HU; (M, Q) matrixot elsérendd alapmegolddsnak nevezziik. Meghatéaroztuk az elsérendd alap-
megoldast:

(2.44a) $Uos(M, Q) = %}# {am B In R+ g +ak25(kR)} - T;z’;ﬁ B —i—akzD(kr)} } :
(2.44b) 5a(M, Q) = ~as(M, Q) = £ (~1) s, (g n ft i) ,

(2.44c) $Us3(M, Q) = _2:k2 {iRQ InR— (%-ﬁ-a) —alnR}

ahol

(2.45) E(2) = (Ki(2)—1/2) [z &5 D(2)=Ko(2)+2(Ki(2)—1/z) /.

Meghataroztuk a (2.34)) képletek segitségével az elsérendi alapmegoldasbol adodo t,, (M,) duél fesziiltségvek-
tort. Az eredményt ado

(246) t/-c (Mo) =€ (Q)(ZZR(MO; Q)

képletben T, (M,, Q) a méasodrendd alapmegoldas. Ez az Gsszefliggés az e; = e;(Q) inkompatibilitas hatésara
ébredd t; dudl fesziiltségek szamitasanak formulaja a perem n; = n;(M,) normalisi M, pontjaban. Legyen

1 N (0) g2 p 5
(2.47) Oy =5 [(1=20) = (-1)@25 |+ (-1)Vak? | ( 1-475 | D(R) - ERE(kR)| |
1 (0975 (0) g2 ) 5
(2.48) o= [(1=20)+(-1)W25 | - (-1)Vak? | ( 1-475 | D(kR) ~ ERE(kR)| |
1 1\ R
_ o 2 (= ), 3—kK
(2.49) O3, = (1-2v)R (21nR+4> v + 5
1 (72 g2 2_ .2 2_ .2
(2.50) Vo =5 {T2R2T1 —(—1)P2qk? <1— (—1)<P>2T2R—2’”1> D(kR)Jrak?%kKl(kR)} +
+(—1)(“)%ak2RkK1(kR) :
(2.51) Kp3 = —ak? [R*€(kR)—r2D(kR)] ,

(252) \1113 = \1123 = 7‘17‘20.]€2D(]€R) .



A fenti képletekkel

1
2.53 T(Ms, Q) = ————
( ) kl( Q) 27T(1—V)R2 X
2
—nora®i1 +n1m V1 nare®io —nariWia e _fg) (n2K134+mn1¥13)
2
X | mar1®or+n1raWa  —nyriPog —noraWoy  — 5 fg) (n1Ka3+mn2Wa3)
1 2
n2‘1’31+§n17°17°2 —n1<1>32—§n2r17°2 —(,Hljg)a(”l?“l +mnara)
a masodrendd alapmegoldas.
Az els6rendii alapmegoldas szimmetrikus:
Az els6 és masodrendii alapmegoldas oszlopai kielégitik a
Q Q
(2.55) Dt (Mo, Q) = DT (Mo, Q) =0, M, #@Q
alapegyenletet. A masodrendd alapmegoldasra nézve fennall az
—0Okxs ha @ € A;
(2.56) § T @dsw, =4 b I Q-Q.€L,
Lo O, ha Q ¢ Ai

Osszefiiggeés. (A fenti allitasok lényegében ugyanazok mint ortotrép testek dual rendszerben vett sikfeladata
esetén.)
Vezessiik be a "Dy = Dy /(v +€) jeldlést. Igazoltuk a

(2.57) AI [uk (’Dklﬂl) —ﬁk (/leul)} dAZféo [ulil—ﬁltl} ds.

dual Somigliana identitast. A képlet mindig fennall, ha az ;ftk és Uy kellg rendben differencialhaté az A; tarto-

*

manyon; egyéb tekintetben mindkét fiiggvény tetszéleges lehet. t; és t; az {ktk és ug-hoz tartozo dudl fesziiltség.

A [ZX1) indentitas felhasznalasaval levezettiik belsd tartoményra a harom dual SOMIGLIANA formulat. Az
elsé

(2.58&) uk(Q) = ﬁ ﬂkl(Mo, Q)’t)\(Mo) dsr, —fé fkl(Mo, Q)ul(Mo) dsyr, Qe A;

dual SOMIGLIANA formula szerint, ha ismerjiik az u;(M,) fesziiltségfiiggvényeket (a duél elmozdulasvektort),
valamint a t;(M,) a dudl fesziiltségvektort az £, konttron, akkor kvadrattrak segitségével szamithato az uy, =
= (F1 | F2 | H) rugalmas allapot az A tartomény @ belss pontjaban.

Az L, kontur egy pontjaban vagylagosan frhatok el6 az u;(M,) fesziiltségfliiggvények (a duél elmozdulasvek-
tor), illetve a dual fesziiltségvektor. A masodik

ukl(Mm QO)tl(MO) dsMo _% gkl(]woa Qo)ul(Mo) dSMO 5 Q - Qo €L,
Lo

(2.58b) ckl(Qo)ul(Qo) = f

Lo

duéal SOMIGLIANA formula olyan integréalegyenlet (a direkt modszer integralegyenlete), amely alkalmas a hianyzo
u; (M) vagy t(M,) meghatarozasara. Ezek ismeretében pedig alkalmazhato az els6 dual SOMIGLIANA formula.
A képletben cx)(Qo) = dxa/2 ha sima a peremgorbe a @), pontban. Egyébként az érint6k altal bezart szogtsl
fligg.

MEGJIEGYZES: A (2358D) —ben 4llo két vonalintegralt CAucHY féle fgértékben kell venni.

A harmadik duil SOMIGLIANA formula

(2.58¢) 0 :f Ut (Mo, Q)4 (Ms) dsar, —j{ T (Mo, Q)u(M,) dsyy, Qe A
c c

o o

alaku.



2.8.2. Eredmények. Az eredményeket sorszamozva kozoljiik:
1. Legyen sx = (t11,t12,t21,t22) K =1,....,4. Legyen tovabba m, = (13, u23). Levezettitk a Q belsé pontban
az eréfesziiltségeket és eréparfesziiltségeket adé

(2.59) s (Q) = 7{ Sict(Mo, Q)ty(Mo) dsny, — 7{ Diai(Ma, Quw(Mo)dsnr, , K =1,.. 4
Lo L,
és

(2.59b) m.(Q) = jé M (Mo, Q)t(M,) ds . — j’i Not(Mo, Q) (My) dspr, —

o

- fﬁ (800 (Mo, Q)] (M) ds s, + f{ (Mo, Q) w(Mo) dsnr, . k=12 .

képleteket. A képletekben all6 Ski(Mo,Q), Dri(Ms, @), M(Ms,Q) és Ni(Ms,, Q) szamitasat a [11]

értekezés C. Fliggelékben kozoljiik.
2. Az A, kiilsé tartomanyon a koordinatasik £, zart gorbén kiviil fekvd részét értjilk. A végtelen tavoli pont

fesziiltségi allapotat az

(2.60a) Fi=w(Q) =&t11 —&itia+ci(o0) és Fo =1(Q) = &atar —Eitaa+ca(00)
tovabba a
2 2
(2.60b) H=u3(Q)=tn (OO)%2 —t12(00)&1&2 +t22(00)%1 +c1(00)&2 — c2(00)&1

fesziiltségfliggvények irjak le. Ezek egyben a teljes sikon és annak barmely részén rugalmas allapotot jelentenek.
(A végtelen tavoli pontban szimmetrikus az eréfesziiltségek tenzora és zérus értékiek az eréparfesziiltségek.)

3. Igazoltuk, hogy kiils tartomanyra
@61 w(@ =@+ (M, Qs (M) d, ~ f (Mo, QM) de, QAo
s
(2.61b) c(Qo)ur(Qo) = i (Q) + ﬁ (Mo, QuJ (M) i, ~ ﬁ Ta(Me, QMo dsas,, Q=QuEL,

tovabba

(2.61c) 0= ﬁk(Q)+7{£ Wit (Mo, Q) (M) ds, —ﬁ Tpt(Mo, Quui(Mo) dsnr, ,  QEA;

alakd a harom dual Somigliana formula.
4. Kiilsé tartomany esetén a bels6é pontbeli eréfesziiltségek az

(2.62) sk (Q) :51((00)+f£ Ski1(Mo, Q) (M) dswm, —fﬁ Dgi(Mo, Qui(Mo) ds, K=1,...4

Osszefliggésbsl szamithatok. (Az erSparfesziiltségek képlete nem valtozik, mivel zérus az eréparfesziiltség a

végtelen tavoli pontban.)
5. A peremen ismert az n = (ng,n,) normalis, ismeretesek tovabba a megoldasbdl az F,, F, és H els6rendi
fesziiltségfiiggvények, valamint a dual fesziiltségvektor t;, t, és t. elemei. Megmutattuk, hogy a peremmenti

tra, Loy, tys €S ty, eréfesziiltségek, valamint a i, és p,, er6parfesziiltségek a

I N 0 n, 0 0 0 .
0 N 0 Ny 0 0 tacac
0 0 0 0 ng ny o
1 v 1 1 1 1 v v =
v 1 1 1 1 1 v
nm% —MNy (E+E> —MNy (E_E> Ny (ﬁ_ﬁ) 0 0 Haz
I 0 0 0 0 —SENy e Hyz
dF
ds
dry
M ds
_ | G neFe—nyFy
to
ty
ts

megoldasaként adédnak.
6. Megoldasi algoritmust dolgoztunk ki és program késziilt Fortran 90 nyelven. A program beldvése jelenleg folyik.



2.3.8. Publikdciok. Az eredményeket belss tartoméanyra a [11] értkezés, valamint a belss tartoméanyokkal kapcso-
latos eredményeket bemutato a [12] elsadas, illetve a kiils6 tartomanyokkal kapcsolatos eredményekre vonatkozo
a [13] el6adas emlithets. Rangos folyoiratban torténs kozlés csak eredményes futtatasok utan lehetséges.

2.8.4. Kiegészitd megjegyzés. A fenti azaz a[Z3] szakaszban bemutatott vizsgalatok nem tervezett vizsgalatok,
amelyek azonban szorosan kétédnek az ortotrop testek duél rendszerben tekintett sikfeladataival kapcsolatos
vizsgélatokhoz.

2.4. Peremkontir moédszer dual rendszerben t6bbsz6rdsen 6sszefiiggsé tartomanyra.

2.4.1. A feladat pontos megfogalmazdsa. A peremkontir modszert priméal rendszerben kiilonb6z6 rugalmasséag-
tani feladatokra S. Mukherjee és szerzétarsai dolgoztak kifl Duél rendszerben sikfeladatokra és izotrop testre
a lkalmaslinearis és kvadratikus alakfiiggvények megkonstrualasaval (a modszernek ezen fiiggvények megvélasz-
tasa lényegi lépése) Szirbik dolgozta ki a modszertl]. A cél az eredmények kiterjesztése tobbszorosen sszefliggd
tartomanyra. Részletezve: dual rendszerben, ha a tartomany tobbszorosen Osszefliggs vagy, ha egy zart perem-
gorbén legalabb két terhelt peremiv lelhet6 fel (ezeket olyan peremivek valasztjak el, amelyeken elmozduléasmezs
az el6irt), akkor a direkt modszer integralegyenlete mellett teljesiteni kell az an. kiegészits (egy-egy terhelt pere-
mivre vonatkozo) és nagybani (egy-egy teljes terhelt zart peremgorbére vonatkoz6) kompatibilitasi feltételeket.
A kérdés az, hogy hogyan épithetSk be ezek a feltételek a numerikus megoldés algoritmusaba. A vizsgéalatok
analitikus megfontolasokat igényelnek annak érdekében, hogy megérizziik a peremkontir modszer azon elényét,
hogy nem kell numerikusan integralni a peremelemek felett.

2.4.2. A feladat egyenletei. A jelolésrendszer megegyezik a 2.2. szakaszban alkalmazott jelolésrendszerrel. Ami
pedig az egyenleteket illeti, azok a Hook torvénytdl és az alapmegoldasok matematikai alakjatol eltekintve
ugyancsak megegyeznek a 2.2. szakasz egyenleteivel. Tegyiik fel, hogy bels§ tartoméany a vizsgéalatok targya.
Legyen zart gorbe az L;; peremgorbe — egyszeresen Osszefiiggd tartomany esetén ¢ = 0 és ez az egyetlen
peremgorbe. Ha a gérbe mentén terhelés elSirt (az i-t megel6z6 ¢ erre utal — tractions), akkor fenn kell allnia a

(2.64) / Npleprzerr —Oprps]ds =0
Li;

nagybani kompatibilitasi feltételnek. Tekintsiik az el6z6t6] kiilonb6z6 £ peremgorbe (a tartomany tébbszorosen
Osszefiiggdnek tekintett) Ly, ivét (ezen is terhelés az el8irt). A szakasz kezd6 és végpontjat P ;i 1 és Py, 2 jeloli.
Az ilyen iveken teljesiilnie kell a

Pk .
(2.65) /£ | Npl€prseir —Oprpslds — u,\|Ptj:j =0 1=1,3,

kiegészits kompatibilitasi feltételnek. A macro (kiegészité és nagybani) kompatibilitasi feltételek szama meg-
egyezik a fesziiltségfiiggvényekkel kapcsolatos a (2.8)) peremfeltételekben allo C, integracios allandok szamaval.
(Kimutathato, hogy a kompatibilitdas makro feltételei nem fiiggetlenek, egy elhagyhato, és az integracios allan-
dok koziil is egy zérusnak valaszthato. Ez azt jelenti, hogy annyi egyenlet all rendelkezésre, amennyi az allandok
szama.) Egy tobbszorosen osszefiiggs tartoméanyon tekintett peremértékfeladat feladat megoldasa feltételezi ezen
integracios allandok ismeretét.

2.4.8. Eredmények. Az eredményeket sorszamozzuk.
1. Meghataroztuk analitikusan a dual alapegyenletet (a dual mezSegyenleteket), kielégits

u=[1 0 0], up=[0 0 1],
uy=[m -n 0], uwi = =2mm2 3 knz |,
(2.66) up=[m 0 0], uw=[n —2mn km ],
u4T:[ 0 1 0], ugz[ng 0 km |,
w=[0 m 0], wo=[0 nt km ],

fesziiltsegfliggvényekhez és forgashoz (az els6 6 linearis a teljes 10 linearis és kvadratikus kozelitést tesz
lehet6vé a permelemeken) az elmozdulasokat a peremen (peremiveken) (10 egymastdl kiilonbdzs fiiggvényt).
Ezek birtokaban zart struktiraban irhaték fel a megoldandé egyenletrendszert kiegészité makré kompatibilitasi
feltételek. Ily médon biztositottuk, hogy az ismeretlenszam és egyenletszam azonos legyen.

6A. Nagarjan, E. D. Lutz, and S. Mukherjee: A novel boundary element method for linear elasticity with no numerical integration
for two dimensional and line integrals for three-dimensional problems. Journal of Applied Mechanics, 264(61), (1994), 264-269.

7G. Szeidl and S. Szirbik. Selected Topics in Boundary Integral Formulations for Solids and Fluids: Boundary Contour Method
for Plane Problems in a Dual Formulation with Quadratic Shape Functions, chapter 14. Springer, Wien NewYork, 2002.



2. Médositottuk és kiegészitettilk a megoldas algoritmusat. A nehézséget az okozza, hogy peremelemenként
kell a vonatkozé egyenleteket Gsszeilleszteni. Program késziilt Fortran 90 forrasnyelven, és tobb tesztfeladatot
oldottunk meg.

2.4.4. Példa. Numerikus példaként két darab R = 10 mm sugar( korkivagassal gyengitett kiils6 tartomany esetét
oldottuk, melyet o1 (c0) = 100[MPa], T12(00) = 721(c0) = 022(c0) = 0 médon terheliink. ;= 8-10* MPa, v = 0.3.
A szamitasi eredmények koziil az xo tengelymenti oy, fesziiltségeloszlast mutatja be az abra:

X2
X2 .

Y @
NI/ I A I

6R
6R

30— —

‘ 2
1O Uy

611(®) 011(0) 4

A numerikus eredmények j6 egyezésben vannak irodalmi eredményekkel

2.4.5. Publikdciok. Linearis alakfliggvények alkalmazéasarol a [I4] eladas, kvadratikus alakfliggvényekkel tor-
ténd megoldasrol a [15] eldadas tajekoztat. A kettSt Gsszegezd [15] cikk a JCAM 2008 tavaszi fiizetében jelenik
meg.

2.4.6. Kiegészitd megjegyzés. A fenti azaz a 2.4l szakaszban bemutatott vizsgalatok nem tervezett vizsgalatok,
amelyek azonban szorosan kotédnek az ortotrop testek dual rendszerben tekintett sikfeladataival kapcsolatos
vizsgélatokhoz.

3. KUTATASI PROGRAM HARMADIK TEMAKOR

A kutatasi program vonatkozo szakasza — idézet az alairt szerzG6désbdl. A terhelés hatasara megval-
tozik a szerkezeti elemek rezgéseinek frekvenciaspektruma. Kor illetve korgytrtalaka lemezek a terhelés frek-
venciaspektrumra gyakorolt hatasdnak vizsgalatat terveztiik a kutatasi programban (a peremelemmodszerrel
torténd vizsgalatokat nem terveztiik).

®

(2) e
(3) =ty
(1) =
(5) =

@—n = J—

3. abra. A vizsgalt lemezek és tamaszelrendezések



A vizsgalatok alapdtlete Bickley cikkébdl ered [l Emellett elsssorban Chen és szerstarsai dolgozatai emlithetSk
(a labjegyzet egyet idézﬁ, amelyek megoldasi eljarasa kiilonbozik az ittenitél. A kérdéses Osszefiiggés linearitasat
meglepd moédon Chen és szerzGtarsai sem vették észre.

3.1. A kor és korgyftirtialaka lemezek esetén megoldando feladat. A Kirchoff-féle lemezelmélet keretei
kozott az abran vazolt sajat sikjaban konstans sugariranyt permterhelésnek kitett (korgytrtialaka lemez esetén
mind a belsd, mind pedig a kiils§ peremen azonos a sugariranyu terhelés stirtisége) lemezek esetén meg kivanjuk
hatarozni a feladatok un. Green fiiggvényeit és ezek birtokdban a terhelés hatasat a frekvenciaspektrumra
tengelyszimmetrikus viszonyok feltételezése mellett.

3.1.1. A feladat egyenletei. A vizsgalatokat az (R, ¢, z) hengerkoordinata-rendszerben végezziik: R a sugar, ¢ a
polarszog, a z tengely pedig merdleges a lemez kozépsikjara. Legyen 20 a lemez vastagsaga, f sugariranyd nyomas
a kozépsikban, I; = 8b%/12 a tehetetlenségi nyomaték, E a rugalmassagi modulus, Ei-et az By = E/(1—v?)
Osszefliggés értelmezi, J,, Y, (n=0,1,2) Bessel fiiggvények, p.(R) a z irdnya terhelés Mp, Qg élnyomaték és
élers, Rxés Rp alemez kiilss belss sugara, w(R)=w(p) a z irdnya elmozdulas, A:%—I—% dip differenciéloperator,
v a Poisson tényezs, p= R/Ry és p, = Rp/Rk dimenziomentes valtozo, illetve bels sugar, F = R%ﬁ pedig
dimenziémentes terhelés a lemez sikjaban.
Tengelyszimmetrikus viszonyok kozott

Lo - R4
3.1 AA Aw=—Ep.
(3.1) w+ FAw T E D
alaki a megoldando differenciaegyenlet. A (1)) differencial-egyenlethez befogott perem esetén a
(3.2a) W] 1 ( vagy p=ps) =0 (zérus az elmozdulas) ,
d
(3.2b) d_w =0 (zérus az szogelfordulas)
P lp=1( vagy p=po)

peremfeltételek, gorgével alatdmasztott perem esetén pedig a

(3.3a) W1 ( vagy p=p,) =0 (zérus az elmozdulas)
d? d
(3.3b) _120 +Z (_w) =0 (zérus az Mp nyomaték)
dp p \dp p=1( vagy p=po)
peremfeltételek tarsulnak. A Vi élerd (nyirders) az
R3 d « dw
3.4 K Vp=—Aw+F—
(3-4) hE BT,

Osszefiiggésbdl adodik.

Tegyiik fel, hogy a £ sugart koron (€ € [0,1] dimenzidmentes koordinata) konstans megoszlo terhelés miikodik,
és a terhelésnek egységnyi az eredGje. Jelolje a fenti terheléshez tartozo lehajlasfiiggvenyt G(p, €). Vegyiik észre,
hogy amint azt az argumentunok kiirasa is jelzi, a lehajlasfiiggvény nemcsak a p-t6l hanem az &£-t6l is fiigg. Ez
a G(p, &) fiiggvény az un. Green fliggvény.

3.1.2. Eredmények. Az eredményeket most is sorszamozva kozoljiik:

1. Mind a hat megtamasztasi esetre meghataroztuk a vonatkozé peremértékfeladat Green fiiggvényét. Itt példa-
ként csak a 2 és 5 jelli megtamasztasok esetére kozoljiik a Green fliggvényt adé képleteket.
A 2 jelli megtamasztas esetén

1 e MVFYF) (0 (P -V - (VFR)
2fr 2 ﬁ[(l—y)Jl(ﬁ)_ﬁJO(ﬁ)}
| TVERWTF [(1-0) Vi (VF) VR (V)| (V)
VF2 [(1—V)J1(\/]—:)_\/]—:J0(ﬁ)}

(3.5a)  G(p,§)

p<¢§

8Bickley, W. G.: Deflexions and vibrations of a circular elastic plate under tension, Phil. Mag., S.7., 15(100), (1933), 777-797.
9 Lien-When Chen, Ji-Liang Dong: Vibrations of an initially stressed transversely isotropic circular thick plate. International
Journal of Mechanical Sciences, 26(4), (1984), 253-263.



WVE I (Ve (1=1) (VP = h(VFp) (V)
2 VF [(1=0)h(VF) - VFI(VF)|
+7T\/?Jo(ﬁp) ((1—u)Y1(x/?)—\/?Yo(\/?)) Jo(VFE) }
W [(1-1)h(VF) —VEI (V)|

(3.5b) G(p,€) = 2]% {mp—

p>¢§

alaka a Green fliggvény.
Vezessiik be az egyszeriibb irasmoéd kedvéért a

Joo = Jo(VFo),  Jor = Jo(V/3)

3.6a
(3.6 Yoo = Yo(\/ps) » Yor = Yo(V/3),
valamint a
(3.6b) Jio = J1(V/Fow) Ji=h(3F),
- Yio = Yi(v/Spo), Vi =Y1(V3)

jeloléseket. Legyen tovabba

(3.7)  Gns=—v3pt n(py) (Y1 Joo — J11Yo0) + po In(pp) (Yi1J10 — J11Y10) (1 — )+ p2 (Yor Joo — Jo1 Yoo)

1 1-v 4
—I—ﬁ(YuJoo—JllYoo)(l—V)-i-(—\/@)pb(YloJm _J10Y01)+7T_3(1_V) .
A bevezetett jelolésekkel az 5 jelli megtamasztasra
(3.8a)
1
G 1 Yi1Joo—J11Yoo) — pp In(€) 1 Yi1Ji0—J11Y10)(1—
(Paf) 27rfG { \/_Pb Il p )( 11400 11 00) Pb n(f) H(p )( 11J10 11 10)( V)
T

+ 5\/_pb In(py) (Yo, Joo — JopYoo) Yoe J11 — Joe Y11) — 5P In(ps) (YopJ10 — JopY10) (Yoe J11 — JoeY11) (1 —v)

1—v
+ ( 73 )Pb 1n(pb)(Y01J10—J01Y10)—111(p )(Yongo—Jongo)—ln(s ) (Yo, J10 = Jo,Y10)
+pi[— 1D(p )(Y01J00—J01Y00)+1n(p )(Yogjoo—JosYoo)-i-ln(; ) (YopJoo — JopYoo0)]

1—v
+ ( \/§) [In(€)(Y11Joo — J11Yo0) +1n(§) (Yo, J11 — Jo,Y11) +1n(p) (Yoe Ji1 — JoeY11)]

1
+§(1—V)[—(Y01J00—J01Y()0)+(Y(J5JOO—JogY00)+(YOpJoo—JOpYoo)
— (YoeJor — JoeYo1) — (YopJo1 — JopYo1) — (Yoe Jop — Joc Yo,)]

Tl—v
s [(Yo,Joo — JopY00) (YoeJ11 — JoeY11) — po (Yo Jor — Joe Yo1) (Yo, J10 — JopY10)]

T 2
—§P127(YOpJoo—J0pY00)(Y05J01—J05Y01)+7T—gln(%)(1—v))} p<¢



(3.8b)

619.6) = 5+ g { (VR W) () Vit T — iYoo) () 10 ) Vi T — T ¥ia) 1)
7Tf Gns p Pb
™
+ B \/%pb In(pp)(Yoe Joo — Joe Yoo) (YopJ11 — JopY11) — 5P In(py) (Yoe J10 — JoeY10) (Yo, J11 — JopY11) (1 —v)
+ 1-v) Py |In(—= ¢ ) (Yo1J10 — Jo1Y10) — In(—= ¢ ) (YopJ10 — JOpr)—lﬂ( ) (YoeJ10 — JoeY10)
VS Pb Pb Pb

+pp[— 1n(%)(Y01 Joo — Jo1Yo0) Jrln(p6 )(YopJoo — JopYoo) + 1H(p )(Yoe Joo — Jog Yoo )]

+ 1-v) [In(p)(Y11Joo — J11Y00) +In(p) (Yoe J11 — Jog Y11) +In(§) (Yo, J11 — JopY11)]

V3
+ % (1= v)[=(Yo1Joo — Jo1Yoo0) + (Yoe Joo — Joe Yoo ) + (Yo, Joo — Jo,Y00)
— (YoeJor — JoeYo1) — (Yo, Jo1 — Jop,Yo1) — (YopJoe — Jo,Yoe )]
;T 1\/— [(Yoe Joo — JoeYoo) (YopJ11 — JopY11) — oo (YopJo1r — JopYo1) (Yoe J10 — Joe Y10)]
—§p§(Y05JOO — JoeYoo0) (YopJor — JopYo1) + % 1n(§)(1 - V))} p>¢€

a Green fliggvény alakja.
Kovetkezik a Green fliggvény értelmezésébdl, hogy a Green fiiggvény ismertetében a p.(p) terhelés altal
okozott lehajlas a

1
(3.9) W(p) = 20 R / Glp, E)p-(€) € de

képletbsl szamithaté.
2. Ha rezgéseket végez a sajat sikjaban terhelt lemez, akkor p, helyére a tehetetlenségi erérendszer —gw' sG-

rliségvektorat — v a fajsaly és a lemez vastagsaganak szorzata, g a nehézségi gyorsulas — kell irni a (B
differencialegyenletben. lly médon kapjuk, hogy

(3.10) AAwt FAw+ L T g
' LE g

ahol w a hely és idé fiiggvénye. Allshullam alaki megoldast keresve legyen

w=W(R,p) cosat =W (x,y) cosat,

ahol W a rezgésamplitudé, a pedig a rezgések sajatfrekvenciaja. Visszahelyettesités utan a kozismert médon
adédik a W amplitadé fliggvényre vonatkozd

d 1d d 14
3.11 —+-— += W+FW Lot W,
(8.11) <dp2 pdp) [(dp dp) IlElg
differencial-egyenlet.
Legyen
(312) IR )= W)
: =y LB y(p) =vpW(p) -
Legyen tovabba
G(p,
(3.13) 6(p.) = 2r/pLLE) /gy
Kimutattuk, hogy az y(p) fiiggvény a
1
(3.14) wo)=A [ Glp.coue)de
0

homogeén Fredholm féle szimmetrikus magi integralegyenletnek koteles eleget tenni. A fenti homogén integ-
ralegyenlet A sajatértékei az F fiiggvényei. A homogén Fredholm féle szimmetrikus magi integralegyenlet-
tel meghatérozott sajatértékfeladatot a numerikus megoldas érdekében algebrai sajatértékfeladatra vezettiik
vissza. Program késziilt Fortran 90 forrasnyelven. Numerikus megoldasra az 1, 2, 3 és 6 megtamasztasok estén
keriilt eddig sor. Az 5 és 6 jelii esegtekben a megoldas a py-nek is fliggvénye. Ezért itt csak az elsé két esetre



és az utolsé esetre vonatkoz6 megoldast kozoljik. A képletekben Fi mindig ez elsé kritikus terheléshez, A;
pedig az els6 sajatfrekvencia négyzetéhez tartozik.
Az 1 jelli megtamasztas. A numerikus eredmények szerint

A F F\? F
3.15 — =0.9998 -0.9712— —0.0285 | — ~ 1.000—-1.000—, F<F;.
(8.15) Ay Fi (7:1> Fi =7t

A 2 jelli megtamasztas esetén pedig

A F
3.16 — =1.000—1.000—, F<Fy.
A kapott fliggvények elsS esetben j6 kozelitéssel, a masodik esetben pontosan egyenest adnak. Az 5 jeli
megtamasztasnal kozelitéleg linearis a vonatkzé fliggvény a benne szerepls paraméterek azonban p,, fliggvényei.
A 6 jelli megtamasztas estén az eredmény megegyezik a (B16) képlettel. Itt a p,-tdl valé fiiggés csak az A
és Fi-en keresztiil jelenik meg.

3.1.3. Publikdcick. Az eredményeket az 1, 2, 3 és 6 jeld esetre a [I7] konferenciael6adas tartalmazza, ami
megjelent CD-n teljes terjedelemben. Magyarnyelvd cikk a Gép cimi folydiratban az elsé két esetre kozli az
eredményeket [I8].

3.1.4. Kiegészitd megjegyzés. A fenti azaz a[3.1] szakaszban bemutatott vizsgalatok mind tervezett vizsgalatok.

3.2. A direkt modszer integralegyenletei sajat sikjaban terhelt lemezre. Ha konstans a lemez sajat
sikjaban mwkods terhelésbdl a fesziiltségi allapot, akkor peremelem modszer is kidolgozhatod a terhelés (ezt
tovabbra is egyparaméteresnek vessziik) és a sajatrezgések kozotti kapesolat tisztazasara. Ezen megkozelitésnek
az az elénye, hogy a kapott kettds integralegyenlet fiiggetlen a tekintett tartomény alakjatol és nem kikotés a
tengelyszimmetria, ha kor, illetve korgytrdalaka lemez a vizsgalat targya. Az £ =L, ULy UL3 UL UL5 gbrbe
az ST tartomany kontirja. Az n a toréspontok szama a peremen (most 5).

T A
A=As Ly 2
4. abra. A vizsgalt nem sima peremi tartomanye

Az egyenleteket részben az (z1,x2) sikbeli gorbevonala koordinatarendszerben vegyes indexes irasmodban,
illetve konkrét esetekben a sikbeli kartéziuszi (z,y) koordinatrendszerben tekintjiik. A kovarians derivalast két
rovid parhuzamos egyenes utan allé indexkettGs jeloli. A 3 jelii koordinata egybeesik a z koordinataval. w = w3
a kozépfeliilet elmozdulasa, ¢g®? a kontravarians metrikus tenzor, M*? az élnyomatékok tenzora, bap = W3 ||ap
a gorbiileti tenzor, N*# = — fg*# a sikbeli élerék tenzora, b> = p. a lemez kizépsikjara meréleges teher, n, a
kiils6 normalis, tg az érintSirdnyt egységvektor (ebben a szakaszban tehat nem fesziiltségvektor). A bevezetett
jelolésekkel

1—v
(3.17) M = =11 Fy (VgaAg#uT [9%9M+9M9W> w3 [uy = —TLE g™ ws ) ,4n

az anyagegyenlet homogén izotrop testre. Az

(3.18) MeP

o T0asN+b> =0

differencidlegyenlet a statikai feladat differencidlegyenlete, amelyet természetszertien ki kell egésziteni az anyag-
egyenlettel és a peremfeltételekkel.



3.3. Eredmények. Az eredményeket ismét sorszamozva kozoljiik:

1. Legyen us legalabb négyszer folytonosan derivalhat6 skalarmzé az S tartomanyon. Igazoltuk, hogy

(3.19) /S+ (Maﬁag — fg*ws \\aﬁ) ugdA =
—IlEl/S u3|ag9 ﬁwwsuwdAﬂLf/ w3 atiz || dA+
d
+7{ {W’Mﬁa s ("aMaﬁtﬁ)—f”ﬁgﬁawmla} o s
L

dU3 -
— @ ngM*Png=—2ds— Na M“Ptgus| 1
ﬁ « ﬁdn ; « pU3

A fenti képlet kovetkezménye a sajat sikjaban terhelt lemezzel kapcsolatos SOMIGLIANA identitas (a 3 indexet
mindeniitt elhagytuk):

(3.20) /A (M p0) = £4™0 s ) wdA~ /A (M2 ) = 197 o) w A =
d
:]{ﬁ [nﬁMﬁna( )+d_s (naM*F(w)tg) —fnﬁgﬁo‘wna] uds—
—fﬁ { Mﬁﬁ‘a( )—I—dis (naMO‘ﬁ(u)tﬁ) —fnﬁgﬁo‘ua} wds—
. du . dw
—ﬁnaM B (w)n d—ds+7§naM O (g S ds—

—Zn M"‘B Ytau

Hl—l—Zn M (u)tgw| i

2. Kartéziuszi koordinatarendszerben az
Il ElAAw3 + fA’wg = b3

alakban irhaté fel a (B318) egyenlet. A

M M M
(3.21) LEIAAUN(M, Q)+ fAU(M, Q) = (M — Q)

differencialegyenlet megoldasat alapmegoldasnak nevezziik. Legyen

f
3.22 k= .
( ) Il El
Ezzel a jeldléssel
1 1 1
(323) []0(]\47 Q) = ﬁ %IHT—ZYO(ICT)

a nulladik alapmegoldas, ahol az r a két pont tavolsaga (korabban is igy jeloltiik), Yo(kr) pedig Bessel
fliggvény. Legyen 1v.(Q) a @ pontbeli ds vonalelem normalisa. A Q-bdl az M pontba mutaté rgas vektor
koordinatait pedig jeldlje rendre 7, =11 és ry =715. A

1 dr

(3:24) (M, Q) = VN%NU(Ma Q)= % (@ + %Yl(]ﬂ”)) I

skalar az an els6 alapmegoldas (fizikailag szdgelfordulas).



3. Legyen bels6 pont a Q). Ha us helyére Uy (M, Q)-t gondolunk és kizarjuk a tartomanybél a ) pont € sugari
kornyezetét, akkor az € — 0 hataratmenet utan megkapjuk az els6 Somigliana képletkettss koziil az elsét:

)dSM -

325) w@- {naMaﬁﬁ (M) - [0 (w(M,) 5] — Frag™ 5 (M >}
—f |:na ||ﬁ(U0(MO;Q))+di (naMaﬁ(UO(MOaQ))tﬁ) fnag U0||B MO’Q

o(M,

:| ’LU dSM

—7{ naM“ﬁ(w(Mo))ngwds—i-j{ na M*? (Us(M,, Q))ngs ( )45
L L

on

—ZnM“f’ Uo7+ 1B (U (Mo Q) / oM, Q)p=(M)dSu Qe S*
S

=1
Megjegyezziik, hogy a négy kékkel szedett mennyiség koziil ketts ismert a peremfeltételekbsl. Ha masodszorra
us helyére Uy (M, Q)-t, és w(M, )helyére a w(M,) —w(Q) kiilénbséget gondoljuk (ez megengedett, mert w(Q)
derivaltjai eltiinnek), akkor a fenti képletre vezets gondolatmenettel az elsé Somigliana képletkettés koziil

megkapjuk a masodikat:

326 20D f Lo O+ 3 10 (M) 9] = a0 U (0 Qs -

v
_f |:no¢M ||ﬁ(U1(JZ\4ouQ))+i (naMaB(Ul(MmQ))tﬁ) fnagaBU1||ﬁ(M07Q):| (w(MO)_w(Q))dSMo
o Uy (M,, Q) o Ow(M,)
- jéﬁ oM (M) g B st § MU (M, Qoy 5 s, ~
1+1

—Zn M (w)tsUs (Mo, Q)| ”l+z oM (UL (Mo, Q))ta(w(Mo) ~w(@Q))];
+ /S X U (M, Q)p-(M)dSy Qe St

4. Legyen sima perempont a Q = Q,. Kimutathaté, hogy fennall a masodik dual SOMIGLIANA képletkettSs. Az

els6 egyenlet

@an) 200 = f L b, )+ 5 (a0 (w0L)) 5] = Frag1a(0) b U0, Qo)

2
MU0 @u)) 5 (1M (U0l Q))t5) = Fra® VoMo Qo) w0,
o OUs(Mo, Qo) o Ow(Mo,)
= b oMy TSI s f M VoM, Qo) T s,

z 1 i+1
—ZnMﬁ UM, Q1™ 43 me M UMy, Qu)ts] ¢ + [ UOLQup.(0aSy Quet
S

i=1
alaka. Megjegyezziik, hogy a négy kékkel szedett mennyiség koziil kettd ismert a peremfeltételekbdl. Ha
masodszorra ug helyére Uy (M, Q)-t, és helyére a w(M,) —w(Q,) kiilonbséget gondoljuk, akkor a fenti képletre
vezet6 gondolatmenettel az elsé Somigliana képletkettés koziil megkapjuk a masodikat:

328) 20— f LM L)+ 51 (2021 (WO)) 5] — Frag (01 | 01 (Mo Qu)dsa, -

—ﬁ |:TLQM ||5(U1(MO7Q )) (;:1 (naMaﬁ(Ul(MoaQo))tﬁ)_fnagaﬁU1||ﬁ(M0aQo):| (w(Mo)_w(Qo))dSMo

oU.(M,, Q, ow(M,
- 7{ a0 (01, P2 L)y 0 b 0301, Qs P s~
L n L n

_anaﬁ U1 (s Q)] 43 1M (U (M, Q) M)~ w(Qu)) [ +

i=1

+ / UL (M, Q,)p-(M)dSy Qe S*
S+



Mivel a peremen a peremfeltételekbdl a
w(M,)
ow(M,)

on
Mn(Qo) = naMaB (w(MO))nﬁ

Va(Qe) = ma Ml (w(Mo) + <
négyesbdl csak kettd ismert a (B.27)) és (B.28)) integralegyenlet kett8s alkalmas a peremen hianyzé mennyiségek
meghatarozasara. Ha mind a négy mennyiség ismert a peremen, akkor a w elmozdulasmezé a (3:25) egyenletbdl
szamithato.

5. Ha rezgd lemezt tételezve fel w helyére W (z, y) sin at-t, p.. helyére pedig a tehetetlenségi errendszer siirliségét
irjuk, akkor a (B:27)) és (B:28) integralegyenlet kett8sbél megkapjuk azt a sajatértékfeladatot, amely alkalmas
az [ paraméter rezgésekre gyakorolt hatasanak tisztazasara.

[na M (w(Mo)) ts] — frag™w)s(M,)

3.3.1. Publikdcick. Az eddigi eredményeket a [I9] és [20] konferenciael6adéson mutattuk be. A megoldasi algo-
ritmus kidolgozasa és a numerikus implementéacié azonban még sok munkat igényel.

3.3.2. Kiegészitd megjegyzés. A fenti azaz aB2 szakaszban bemutatott vizsgalatok nem tervezett vizsgalatok.

4. KUTATASI PROGRAM HARMADIK TEMAKOR

Idézet a kutatasi program vonatkozo szakaszabol — az alairt szerzdésbdl. A lehetdségekkel 6sszhang-

P

ban tervezziik mikropolaris anyagi héjak esetén a linearis héjelméletek egyenleteinek elGallitasat a haAromméretd
feladat egyenleteinak alkalmas sorfejtésével.

4.0.3. Eredmények. Ezek a vizsgélatok csak kezdeti allapotban vannak. Ennek egyrészt a nem tervezett, de a
tervezetthez szorosan kotdds és eredményeket felmutatod vizsgalatok munkaigénye, méasrészt a témakor feltételes
volta (a lehetGségekkel dsszhangban kifejezésre utalunk) az oka.
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