220 t sulyt, 6 lépesos rakétakat kivan felhasznalni.
Az 500t anyag felszallitdsa 300 alkalommal, a szamitdsok
szerint 500 millié6 dollarba keriilne. (Osszehasonlitdsul
megemlitjiikk, hogy a Vanguard-terv osszkoltsége
21—28 millié dollar.)

Legtjabban a Nemzetkizi Asztronautikai Szovetség
VII. rémai kongresszusan foglalkoztak ‘egy fantasztikus
amerikai tervvel is, mely méreteit tekintve, minden
eddigit felulmul. A ,,Meteor” nevii {irvaros hossza 1 km,
atmérdje 325 m lenne.

De a rémai kongresszus résztvevéit elsGsorban
mégis az NGE megvalésulis el6tt allo szatellitai
érdekelték. Csak ezek sikeres miikodése esetén,
sok atmeneti forma kozbeiktatasdaval keriilhet sor
a szatelloidok, firdllomasok stb. fellovésére. A
tovabbi fejlédés szempontjabdl éridsi jelentéséeti,
hogy a nemzetkozi egyiittmiikodés ezen a téren
az utébbi maésfél esztenddben jelentGsen meg-
szilardult. A mar emlitett barcelonai megegye-
zésen kiviil ennek egyik eredménye volt, hogy a
Szovjet Tudomanyos Akadémia Csillagaszati Ta-
nacsa mellett miikédd 26 tagh Asztronautikai
Bizottsagot teljes jogt tagként felvették a Nemzet-
kozi Asztronautikai Szévetségbe, és Szedov akadémi-
kust a rémai kongresszus 400 résztvevdje a
Szovetség alelnokévé valasztotta. A nagyhata]-
mak és az egész tudomanyos vilag egyiittes erd-
feszitése a Nemzetkozi Geofizikai Ev mester-
séges holdjaival az f{irhajézas békés korszakat
nyithatja meg az emberiség el6tt.
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A kvantumfizika elemei II.

II. Az allapotfiiggvény
Az allapotegyenlet

Az I. részben megismerkedtiink a fizikai
mennyiségek kvantummechanikai targyaldsinak
moédjaval. A klasszikus fizika e mennyiségek le-
irasara folytonos fiiggvényeket hasznalt, a kvan-
tumfizika azonban operatorokkal dolgomk Bér-
melyik fizikai mennyiséghez egy A operatort
‘rendeliink, ez valamilyen fiiggvényre alkalmazva
azt mas fiiggvénybe viszi at.

Ap=g¢'.

Elofordul hogy az 1gy kapott ¢ fuggveny a p-nek
allandészorosa : ¢’ = a @, tehat

Ap=agp.

Az ilyen a szamot az A operitor sajatértékének
nevezziik. A kvantumfizika alapfeltevése az, hogy
egy fizikai rendszernél egy mennyiség (pl. energia)
mérése nem vezethet mdas eredményre, mint a
megfelel6 A operator valamelyik « sajatértékére.
Ki tudjuk szdmitani mindazon értékeket, amelye-
ket egy fizikai mennyiség egyaltalan felvehet. Az
operatorkalkulus lehet6vé tette, hogy egységes
elméleti magyarazatot adjunk a kisérleti fizika
kiilonboz6 teriiletein fellépd kvantumos jelen-
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ségekre. Az atom- és molekulaszinképek magyara- -
zatanal a kvantummechanika atiit6 sikert aratott.

Felmeriil a kérdés, hogy az I. részben leirt
eredmények teljes mértékben . kielégithetnek-e
benniinket? ‘Ezt nem mondhatjuk. TIsmerjiik
azokat a tijrvényeket amelyek lehet6vé teszik
egy fizikai mennyiség lehetséges értékeinek Kki-
szamitasat. Nem tudjuk azonban az eddigiek
alapjan azt megmondani, hogy mikor melyik
értéket kapjuk ezek koziil egy elvégzett mérés
eredményekent

Mi valasztja ki azt a sajatértéket, amely
példaul egy hidrogénatomnal adott pillanatban el-
végzett energiamérés eredményeként kiad6dik ?

Hogy egy operatornak egy fiiggvényre vald
hatdsa melyik sajatértékkel valé szorzasban
nyilvanul meg, attél fiigg, hogy az operatort a
sajatfuggvények koziill melyikre alkalmazzuk. Ez
kézenfekvOvé teszi azt a gondolatot, hogy az atom
(vagy mas fizikai rendszer) dllapotat azzal a fligg-
vénnyel jellemezziik, amelyekre az operatorok
hatnak. Ezt nevezziik dllapotfiigguénynek. Ha
példaul a hidrogénatom pillanatnyi allapotat
leiré y fiiggvény a legalsé energiaszinthez tartozik,

T ) 0

472 m 62

p=go=Ade 'l

akkor meg tudjuk mondani, hogy az atom alap-



allapotdban mekkora az energia vagy impulzus-
momentum értéke, hiszen

2
€ , .
Hy = — — vy, tehat az energia
ro
e

= =135e¥; (xpy —ypx) ¥ =0,
270 .

tehat az impulzusmomentum zérus.

Ha a p» = g, dllapotban megmérjiik ezeket a meny-
nyiségeket, a sok sajatérték kozil éppen ezek
adédnak mérési eredményként. A kvantumfizika
elméleti alapjat tehat a

fizikai mennyiség —  operdtor
fizikai dallapot —  dllapotfiggvény

matematikai hozzarendelés képezi.

A kovetkezOkben vélaszolnunk kell arra a
kérdésre, hogy miként lehet meghatdrozni a
vizsgalt rendszer y allapotfiiggvényét.

Egy test mozgasallapotat a klasszikus mecha-
nikaban a sebesség hatdrozza meg. Ha ezt egy
pillanatban ismer]uk a jovobeli allapotot a
Newton-féle mozgastorvény alapjan ki tud]uk
szamitani. Ugyanis .

dv

— 2

g (1) (2)

(F a haté erd), tehat »(t) ismeretében a késSbbi
v(t + dt) igy adédik :

v(t + dt) = v(t) —+— (—i—th =o(t) + L3 F(t)dt
dt m

Hasonlé a helyzet az elektromédgneses tér esetében.

A Maxwell-egyenletek értelmében az elektromos

(mégneses) tér id6beli valtozasdnak el6idéz6i a
magneses (elektromos) tér orvényei.

oH

=

= — = —croth .

ot ot

A téregyenletek lehetévé teszik azt, hogy a tér ¢
pillanatban kialakult allapotabdl a késébbi ¢ - dt
pillanatbankialakulé allapotrakovetkeztethessiink.

E(t + dt) = E')(t) + cdi rot f_l)(l) :
- 5 3
H(t + dt) = H(t) — cdt rot K(t) .

A példéak kijelolik az utat, amelyen haladnunk
kell. Sziikség van a y allapotfiiggvény iddbeli
valtozasat megszabd torvény ismeretére. Azt
varjuk ettol, hogy -t egy t pillanatban ismerve
oy /ot értékét kiszamithassuk és igy adott kezdeti
allapotbdl kiindulva az elektron (vagy mas kvan-
tummechanikai rendszer) késébbi allapotaira, az
allapot véltozdsira, az atom mozgdsira kovet-
keztethessiink :

p(t + dt) = y(t) + %dt.

Eddigi vizsgalatainkban az id6 mint fizikai
mennyiség nem szerepelt. Hogy az idébeli allapot-
valtozas torvényeivel megismerkedjiink, a hely-
koordinatak operatorai utan foglalkoznunk kell
az id6hoz tartozo operatorral is. Az eljaras menete
kézenfekvd. Mar a klasszikus fizikdban is ismeretes
volt, hogy a helykoordinatdk és az impulzus
Osszefiiggéséhez hasonlé kapesolatban az energia
(—1-szerese) all az id6vel. Ezért a kvantum-
mechanika (I. 15) alatt megismert alaptorvényét
kiegészitjiik a t idGoperator és az E energiaopera-
tor kozt fennall6 Heisenberg-féle feleserélési tor-
vénnyel :

Bl (3)
27
I\onnyen talalhatunk olyan operatorokat, 'amelyek
a (3) felcserélési torvényt kielégitik. p és x min-
tajara

t operdtora legyen a t idéparaméterrel valé

szorzas: t = ¢.,
E operatora, legyen a -t szerinti derlvalas
/ b
th|2 m-szerese : E = : —8— : (4)
27 ot

Tisztaztuk az idének mint fizikai mennyiségnek
operator-tulajdonsdgait. Ennek kapesan az energia-
operator uj alakjara jutottunk. Egy masik, koordi-'
natikkal kifejezett alakot (mely a kinetikus és
potencialis energia Osszegeként addédott) (I. 26)
alatt mar megismertiink. Matematikailag elképzel-
het$ volna, hogy az energiaoperator H és E alakja
bizonyos fiiggvényre alkalmazva kiilonb6zé ered-
ményre vezessen. Fizikailag azonban ez elképzel-
hetetlen : egy atom energidja fizikai jelentéssel
biré fogalom, ezért fizikai szerepe csak az olyan
y figgvényeknek lehet, amelyekre a két operator-
nak azonos hatasa van:

Ey=Hy, (5)
azaz (4) és (1. 26) alapjan részletezve
thoy W [y o'y Ry i
o ot 8n2m |92  9y*  02%
+ Viz,y,2)y. (6)

Az (b) egyértelmiiségi kovetelmény tehat egy par-
cialis differencidlegyenletre vezetett, amely lehetd-
vé teszi az allapotfiiggvény idébeli valtozasanak
figyelemmel kisérését. A (6) egyenletet dllapot-
egyenletnek nevezzitk. Az egyenlet olyan szere-
pet tolt be az atomok, elektronok mozgasanak
kvantummechanikai leirdsanal, amilyent a (2)
Newton-féle mozgastorvény a klasszikus mecha-
nikédban. Az egyenletet el6szor Erwin Schrodinger
allitotta fel 1926-ban, hullimoptikai analégidk

-alapjan. Ez a gondolatmenet Novobdtzky Kdarolytdl

szarmazik.
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Amikor az elektron az atom valamelyik £
energiaszintjén (pl. alapallapotban) tartézkodik,
a teljes allapotfiiggvénye ilyen alak :

27 i

Y@,y 20 =@ y,2e 1. (7)

p az (I. 27) sajatértékegyenlet &ltal meg-
hatérozott energiasajatfiiggvény. Egyszerti be-
helyettesités és (1. 27) figyelembevétele meggyo6z
arrél, hogy a (7) 4llapotfiiggvény megoldasa a (6)
allapotegyenletnek. (7) az energia E és H operato-
ranak egyarant E sajatértékhez tartozé sajat-
figgvénye és a t id6 multaval allandéan sajat-
fiiggvény marad. A (7) megoldas szerint az atom
tartésan az F energiaszinten marad : barmikor
végziink el energiamérést, mindig éppen ezen ki-
valasztott B értékre jutunk.

Megvaltozik a helyzet, ha az atomot kiilsé be-
hatas éri, példdul fény vildgitja meg. A fény-
hulldmot valamilyen fﬁt) =a sin 27nv(t—x/c)
alakt. vektorpotencial irja le. Ilyenkor a V”
potencidlis energiadban az atommag Coulomb-

terét leir6 U = e/r skalarpotencial mellett a
vektorpotencial is szerepel :
v’ U= p = B Rl i )
= — eV o= e R

Ez azt eredményezi, hogy a hidrogénatom (26,30)-
ban megadott H energiaoperatora kiboviil a fény-
hulldm és atomielektron kolesonhatdsat leird taggal:

o5
—p A(t). (9)
Az 4
1h oy gt
e 0L R (U 10
. [ = ()]w (10)

allapotegyenletnek (7) mar nem megoldisa. Ez
azt jelenti, hogy az atom nem marad az ¥ energia-
szinten, hanem a beesé fényhullam hatasara meg-
valtoztatja allapotat, més energiaszintre megy at.
Az allapotegyenlet ilyen médon leirja az atom
gerjesztédésének folyamatat. (10)-et megoldva ki-
szamithatjuk pl. azt, hogy a kezddpillanatban
adott energiaszintrél (pl. alapallapotbél) kiindulo
atom ¢ id6 elteltével milyen allapotba keriil, ha
adott intenzitasi és rezgésszami fénysugarral
vilagitjuk meg. Ezaltal el6relathatjuk a meg-
vilagitas végén elvégzett energiamérés ered-
ményét is. Az allapotegyenlet tehat igy, az atom-
fizikdnak megfelelé médon irja le az atomok
allapotanak id6beli valtozasat, altalanos értelem-
ben vett mozgéasat.

A megmaradasi tétel

A (6) allapotegyenlet altal meghatdrozott
y(z, y, 2z, t) allapotfiggvény adott ¢ pillanatban
kiilonb6z6 helyeken kiilonféle értékeket vesz fel,
akarcsak a térerdsség-komponensek az elektro-
magneses térben. Mégsem szabad azt gondolnunk,
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hogy 4 valamilyen | térmennyiség” szerepét

jatssza, amelyet pontrél pontra kimérhetiink. Ezt

elsGsorban p komplex jellege mutatja (lasd az

allapotegyenletben szerepelG ¢-t). Mint alabb latni

fogjuk, bizonyos y-bdl leszarmaztatott kifejezések-

nek mégis elég szemléletes fizikai jelentése van.
A

8y ik (3*y By Py
ot 47 m | ox? oy> 022
27y

allapotegyenlet egy w = w + v alaki komplex
kifejezés zérus voltat fejezi ki, kovetkezésképp
zérus ennek komplex konjugaltja, w* = u — w
is. Tehat

op* _ ih (0o%p*

a2 w* 62 w*
= i
o 47w m | Ox?

+
oy> 022

—{—?V(x,?,z)y)*. (12)

Szorozzuk meg a (11) egyenletet y*-gal, (12)-t
y-vel és adjuk Gket Gssze. A szorzat differencialasi
képletét felhasznalva kapjuk :

§Q+a7x+_a7_y+i73=0’
ot ox oy 0z

azaz 5 i
@ +Ldiv) =0, (13)
ot
ahol
. ih (oy* 9
e=v*y, ji= Lw—tp*—w] sth. (14)
4wm | ox ox

Ez olyan egyenlet, ami valamilyen mennyiség
megmaraddsat irja le. (Hasonlé egyenlet irja le az
daramldstanban a témeg, az elektromossédgtanban a
toltés megmaradasat.) Integraljuk (13)-at vala-
milyen 7 térfogatra. (F ennek hatarfeliilete.)
A vektorszamitas Gauss-tételét felhasznalva kap-

juk :
defia T dF
_—— == A
% Jee= {7
x F

Lathaté médon (edr valamilyen entitds 7 tér-

(15)

fogatban lev6 mennyiségét jelenti. Ez csak akkor
csokken, ha a hatarfelileten 4t j slirfiségli ki-
aramlas torténik. Ha a 7 térfogatot az egész térre
kiterjesztjitk, pnek a végtelenben valé eltiinése
miatt (lasd pl. az (1) alakot) j a hatarfeliileten

zérus, ezért

J o dt = const. (16)

=

Az allapotegyenletbdl levezetett (13) egyenletet
valamiféle értelemben most is az anyagra vonat-
kozé megmaradasi tételnek tekinthetjiik. Schré-
dinger eredeti feltevése szerint o az elektron tér-



fogategységben levé ,anyagmennyiségét” (mond-
juk tomeg- vagy toltésmennyiségét), j pedig az
1 em? feliileten idGegység alatt atdramlé anyag-

mennyiséget jelenti. j‘gdr az elektron teljes anyag-

mennyisége, ez (16)mszerint alland6, amint annak
lennie is kell. Ha az elektron teljes anyagmennyisé-
gét egységnyinek valasztjuk, :

[th: [w*tpdr:l

o oo

(17)

lesz. Mivel a (6) allapotegyenlet y-ben és derivalt-
jaiban linedris, a megoldasnak alkalmasan valasz-
tott allanddval valé végigszorzasa révén elérhetd,
hogy a (17) normdldsi feltétel teljesiiljon.

Ha az elektron energiasajatallapotban van (pl.
~ meghatéarozott atomi energiaszinten tartézkodik),
(7) alapjan az anyags{irtiség

e=y*y=09*¢p=|p,y,2),

id6tol fiiggetlen, stacionarius eloszlast mutat. Ez
egyszersmind id6ben valtozatlan toltésstirtiséget
is jelent. Mivel ilyen toltésslirliség nem sugaroz,

érthetdvé valik az energiasajatallapot tartos jellege.

(18)

A klasszikus mechanika, mint hatdreset

y/?>nek az elektron anyagsiirtiségével valé
azonositasa azt jelenti, hogy az elektront nem
pontszertinek tekintjiik, hanem véges térrészben

oo

dt ot

—oo

T [
4T m .

*
il Lo e
ox | at e

y % «
dx — [ [x 500 y 4+ xy* 81/)] dz =
. : ot

folytonosan eloszlott, ,elkent” felhészert képzod-
ménynek. A kvantummechanika tehat nem a
klasszikus tomegpont élesen meghatarozott x(t)
koordinataival és wo(f) sebességével irja le az
elektront, hanem az dramlastanban is szokasos
o anyagsiirtiséggel és v — j/o sebességeloszlassal.
Tudjuk azonban, hogy a klasszikus mechanika
(2) mozgastorvényének is van valésagtartalma.
Az elektrones6ben, katdédsugdresGben
elektron esetében jé eredményekre jutunk, ha az
elektront tomegpontnak tekintjitk és rd Newton
(2) mozgastorvényét alkalmazzuk. Tisztaznunk
kell, hogy ez miként egyeztetheté Ossze a kvantum-
mechanikai mozgasleirassal.

Az elkent elektron nem lokalizalhaté egy
pontra, hiszen 1w véges térrészen kiilonbozik
zérustol. Bevezethetjiik azonban az elektron
helyzetének szummatorikus jellemzésére a tomeg-
kozéppont fogalmat. A tomegkozéppont koor-
dinataja o sfiriségfiiggvénnyel leirt anyageloszlas
esetén

o

Z(t) = ngdr = szp*(w, t) p(x, t)dzx . (19)

o —

(Egyszerliség kedvéért egy egyenes mentén torténd
mozgasra korlatozodunk. Ekkor egyetlen z-koor-
dinata hasznalata elegendd.) Hatarozzuk meg az
allapotegyenlet alapjan a tomegkozéppont mozgas-
torvényét. (11) és (12) felhasznalasaval a tomeg-
kozéppont sebessége

)

. 2 % 2
1 h J'fa y P g il’dxf
4w m a2 ox2
Ay —1ih oy
+2pr 2 ldo= "0 [ e (20)
G} 2T m . ox

v
i

(Felhasznaltuk, hogy az elsé tag kiintegralhat6 és hogy w(-f o) = 0.)
Szadmitsuk ki az elektron tomegének és témegkozéppontja gyorsulasanak szorzatat.

dx = —

: d?x theo
= —
ot ox

dtz -  2m

]

8a2m ) ox |02 ox

—a

mJ
—_— 0

8m?

h2 [ 3 (ay* By

a2 3. :
s i SO
ot or ox® |

dx — l pEy di.z: =
B 5 : : 6w ' Ak

2] ~ ol
s dx — [?Lgdx.
ox? B o

—

mozgld -

Az elsé tag ismét kiintegralhaté és zérust ad. A masodik tagban a potencialis energia differen-
cidlhdnyadosa szerepel, ami a klasszikus mechanikabél ismert médon az F(z, t) erét szolgdltatja.
A masodik tag ennek o siirliségeloszlisdra vett kozépértéke. fgy a tomegkozéppont mozgisira a
kovetkezd torvényt kapjuk : X B

ahol F(t) = J F(x,t)o(x,t)de.

—00

d?x

— = F(t),
s~ (t)

(21)

.4z elektron (’ vagy mds atomi részecske) tomegkozéppontja gy mozog, hogy gyorsuldisinak a
részecske tomegével valo szorzata a haté erének az anyageloszldsra képezett kozépértékével egyenld. Bz
Ehrenfest tétele.
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Tételezziik fel, hogy az elektron altal elfoglalt
tartomanyban (ott, ahol o= lp? szamottevien
kiilonbozik zérustél) az eré praktikusan allando.
Ilyenkor (21) integrandusdban F(x, f) a tomeg-
kozéppontban felvettr F(z,'t) értékkel helyet-
tesithet6. Ez az @ integraciés valtozdétdl fiiggetlen,
az integral elé kiemelhet6. (17)-et is tekintetbe
véve marad

A2z

m—— = F(z,1). 2¢

=T (22)
Ilyenkor tehat a részecske igy mozog, mintha egész
tomege a tomegkozéppontba volna lokalizalva és
a tomegkozéppontban érvényes erd hatiasara gyor-
sulna. T'érben lassan wvdaltozé eré esetére tehdat a
kvantummechanikai dallapotegyenletbol sikerilt le-
vezetni a klasszilkus mechanika, Newton-féle mozgds-
torvényét. Ehrenfest tétele azt mutatja, hogy az
allapotegvenlet hataresetként magaban foglalja
az egész klasszikus mechanikat. (Erthetd tehat,
hogy az elektron mozgisa makroszkopikus eré-
térben klasszikusan targyalhat6.) Egyben lathat-
juk a klasszikus targyalds hatarait is. Ha az
elektronra haté eré gyorsan valtozik azon a tar-
tomanyon beliil, ahol az allapotfiiggvény zérustol
kiilonbozik, akkor a klasszikus mechanika hasznal-
hatatlan. Ez a helyzet példaul a hidrogénatom
esetében : a 108 ecm atmérdjli térrészre elkent
elektron belsejében a mag Coulomb-tere igen erésen
valtozik.

Ehrenfest tétele azt mutatja, hogy a klasszikus
mechanika és a kvantummechanika nem egymas
mellett, a maguk elszigetelt teriiletén érvényes
fe]ezetel a fizikanak (mint pl. az elektromossagtan
és a hdétan). A kvantummechanika szolgiltatja
a részecskék mozgdsdnak altaldanos torvényeit,
amelyek a makro- és mikrovildgban egyarant
érvényesek. A kasszikus mechanika ennek olyan
kozelitése, amely bizonyos (a makrovilagban tel-
jesiil6) feltételek mellett jol haszndlhato, de mas-
kor (a mikrovilagban) alkalmazhatatlan.

Az anyag hulldmtermészete

Egy szabad részecske (V = 0) egyenes mentén

torténé mozgdsit a kovetkezd allapotegyenlet
irja le:

oy th 8%y
ot 4w m o2

=0. (23)

Ennek legegyszer(ibb megoldasa a kivetkezd :

p=Ke (px E”, ahol E = p?/2m. (24)
(24) a p impulzusoperatornak és az E energia-
operatornak egyarant sajatfiiggvénye, p és E a

megfelel sajatértékek :

h -8 v h 0
—— =P oy

=G
2my ox 27 d’ %
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“tummechanika 4llapotegyenletéhez.

A (24) allapot tehat egy jol meghatarozott £ ener-
giaval és p impulzussal haladé részecskét ir le.
A p impulzus és igy az E energia tetszoleges
értékeket vehetnek fel, tehiat a szabad részecske
energiasajatértékei nem diszkrétek, hanem foly-
tonos sokasagot alkotnak.

A (24) fuggvény komple\: alakban felirt «
iranyban haladé sikhullamot ir le. (24)-et valds és
képzetes részre bontva

27 27
w:Koos;(px;Et)JriKsin f(px—Et).

Ha az x helyrdl atmegyiink az @ - &/p helyre,
ugyanazt az értéket veszi fel, tehat o a térben
periodikus, a

A= hlp = h/mv (25)
periédust nevezziik hullamhossznak. Ha viszont
a t pillanatrél a ¢ - h/E pillanatra tériink at,
szintén y azonos értékére jutunk, tehat  idében is
periédikus. A A/E periédus a rezgésids, ennek
reciproka

v=Elh (26)
a megfelel rezgésszam. Azt létjuk tehat, hogy
meghatdrozott impulzussal és energiaval tova-
terjedd részecske allapotfuggvenye egy sikhullam
sajatsagait mutatja. A (25) és (26) Osszefliggések
ugyanazok, mint amelyek fotonra is érvényesek.
A részecskéhez tartozé A Broglie-hullimhossz
annal kisebb, minél gyorsabban mozog a részecske.
Az anyagsiirliség allandé (0 = |p? = |K?), tehat
most sz6 sines kis térrészre lokalizdlt anyag-
eloszlasrél. (Ezért (24) esetében nem is érhetd el
a (17) normalasi feltétel fennalldsa.)

Az a felismerés, hogy az elektron és mas
atomi részecskék ugyanolyan hullamsajatsagokat
mutatnak, mint a foton, a kvantumfizika olyan
eredménye, mely a klasszikus tomegpont- mecha-
nikdval szoges ellentétben all. A részecskék (24)
altal leirt allapotat nevezik anyaghullamnak.
Lowis de Broglie és BErwin Schrodinger az anyag
hulldmtermészetét felismerve jutottak el a kvan-
A Broglie-
Schrédinger-féle hullimmechanika és a Heisenberg
Dirac-féle operator-mechanika azonossiga csak
kés6bb tisztazddott.

Emlitettiik, hogy a (6) vagy (23) allapot-
egyenlet linearis. Ennek egyik fontos kovetkez-
ménye az, hogy két megoldasnak, y;-nek és p,-nek
az Osszege, y; + ¥, is megoldds, ez is fizikai
allapotot ir le. Ezt a felismerést nevezziik a szuper-
pozicio elvének.

Az elv egyik legfontosabb folyoméanya az, hogy
két sikhullam osszege, szuperpozicidja is fizikai
megoldds. Tekintsitk a kovetkezs, kisérletileg
megvaldsithaté esetet : Adott sebességii elektron-
nyalab altal elGéllitott anyaghullimot vala-
milyen médon kettévilasztunk, majd kiilonbozo
utak megtétele utan tjra egyesw]uk azt. A talal-
kozé hullaimok hullimhossza megegyezik, mozgé-



suk legyen azonos iranyd, intenzitasuk legyen
egyenld, a létrehozott tkiilonbséget jelolje d.
Ekkor a két hullaim szuperpoziciéjabdél adodo
megoldas

sk [px—Et|

p=Keh

2ni
—— [p(x + @) — Et|

+ Keh g

Mi lesz ebben az allapotban a sfirtiségeloszlas?

g=y*yp=2|K? 1+00s2n?h—d =

—2]K\2(1+00s2n(j :

Lathaté ebbdl, hogy az ered6 hullam intenzitasa
altaldban nem az Osszetevd intenzitasok Osszege,
2|K[?, hanem annal kisebb és nagyobb egyarant
lehet : az elektronnyalab is az inferferencia jelen-
ségét mutatja. Ha az utkilonbség a hullamhossz
egészszami tobbszorose, az intenzitds megnégysze-
rez6dik, ha viszont az tkiillonbség a hullamhossz
fele, teljes kioltdas kovetkezik be. Dawisson ¢és
Germer 1927-ben kisérletileg igazolta az elektron-
nyalab interferenciaképességét. (Azéta mas részecs-
kék, igy neutronok, sét egész atomok esetében is
kimutattak a hullimtermészetet, az interferencia
felléptét.) Ez a kisérlet a klasszikus mechanikai
természetleirds alapvetd hidnyossagaira mutatott
rd és egyben a kvantummechanika dont6 bizonyi-
tékat szolgdltatta.

A kristalyok a kiilonb6z6 hullamhosszisaga
sugarakat kiilonboz6é iranyokba téritik el. Kzt
Laue a rontgensugarak hullimtermészetének ki-
mutatisira hasznalta fel, ma ezt a mdédszert alkal-
mazzak neutronok hullimmhossz, tehat sebesség
szerinti szelektalasara. Megforditva pedig a kris-
talyok szerkezetét nemesak rontgen-, hanem, elekt-
ron- és neutron-sugarakkal is tanulmanyozzak.

Az anyaghullamok (25) Broglie-féle hullam-
hosszképletének nagy szerepe van a mikroszképia-
ban. Tudjuk, hogy egy mikroszkép a hasznalt
fény hullamhosszanal kisebb test részleteit nem
képes megmutatni. fgy a fénymikroszkép fel-
bontésanak javitasa elé korlatot allit az a koril-
mény, hogy rovid hulldimhosszi elektromagneses
hullamok (Rontgen-sugarak) fékuszdlasira egy-
szerfimddszereknemismeretesek.Sokkal kedvezobhb
a helyzet az anyaghullimok esetében. Elektron-
nyaldbot elektromos és magneses terekkel minden
hulldmhossz-tartomanyban j6l tudunk fékuszalni,
igy az elektronnyaldbbal dolgozé elekironmikrosz-
kép felbontéképességének ninces alsé hatara. A hul-
lamhossz tetszolegesen kicsivé tehetd, ehhez csak az
elektronok sebességét kell a sziikséges mérték-
ben megnovelni. Elektronmikroszképpal nemesak
baktériumok apré részleteit sikeriilt kinagyitani,
hanem legutébb (t6bbszaz millié eV-os elektron-
nyalabot alkalmazva) a 10-'2em atmérdjli atom-
magok is a vizsgalhaté targyak korébe keriiltek
(nukledris elektronmikroszkop).

A hullamfiigguény valdsziniiségi értelmezése

A jol meghatarozott energiaju és impulzusa
részecskedllapot nagy térrészre szétoszlott sik-
hullimnak felel meg. Egyes részecskék azonban
az atomfizikdban is térben tobbé-kevéshé jol
lokalizalva végzik mozgasukat. Példaul a kod-
kamraban hagyott nyom a klasszikus palya-fogal-
mat allitja elénk. Ezért meg kell ismerkedniink az
allapotegyenlet olyan megoldésival is, amely tér-
ben lokalizalt részecskeallapotot ir le.

| &

a

1. dbra

AttekinthetGség kedvéért ismét az egydimen-
zi6s mozgas esetét targyaljuk. Olyan koordinéta-
rendszert hasznalunk, amelyben a részecske tomeg-
kozéppontja a kezdépontban nyugszik. Ilyen alla-
potot ir le a (23) allapotegyenlet kovetkezé meg-
oldéasa :

y(x,t) = [Sit)”—- e
a

— 2x?"a® + 2i ht/x m)

(27)

Ez az x = 0 pontra valéban szimmetrikus. A meg-
felelo stirtiség eloszlas

(4fmyz

Q(x, t) e e e—tix‘/[az + 8 h*i*n* m*a®]
Va2 + 4k 2/n2 m? a®
(28)
A t = 0 pillanatban érvényes
2 2/ 42
o(z, 0) = ——= e—4xla (29)
aln :
stiriségeloszlas | haranggorbe” alaka (1. abra

”.o "

kihtizott vonala). A siirliség maximuma az @ = 0
pontban van. A kézépponttdl tavolodva a sfirliség
rohamosan csokken, az x = 4 @/2 koordinataja
pontokban értéke a maximum e-edrésze. Ezért az
elektron altal ,elfoglalt” térrész hozzavetdleges
atmérdjének az a tavolsagot tekinthetjiik. a érté-
két elég kicsire valasztva elérhetjilk, hogy a
(27) allapot a kezddpillanathan nagy pontossaggal
lokalizalt legyen, igy megkozelitse a klasszikus
mechanikai tomegpont tokéletes lokalizaltsagat.
Az ilyen jellegli megoldasokat szokas hulldm-
csomagnak nevezni.
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Vizsgaljuk meg, miként valtozik a hullam-
csomag-allapot az id6é mulasaval. A késébbi ¢
pillanatban érvényes sfirliségeloszlds a kezdeti
- (29)-t6l esak abban kiilonbozik, hogy az dtmérs
a helyett

alt) =@ F iR B, (30)
Az eloszlas tehat haranggb‘rbe alakd maradt, csak
atmérdje dllandéan né : a hullimesomag ellaposo-
dik, szétfolyik (1. dbra szaggatott vonala). Az az

1dotartam amely alatt a hullimesomag mérete
1negkétszerez6dik, az

nV3 ma

a(t) =2a egyenletbll ¢= —-= -
) gy ey

- (31)

Tekintsiink néhany szampéldat. Makroszképikus
testeknél (m gramm, e milliméter nagysagrendii)
t-re a Fold életkorat is messze feliilmuls, trillié
év nagysagrendii iddtartamok adédnak. Ez is
szemléletesen mutatja, hogy a tartésan lokalizalt
részecskék létezését feltételez6 klasszikus mecha-
nika makroszképikus targyak esetében teljesen
kielégité leirdst ad. Tekintsiink azonban egy
atomon beliil lokalizalt elektront. Ez legalabbis
@ =10"? em kezdeti pontossigot kivian meg.
m = 10~%7g, ami behelyettesités utdn szétfolyési
idére 10—18 sec-nal rovidebb értéket ad. A szub-
atomi méretekben lokalizalt elektron tehdt észre-
vehetetleniil rovid id6 alatt szétfolyik, elkentsége
eléri az atomatmérét. Ekkor pedig a Coulomb-
er6tér olyan nagy mértékben valtozik a hulldm-
csomag belsejében, hogy a klasszikus mozgds-
torvények, klasszikus palya-fogalom teljesen esd-
d6t mondanak.

A hulldmecsomag szétfolyasa a kvantum-
mechanika jellegzetes és érdekes eredménye,

amelynek meglepd kovetkezményei vannak. Végez- -

ziink el egy gondolatkisérletet. Helyezziink egy
jol lokalizalt elektront merevfaltt doboz kézepére.
Az id6é multdval a hullimcsomag egyre jobban
szétfolyik, eléri a doboz falait. Vilasszuk ezutén a
dobozt kozépen behelyezett merev fallal két
részre. Kzéltal elértiik azt, hogy két doboz jott
létre, mindegyikbe az elektron anyaginak fele
]utott hiszen barmelyik doboz térfogatra képez-

zitk az S odr integralt, a szimmetria folytan 14-et

kapunk. Az egyik dobozt akar el is tavolithatjuk.
A visszamaradt dobozrdl, azt kellene mondanunlk,
hogy benne m/2 tomeget és —e/2 toltést kell
talalnunk.

Természetesen ilyen eredményre semmiféle
kisérlet, semmilyen mérés nem vezethet. Az elek-
tron oszthatatlan elemi részecske, tomegénél
kisebb tomeget, t61tésénél kisebb toltést soha nem
észleliink, eltekintve a zérus értéktol. Az elektront
éppen azért nevezzitk elemi részecskének, mert
oszthatatlansdgat kivanjuk hangstlyozni. A ¢
stirfiségfiiggvénnyel leirt ,elkent elektron™ fogal-
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ma Osszelitkozésbe keriilt az elektron oszthatatlan-
sagaval.l

Az elkent részecske-felfogasnak és az elemi ré-
szek oszthatatlansdganak alapvets ellentmondéasa
szitkségessé tette a Broglie-Schrodinger-féle anyag-
hullam-értelemzés médositasat. Az allapotfiigg-
vénynek azt a fizikai értelmezését, amely figyelem-
be veszi az oszthatatlansagot Max Born, Pascual
Jordan és Niels Bohr adtdk meg.

A gondolatkisérlet magyarazatanal nyilvan-

valéan helytelen az az értelmezés, hogy s lyp2dr az

elektron 7 térfogatit dobozba juté anyagmennyisé-
gét irja le, hiszen vagy megtalaljuk a dobozban
az egész elektront vagy nem. Ellenben értelmes
eredményre jutunk, ha a kovetkezét mondjuk :

(w2 dr annak a valdszindisége, hogy az (oszthatat-

lan) elektront a kiszemelt T térfogatban megtaldljuk.
Ez az allapotfiiggvény valdszintiségi értelmezése.
A val6szintiségi értelmezés szerint |2 nem anyag-
stirtiséget jelent a klasszikus értelemben, hanem
valdszinfiségsiirtiséget, a térfogategységben vald
tartézkodas valdszintiségének méroszamét.
Felvet6dik a kérdés, mi értelme lehet vald-
szinliségi eloszlasrol beszélni akkor, ha az allapot-
figgvény egy részecskét ir le, pl. a hidrogénatom
esetében vagy a hullaimcsomag-megoldasnal? Egy
részecskére valéban nem alkalmazhaté a valé-
szinliségszamitds. Megtehetjiilk azonban azt, hogy
sok hidrogénatomot, sok azonos allapota elektront
tekintiink. Valamilyen médon mindegyik helyét
meghatarozzuk. A kiilonb6z6 elektronokon el-
végzett helymérések eredményei kiilonbozni fog-
nak egymastél, de a mérési eredményeket Ossze-
vetve kiadédik a |p? valdszintiségi siirtiségel-
oszlas. Lényegében ezt a kisérletet végezte el
Davisson és Germer. Ugyanazon elektronforrasbél
kilépd, ugyanolyan gyorsitétéren athaladt elektro-
nok estek a kristalyra. A kiilso feltételek azonos
volta biztositotta, hogy az egyes elektronok v
allapotfiiggvényei egyez6 alaktak voltak. A fel-
fogd erny6 fényképlemez volt, a bees6 elektronok
egyes eziistbromid-molekuldkat ionizaltak. A sok
elektron 4ltal egyiittesen kialakitott feketedés
azutan ‘azt az interferenciaképet mutatta, ami

pontosan p2nek felel meg.

A valészinfiségi felfogas alapjan erthet]uk meg
azt is, amit az allapotfuggveny az atomban k&tott
elektron helyzetér6l mond. A hidrogénatom alap-
allapotaban (1) és (7) szerint

ine |
p=Ae e hn | (r,=h[4n?me?), (32)

1Hogy az ellentmondést felismerjiik, nem kell a
fenti, kissé mesterkélt gondolatkisérlethez ragaszkod-
nunk. Ejtsiink gyenge elektronnyalabot kristdlyra.

- Elhajlési jelenség jon létre. Ha megadott irdnyban, sziik

térszog alatt észleljilk az elektronok érkezését, mindig
az elektron anyagédnak (tomegének, toltésének) tort-
részét kellene varnunk, hiszen az egyes elektronokat
leiré anyaghulldm részei kiilonb6zd irdnyokba tériilnek el.
Fél, harmad, negyed elektronokat azonban még soha
nem jelzett egy részecskeszamlalé sem,



tehé/t 0 = 1A12 e*grlru i

Annak valdszintisége, hogy az elektron és mag
tavolsaga r és r + dr kozé essen, g-nak és a dr
vastagsag gombhéj térfogatanak szorzata :

W(r)ydr =o-4mr2dr = 47|A2e 21 r2dr.

A W(r) radidlis stirtiségeloszlas menetét a 2. dbra
tiinteti fel. A fiiggvény maximuma 7, tavolsaghban
van, 7, pontosan megegyezik a legbelsé Bohr-
palya sugaraval. Lathaté tehat, hogy a Bohr-
modell tajékoztaté kozelitést jelent : a Bohr-féle
palydk nem pontos palydk a klasszikus értelemben,

2. abra

hanem csak a legvalészin{ibb tartézkodési tavol-
sagot adjak meg. Az atomok elektron eloszldsanak
kisérleti tanulményozasa rontgenelhaﬂam képek
segitségével elvégezhetd. Az igy kapott ered-
mények oOsszhangban allnak a kvantummecha-
nikailag kiszamitott allapotfiggvény altal leirt
stiriségeloszlassal.

A kvantummechanika az elektronok és mas
atomi részek mozgdasat nem a pontos lokalizaciot
feltételezo palya-fogalommal irja le, hanem csak
valészintiségi kijelentéseket tesz a térbeli helyzetre
vonatkozéan. Ez azonban nem jelenti azt, hogy
az igy szerzett ismeretek nem olyan objektivek,
amilyeneket a klasszikus fizikiban megszoktunk.
Az elektronnyaldbbal létesitett interferenciaképet,
az atomok toltésfelhéjének slirliségeloszlasat eld-
szor elméletileg hataroztak meg, csak ezutan
végezték el azokat a kisérleteket, amelyek az
elmélet kovetkeztetéseit igazoltak. Kz is azt
mutatja, hogy a bizonyos esetekben valészintiségi
torvényekkel dolgozé kvantummechanika éppuagy
a természet objektiv torvényeit fejezi ki, mint a
klasszikus mechanika, s6t annal tokéletesebb leirast
ad, hiszen a jelenségek szélesebb korét oleli fel.
(Nem szabad azt gondolnunk, hogy a kvantum-
mechanika kijelentései mind statisztikus jellegtiek,
amelyek csak sok elektronon elvégzett mérés-
sorozattal ellendrizhet6k. A kvantummechanika
megadja a hidrogénatom energidjanak lehetséges
értékeit is. Hogy az atom egyetlen elektronjanak
energidja mindig ezen értékek egyikével egyezik
meg, hogy az alapallapoti atom ionizaciés ener-
gidgja mindig —13,5 eV, az egyetlen elektronra
vonatkozé torvényszertiség leszogezése.)

A fizikai mennyiségek mérése

Hajtsunk végre a y allapotban levd rendszeren
valamilyen fizikai mérést. Az eredmény feltét-
leniil a megmért mennyiség (energia, impulzus,

impulzusmomentum stb.) valamelyik sajatértéke
lesz. Ha a v allapotfiiggvény torténetesen az A
operator altal reprezentalt mennyiség valamelyik
sajatfiiggvényével egyezik meg, w(t) = ¢,, az
elvégzett mérés biztosan a megfeleld £, sajat-
értékre vezet.

Apn=knpon.

El6fordulhat azonban, hogy ¥ nem egyezik meg
egyik sajatértékkel sem. Ez a helyzet pl. a (27)
hulldmesomag-megolddsnal : az sem az impulzus-
nak, sem az energidnak nem sajatfiiggvénye.
Kérdés, mit lehet mondani ekkor » ismeretében a
mérés kimenetelére vonatkozélag?
Bérmely v dllapotfiiggvény eléalhthato a
sajatfiiggvények szuperpozxclo]aken’c 2
'Q/} ==

/ ('fl (pn - (33)

n
Ha a v sajatillapot, a (33) kifejtésben szerepld
egytitthaték koziil csak egy, mondjuk ¢, Kkiilon-
bozik zérustél: ¢, = 1, p = ¢,. Ekkor biztosan
tudjuk, hogy a mérés a £k, eredményre vezet.
Kevert allapotban (igy nevezziik azokat, amelyek
nem sajatallapotok) ilyen egyértelmii kijelentés
nem tehetd, csak a kovetkez6t mondhatjuk : A o
allapotban az a ¢, sajatillapot van ,.erGsebben’
képviselve, amelynek kifejtési egyiitthatéjabol
képezett [c,® kifejezés nagyobb. Fel kell tételez-
niink, hogy az ennek megfelelo k, sajatérték
mérési eredményként valé nyerése is Valoszmubb
Ezekutan annak valoszmusegeiil hogy a rend-
szeren elvegzett mérés a lehetséges sajatértékek

- koziil éppen k,-et szolgaltatja, a

W (k)

kifejezést fogadjuk el. Ez a kvantummechanika
fizikai mérésekre vonatkozé alaptorvénye. A torvény
a y allapotfiiggvény centralis jelentGségét mutatja:
az nemesak a részecske helyére vonatkozé ismere-
teket nyudjt, hanem felvilagositassal szolgdl a
részecske minden jellemzd adatara, a y éllapotban
lev$ fizikai rendszeren elvégzett bérmely mérés
varhaté eredményére vonatkozdan is. A vy dlla-
potfigguény kvantummechanikai értelemben  teljes
dllapotleirast ad. Az elmélet a fizikai mérések
varhaté eredményére vonatkozélag csak vald-
szinfiségi kijelentéseket tesz. (Ezt az el6z6 szakasz-
ban a helymeghatarozas specialis példajan lattuk.)
Egyediili kivétel az, amikor a rendszer éllapota
sajatallapot. Ekkor a mérés eredménye biztosan
a megfelel6 sajatérték.

Kevert allapotban levé atomndl nem beszél-
hetiink az energia vagy mas mennyiség pontos
értékérdl, mert a mérés eredménye tobbféle lehet.
l\erdezhet]uk azonban, hogy mekkora a kérdéses
mennyiség kozépértéke? Kz alatt a kovetkezot
értjilk : Sok egymastél fiiggetlen, de azonos y
Allapotban levé rendszeren elvégezzitk a mérést

= |en?

2 Kz azon tétel kovetkezménye, hogy egy hermiti-
kus operéator sajatfiiggvényei teljes fiiggvényrendszert
alkotnak.
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és a kapott eredmények szamtani kozepét képez-
ziik. A kérdéses mennyiség v dllapotban vett
értéke alatt értjiikk ezen szamtani kozép hatar-
értékét, ha a mérések szdmat minden hataron tal
noveljiik.

Tételezziik fel, hogy N szamt mérés koziil N,
alkalommal adédik ki a £k, érték. Ekkor A
kozépértéke

= Ekn W(kn) == -‘-\-‘ kn !cnlz . (34)

n n
Sajatdllapotban ¢, =1, ¢, =0 (m=#n), te-
hat A4 = k,. Kevert allapotban azonban a

mérési eredmények az A kozépérték koriil szérnak.,
A mérési szoras jellemzésére vezessiik be a kozép-
hibat, mely a (k, — A)? szérdsnégyzet atlaganak
négyzetgyoke :

(A4)2 =D (ky— A)2 W(ky) = (A — A)2. (35)

n

Sajatallapotban a A4 kozéphiba zérus, kevert
allapotban zérustél kiilonbozik. Minél tavolabb
vagyunk a sajatallapotoktél, anndl nagyobb a
mérési kozéphiba, anndl bizonytalanabb a mérés
varhaté eredménye.

A hatdrozatlansagi  6sszefiiggés

A hidrogénatom (32) alapallapota az energia-
nak sajatallapota, de az impulzusnak mar nem.
Az elektronon elvégzett energiamérés egyértelmii
eredményre vezet, de az impulzus a zérus érték
- koriil szérast mutat. Olyan allapotok nem léteznek,
amelynél egyidejiileg minden fizikai mennyiség
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pontos értéket vesz fel, amelynél az Gsszes mérés
kozéphibaja zérus lenne. Ennek oka abban rejlik,
hogy kozos sajatéllapotai csak egymassal fel-
cserélhet6 operatoroknak vannak. Legyen ugyanis
¢ az A-nak és B-nek egyarant sajatfiiggvénye.
Ekkor

Ap=a9p, Bo=byp,

tehat
(AB—BA)p=(ab—ba)p=0.

A mondottakbdl kiévetkezik, hogy egymaéssal fel
nem cserélhetd operatorok altal leirt fizikai
mennyiségeknek [(I. 15) szerint ilyen pl. a hely-
koordinata és impulzus] nem létezhet kozos
sajatallapota, melyben mindkét mennyiség élesen
meghatarozott értéket venne fel. A kozéphibak
nem teheték egyidejiileg zérussa, s6t igaz az is,
hogy a kozéphibak szorzata nem szorithato le egy
adott alsé korlat ala. Heisenbergnek a koordinata-
és impulzus kozéphibdjanak szorzatira a kovet-
kez6 egyenlStlenséget sikeriilt levezetnie az (I. 15)
feleserélési torvény alapjan :3

Ax - Ap > hl47. (37)
Ez a Heisenberg-féle hatdrozatlansdgi osszefiiggés.
Figyelemre mélto koriillmény, hogy a jobboldalon
a részecske allapotatol fiiggetlen univerzalis allan-
dé szerepel, tehat a koordinata és impulzus egy-
ideji mérésénél a kozéphibik szorzatinak abszo-
lit alsé korlatja van. A makrofizikiban ez az
elvi hatdrozatlansdg mérhetetleniil kicsiny. Ha pl.
egy b g tomegfi goly6 helyét 1 mikron = 10—* em
pontossaggal megadtuk, a sebesség hatarozat-
lansdga Av > hf4 am Ax = 10—2* cm sec—1. Az elvi
hatarozatlansigot a mérések gyakorlati pontat-
lansaga messze feliilmulja. Mas a helyzet az atom-
fizikaban. Ha egy elektront prébalunk az atom
belsejében lokalizalni, 4z <~ 10 % em hibat enged-
hetiink ecsak meg. Ez viszont Av > 500 km/sec—!
sebességhatarozatlansigot von maga utan. Ha
az elektron helyét egy pillanatban méréssel
meg is hatdroztuk, mégis igen rovid idon beliil
elveszitjiik a részecskét szemiink el6l, ezért nem
lehet sz6 atomon belili mozgasanak nyomon-
kovetésérol. Ugyanezt az eredményt fejezte ki a
hulldmesomag szétfolydsa, amir6l az el6z6 sza-
kaszban volt szd.

A hatarozatlansagi Osszefiiggés alapjan tobb
elméleti szamitassal nyert eredményiinket j
oldalrél vilagithatjuk meg. Az (I. 25) képletben
figyelemre mélténak talaltuk azt a kovetkeztetést,
hogy a rezgé részecske energiaja nem lehet A»/2-
nél kisebb. Az

p?
B = —2— | 2n2922
2m
oszcillator-energia zérus csak akkor lehetne, ha
p=0 és x = 0 volna, ez ellentétben 4all a haté-

3 A levezetést a Fiiggelékben ismertetjiik.



rozatlansagi osszefiiggéssel. Ha p =0 és 2 =0
kozépértékeket tételeziink is fel, e koriil az impul-
zus- és helykoordinata értékek szérnak. A mini-
malis energia kifejezése tehat

= :)—l— (4p)2 + 27242 (Ax)2.

&

(38)

Harmonikus rezgémozgasnal klasszikusan x =
=a sin 2vi, p =mdx/dt =2nvyma cos 2y,
tehdt 72 = (2wvm)2a2 és Ap =2mavmAzx. Ezt a
hatarozatlansagi Osszefiiggés altal adott opti-
malis Ap - Az = h[4 7 esettel Osszevetve kapjuk :

Az =\h8n2vm, Ap=]|vmh/2, (39)
amit (38)-ba irva valéban a minimalis energia
hv|2 értékére vezetnek. Az K, zéruspontenergia
tehat a hatarozatlansagi Osszefiiggéssel kapcso-
latos : a (39) koordinata- és impulzus-bizony-
talansaggal jellemzett allapot jelenti az oszeil-
latornal a ,,nyugalom” kvantummechanika altal
megengedett legjobb kozelitését. A zéruspont-
energiat létrehoz6 zéruspontrezgés kisérleti kimu-
tatdsa lehetséges. A fajhd targyalasanal lattuk,
hogy a szilard anyag kristalyracsaban kotott
atomok oszeillatornak tekinthet6k. A hatéarozat-
lansagi Osszefliggés szerint ezek az atomok még
alacsony homérsékleten sem lehetnek teljes nyu-
galomban, hanem a (39) altal jellemzett zérus-
pontrezgést végzik. A rezgést a rontgen-sugarral
végzett elhajlasi kisérletek igazoltik : az elhajlasi
kép mély homérsékleten is blzonyos mértékig
rendezetlen, elmosddott, rezglé atomokbdl allé
racsra je]lemz6 jelleget mutatott.*

Hasonl6 ok akadalyozza meg a hidrogén-
atomban nagyon kis magtavolsagu, nagy negativ
energiaji elektronpalydk kialakulasat. » csok-
kenésével Aax csokken, igy Ap és vele a kine-
tikus energia kozépértéke olyan erGsen nd, hogy
ellensiilyozza a negativ Coulomb-potencial Ossze-
hiuz6 hatasat.

Heisenberg a hatdrozatlansagi Osszefiiggést
tobb gyakorlati példaval illusztralta. Kzek alkal-
masak arra, hogy jobban raviligitsanak az Ossze-
fiiggés fizikai tartalmara. Leglsmertebb a mik-
roszkép-példa. Emlitettiik, hogy a mikroszkép
felbontoképessége elé a hasznalt fény A4 hullam-
hossza elvi hatart allit. Két pont akkor valaszt-
haté szét, ha tavolsaguk,

Az > - <

sin 8/2

(40)

¢ a hasznalt fénysugar nyilasszoge. 1 csokkentésé-
vel a felbontoképesség javithaté, miként arrdl az
anyaghulldmokkal kapecsolatban beszéltiink. A
hullamhossz csokkentése viszont a vizsgalt targy
mérés utani impulzusit teszi hatarozatlanna.
Ahhoz, hogy a targyrél fény jusson a mikrosz-
képba, legaldbb egy foton szitkséges. A targy-

% A zéruspont-energia létezését a molekulak rezgési
szinképe is alétdmasztja.

3*

lencsét a foton akkor éri el, ha iranya a lencse
tengelyétdl ¢/2 szognél jobban nem tér el. A foton
impulzusa %/4, tehat a targyon szért foton impul-
zusdnak z-komponense

h € h €
— RNy <RIt
s
hatarok kozé esik. A foton beesési iranya adott
volt, ezért a szért foton impulzusanak hatarozat-
lansaga a szoré targy impulzusianak ugyanilyen
mértékii hatarozatlansagat eredményezi :

h £
Ap, — —gin—, 41
Px= g (41)

(40) és (41) egybevetésébdl :
Az - Ap. = h.

Hasonlé elemzés elvégezheté minden hely- és
sebességmérésnél. A két menniység mérése sziik-
ségszeriien zavarja egymast, oly médon, hogy a
kozéphibak szorzata feltétleniil a (37) altal meg-
adott korlat felett marad.®

A Fiiggelékben adott levezetés mutatja, hogy
a (37) hatarozatlansagi osszefiiggés az (I. 15) fel-
cserélési torvény kozvetlen kovetkezménye. Az
impulzus és helykoordindta operdtordnak fel nem-
cserélhets woltardl  szdmot adé Heisenberg-féle  fel-
cserélési torvény tehdt azt a kvantumfizikdra jellemzo
szoros korreldciot fejezi ki, amely atomi részecskék
mozgdsdandl a helykoordindta és impulzus kozt fenn-
all, és amely tobbek kozt korldtot allit e két mennyi-
ség egqyidejiien végrehajthaté pontos meghatdarozdsa
elé.

A hatérozatlansigi Osszefiiggés megengedi a
helymérés pontossiganak fokozisat. Minél rovi-
debb a hasznalt fény (vagy elktronmikroszkép-
ban az elektronnyalab) hullaimhossza, annal pon-
tosabban hatdarozhaté meg a vizsgalt targy helye.
Mérés utin a targy allapotat kis kiterjedésti (27)
hullaimesomag fogja leirni, az ilyen allapot jol
megkozeliti a klasszikus részecske-fogalmat. A
lokalizacié pontossdgdt természetesen az impulzus
pontatlannd valdsaval kell megfizetniink. (Lat-
tuk, hogy minél szlikebb a hullimesomag, annal
sebesebb annak szétfolyasa.)

Hasznalhatunk olyan méréberendezéseket,
amelyek az impulzus pontos meghatarozasara
alkalmasak (pl. nagyhullimhosszi fénnyel, azaz
kisimpulzust fotonnal dolgozik). Mérés utin a
targy allapota impulzus-sajatallapot lehet, amely-
nek a (24) sfkhullam-megoldés felel meg: a hulldm-
sajatsagok keriilnek elétérbe. Egyidejtileg elttinik
a térbeli lokalizaltsag, hattérbe szorulnak a
részecske~tulajdonségok.

Hogy a mérés utan a targy allapota a klasz-
szikus - részecske-fogalomhoz vagy a klasszikus
hullamfogalomhoz all-e kozelebb, attdl fiigg, hogy
a kérdéses allapotban a llelyl\oordmata vagy az

° Teljesen hasonl6 eredmény vezethet6 le az energia
és id6 mérésére is, ui. ezek azonos (3) feleserélési torveé-
nyeket elégitenek ki.
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impulzus hibajat szoritottuk-e le. A lokalizalt
részecske-allapot és a pontos impulzussal, hullam-
hosszal leirt anyaghullam-allapot ezek szerint
vagylagos, egymast kizar6 lehetdségeket képvisel-
nek. Az anyag bizonyos allapotaban tdlnyomé-
részt az egyik, mds allapotban tilnyomérészt a
masik tulajdonsag érvényesiil. Ezt a felismerést
nevezik a komplementaritas elvének.

Nem indokolt azonban a komplementaritas
elvének olyan értelmezése, hogy a vizsgalt fizikai
objektum részecske vagy hullam, attél fiiggden,
hogy milyen programmal figyeljiik meg. Az elektron
sem a klasszikus fizika részecske-fogalmdnak, sem
a klasszikus fizika hullamfogalmdanak mnem felel
meg, hanem sajat onallé mozgdastorvényeinek van
aldvetve. A kvantummechanikai éllapotegyenlet
altal kifejezett torvények idegenek a klasszikus
fizika fogalomkore szamara.® Az anyaghullam-
kép és a tomegpont-kép csak a klasszikus fizikabol
vett kozelité modellek, amelyekkel a makrosz-
képikus targyak szemléletéhez szokott fizikus
az elektron bizonyos allapotait a maga szdmara
szemléltetni szokta. A komplementaritas elvében
tehat nem annyira az elektron viselkedését kifejezo
természettorvényt kell latnunk, hanem azon torek-
vés megnyilvanulasat és korlatainak kifejezdjét,
hogy az elektron objektiv mikrofizikai sajat-
sagait makroszképikus fogalmakkal leirjuk. A
hatarozatlansagi Osszefiiggés a klasszikus fizikai
targyalas kvantitativ korldtait adja meg.

o @

o

==} w Mm

Fiiggeiéi(
A hatdrozatlansdgi osszefiiggés levezetése

Fejtsiink ki egy tetszoleges y dllapotfiiggvényt a sa-
jatfiiggvények szerint :

p=2cagn, (42)
. n
ahol a @, sajatfiiggvények
| normaltak : JE° q): gndx =1}
4 (43)

o0
és ortogonalisak : J gmondr =0, ha n #m,

—c

(Egyszertiség  kedvéért megint egy gzabadsé,gi foku
mozgdast tekintiink.) Szorozzuk (42)-t gn-gal és integrdl-
junk az egész tartoményra. (43) figyelembevételével
kapjuk : )

@

Cn = | ony de . (44)

—

Ezt felhaszndlva a (35) kozépérték ilyen alakban is
felirhato : i

4 = | w*Apdr. (45)

Ez konnyen igazolhaté, ui. ha ¢p-ek az A sajatfigg-
vényei, A ¢n = ka @n, (42)-nek (43)-ba val6é behelyette-
gitésével kapjuk :

v* Ay de = ’Zcﬁ,tp’fn-A \'cn(p,,dm:ZZ'c:,cnkn [q»fncpndx:Zc,’?cnkn:Z.
= ‘n m n e n

A koordindta és impulzus kozéphibdjdnak négyzete (35) szerint az (x — z)® és (p— p)® négyzetes eltérések
kozépértéke, tehdt a kozépértékképzés (45) szabdlya szerint

. o 3 htidioe i\t d h2 A2y 2phdy _
)% = *(x—7 )2 Ap): = o et r = 4 (R e T MRl <, B 2 ;.
(4z) I'P(L v)yde, (dp) Jw (hid_r ) ydr Iw( I T w)da, (46)
Vezessiitk be a kovetkezo jeloléseket :
2ni —
——pu
U=xr—71, yu)y=e "N P& 4+ u). (47)

Ha y abszolit négyzetének integrdlja egy volt, x-é is az lesz (és igy avégtelenben minden eltiinik). (47)-bél kapjuk:

i

dr.  du dv du h du

2ni

2 i
: =~ pu : L pu
dy dydu d (," Z):(lﬂiz/ .+dx ok

2ni —
a2y dn? dni _dy (l2x" “hR
PR e SEES e (IRSSE N A e,

™ ( mPrt P g Yaa)e

Ezt és a (47) kifejezéseket (46)-ba he]yettesftvo, a kovetkezo egyszeri(i alakra jutunk :

—c

472

LB g, W pdytdy
[ " e du~.4ﬂ2 J du du au .

—o0 —c0

(48)

® Tudjuk, hogy a miult szézadban az elektromégneses tér fizikai mibenlétének felfogésa okozott hasonld

nehézségeket. Még Faraday és Maxwell is csak mechanisztikus modellekkel tudta maga szdméra elképzelhetévé
tenni az eréteret. Ma azonban mér tisztén &ll eléttiink, hogy az elektromégneses tér megértéséhez nem a fizika
kordbban megismert fejezetébél atvett és ezért szemléletesebbnek ldtsz6 mechanikai modellek vezetnek el, hanem
a tér sajat onalld, masra vissza nem vezethetd belsd torvényeinek megismerése.
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(Parciélis integralést hajtottunk végre és figyelembe vettik, hogy % (o) = 0.)

Nyilvanvaloan fenndll a kovetkezé egyenlStlenség :

0

j |E(u) —an(u)Pdu = 0.

—

Mivel egy kifejezés abszolut értékének négyzete a kifejezésnek és komplex konjugdltjinak szorzatdval egyezik meg,

o )

e OO —00
) oo

Vialasszuk a = ' Sn*dul . n*

—_—0 — 0

-] ©
& Edu -

—o0 —o0

l |§—antdu= [E*Edu-}!a‘ﬁ J n*ndu—a j{-*ndu——a* [En*du.

(49)

—o

n du és szorozzuk végig (49)-et fn*ndu-val. Kapjuk :

—0

o 3
‘ En* du]u .

Mivel egy szdm abszolit értéke nem lehet kisebb, mint valés részéé és mivel w valbs része (w -+ w¥)/2, még

inkdbb igaz, hogy

o ©

E* Edu - [ n*n du =

—0, — 00

Legyen &=uy, n = dy/du, ekkor a baloldal (2mAx-Adp/h):.

parcialisan integralunk :

(11/ flx—- -+ ly*f{ Jdu: 5 l u

—o0 —

2
&

Az utolsé lépésben felhasznéltuk,
véve a

4n2

- (A

10 4 |2
5 | (Em* - &%) du i :
| o

(x* 7) du - =ie [w z* y] —;

(50)

Mi lesz a jobboldalon? A két tag Osszevondsa utén

: z"‘xdun——;

—c0

hogy 7 egyre normélt és a végtelenben eltiinik. Mindezt (50)-ben figyelembe

1

(dp) = A

egyenlétlenségre jutunk, amibdl nyomban kovetkezik a (37) hatdrozatlansdgi Osszefiiggés.

Marx Gyorgy
Egyetemi Elméleti Fizikai Intézet
KFKI Atomfizikai Osztaly

UJ energiaforras?

Minekutina a Fold-Hold Egyesiilt Urdnbdnydszati
Villalat hivatalos jelentése alapjan nyilvdinvaléova wvdlt,
hogy az energiatermelés céljaira rendelkezésre dllé urdn- és
toriumbkészletek kimeriilében vannak, a Nemzetkozi Tudo-
mdnyos Akadémia %] energiaforrds feltdrdasdra irdnyulé
kutatdsokat kezdett. Ugy ldtszik, hogy a munka eredmennyel
kecsegtet és a G-o0s rendszdmu atomok esetleg szintén felhasz-
ndalhatok lesznek energiafelszabaditasra. Az aldbbiakban
ismertetjiik a hivatalos okmdnyt, amelyet az Akadémia meg-
bizdasdbol O. R. Frisch professzor (Cambridge ), a Harwelli
Atomkutaté Kozpont munktdrsa tett kizzé. A kozlemény a
Chemical and Engineering News folydiratban (32. kditet
3400. oldaldn) ldtott napvildagot, (2)964. dprilis 1-én.

Nemrég a Féld szamos helyén karbon-eléfordu-
ldsokat (fekete, megkovilt novénymaradvinyokat)
fedeztek fel. Ezzel a felfedezéssel eqy érdekes energia-
termelési lehetbség adddott a maghasaddasokon kivil.

Néhany karbon-eléforduldsi helyen olyan jeleket
taldaltak, melyek azt bizonyitjdk, hogy a tortenelem
elotti, prehisztorikus emberfajok mdr ismerték és
haszndltak ezt az elemet. Ezek a karbont valdszi-
niileg ékszertdrgyak elbdllitdsira haszndltak és a
valldsos ceremonidakndl ezzel festették feketére dbra-
zataikat.

Az energiaelbdallitas lehetbsége azon a tényen
alapszik, hogy a karbon viszonylag kénnyen oxi-
dalédik, mikozben wmagas hémérséklet dll el és
egyittal energia s szabadul fel, meglkizelitileg
0,0000001 MW grammonként és naponként. Ez
magatol értetbdéen magyon kevés. Azomban nagy
karbonkészletek  (taldn sok millio tomna) lesznek
esetleg a kozeljovbben feltarhatok.
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