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A tanulmanyban a hazai villamosenergia-rendszer terhelésének el6rejelzési bizonytalansagat vizs-
galom, Gauss-keverékregresszio (Gaussian Mixture Regression) felhasznalasaval. A rendszerterhe-
1¢és heteroszkedasztikus viselkedésének leirasa a Gauss-keverékmodellre (Gaussian Mixture Model)
¢épiiléen kézenfekvd, azonban az energiaszektort érintd szakirodalomban elsdsorban a nemlinearis
(és interakcids) kapcsolatok modellezésére torténd alkalmazasa szerepel. Ez tobbek kozott azzal
magyarazhato, hogy a villamosenergia-fogyasztas bizonytalansaganak explicit modellezése iranti
igény az elmult években jelent meg igazan markansan. A tanulmanyban bemutatom, hogy a Gauss-
keverékregresszid mennyire jol megragadja a villamosenergia-rendszer terhelésének eldrejelzési
bizonytalansagat, ami a varhatd értékhez hasonldan szintén erds szezonalis viselkedést mutat.
A szamitasok implementalasa a nyilt forraskodu Python programnyelvben tortént.

Kulcsszavak: Gauss-keverékregresszio, villamosenergia-piac, eldrejelzési bizonytalansag

In this paper the forecast uncertainty of the Hungarian electricity system load is investigated using
Gaussian Mixture Regression. The description of the heteroskedastic behaviour of electricity load
based on the Gaussian Mixture Model is very straightforward, but in the literature its application to
the modelling of nonlinear (and interaction) relationships is first and foremost considered. This can
be explained, among other things, by the fact that the need for explicit modelling of uncertainty in
electricity load has become really pronounced in recent years. It is shown that Gaussian Mixture
Regression captures well the prediction uncertainty of electricity load, which also exhibits strong
seasonal behaviour similar to the variation of it. The calculations are implemented in the open
source Python programming language.

Keywords: Gaussian mixture regression, electricity market, prediction uncertainty
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404 MAK FRUZSINA

A villamosenergia-piac az egyik legkomplexebb (energia)piac: mivel a keres-
letnek és a kinalatnak minden idOpillanatban meg kell egyeznie, és a villamos
energia nagymennyiségl tarolasa nehezen megoldhato, a potencialisan felmeriilo
kockazatok mindkét oldalon konnyen eszkaldlodhatnak. A nyersanyag- és kvota-
arfiiggdség, a meghjuld energiak terjedésével a kinalati oldalon is megjelen6
iddjarasfiiggdség, a keresleti oldalon jelentkezd (gazdasagi vagy szabalyozasi
eredetli) hosszabb vagy rovidebb tava strukturalis valtozasok csak néhany példa
azon tényezok koziil, amelyekkel az energiapiaci szereplok szembesiilnek.

A tanulmanyban a keresleti oldalt, els6sorban annak az elérejelzési bizonyta-
lansagat vizsgalom. Egyre tobb az olyan teriilet, ahol nemcsak a kereslet varhato
alakulasanak, hanem a bizonytalansaganak az ismerete is sziikséges. Mindennek
a modszertani és empirikus szakirodalmi hattere az elmult 10-15 évben valt egy-
re és egyre fontosabba az energiapiacon, tobbek kozott példaul a verseny nove-
kedése, a megujulok terjedése és egyéb infrastrukturalis kihivasok, vagy a keres-
let oldali szabalyozas (demand side management) miatt (Hong—Fan, 2016).

A tanulmany célja kettds: egyrészt a villamosenergia-rendszer terhelési bi-
zonytalansaganak empirikus eredményeit, masrészt a Gauss-keverékregresszio
ilyen célu alkalmazasa mogotti modszertani hatteret szeretném bemutatni, mivel
a magyar nyelvii kozgazdasagi szakirodalomban kevésbé publikalt modszertanrol
van sz6. A tanulmany eredményei tehat nem csak az alkalmazott modszertan
szempontjabol fontosak: a magyar rendszerterhelési bizonytalansag szezondlis
mintazatdnak elemzése és magyarazata ugyantgy relevans.

A tanulmanyban elvégzett szamitasok a Python sklearn és gmr csomagjai fel-
hasznalasaval késziiltek (Pedregosa és szerzétarsai, 2011, Fabisch, 2021).
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1. Felhasznalt adatok

A tanulmanyban vizsgalt orszagos, oras villamosenergiarendszer-terhelési adatok
forrasa a MAVIR Magyar Villamosenergiaipari Rendszeriranyité Zrt.' A hémér-
sékletadatok forrasa az Iowa State University — lowa Environmental Mesonet?
ASOS-mérései, Budapest mérési pontra vonatkozoéan.

A hémérsékletadatok alapvetéen féloras gyakorisdguak, ettdl ritkan néhany
perces, még ritkabb esetben egy-egy oras eltérések is lehetnek. A hianyzo féloras
idépontok (a teljes iddsor 0,2%-a) értékeit a legkdzelebb esé korabbi idépont
értékével,® az igy 1étrejott — immar ekvidisztins megfigyeléseket tartalmazéd —
adatbazisban a ,,ténylegesen” hianyzo értékeket (0,02%) pedig a féloraval korab-
bi értékkel helyettesitettem.

Természetesen mas imputacios technikak is alkalmazhatok, azonban a hiany-
z6 adatok alacsony szama és aranya, illetve véletlenszeriien szort jellege miatt a
végs6 eredményeket valdsziniileg nem befolyasolja a valasztott megoldas.

2. A villamosenergia-fogyasztas stilizalt tényei

Elsésorban pénziigyi piacokon elterjedt és népszerii az un. stilizalt tények (stylized
facts) megfogalmazasa és vizsgalata. Ezek olyan, foként kvalitativ jellegi allitasok,
amelyeket a pénziigyi idésorok tobbsége esetén altalanosan igaznak, érvényesnek
fogadhatunk el. A modellekkel szemben jogos elvarasként fogalmazzuk meg, hogy
ezeket a stilizalt tényeket minél jobban képesek legyenek leképezni.

Ahogyan a pénziigyi piacokra (Cont, 2001), gy a villamosenergia-arakra
(Marossy, 2010), a pénziigyi €s az energiapiacok kapcsolatara (Leng és szerzo-
tarsai, 2014), vagy akar a fogyasztasi idésorokra vonatkozoan is megfogalmaz-
hatok un. stilizalt tények. Ezek koziil — a teljesség igénye nélkiil — a legfontosab-
bak az alabbiak (bévebben Mdk, 2017):

— magas idobeli fiiggdség,

— szigoru értelemben vett (erds) stacionaritas hianya,

!https://www.mavir.hu/web/mavir/rendszerterheles

2 https://mesonet.agron.iastate.edu/request/download.phtml?network=HU _ ASOS

3 P1. amennyiben 10:00, 10:28 és 11:00 idépontban vannak mért adataink, akkor a hianyzo 10:30-as idépont a
10:28 idépont méréseit 6rokli. Amennyiben a mérés hianyzik 10:28-kor (Un. missing), a 10:30-as értéket is
hianyzoként kezelem, amit kés6ébb imputalok (a 10:00-as értékkel, amennyiben az nem hianyzo).
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— tObbszintl (éves, heti, napon beliili) szezonalitas,

— idgjarastol valo fiiggéség,

— heteroszkedaszticitas, azaz id6ben valtozo szorodas.

A tanulmanyban elssorban az utolsora koncentralok, de kdzvetetten termé-
szetesen a tobbi sem hagyhat6 figyelmen kiviil. Ehhez kapcsolodoan tekintsiik a
2017-es év bruttd rendszerterhelésére késziilt un. szintvonalabrat (contour plot,
1. (a) abra), ahol a napon beliili 6rdk (vizszintes tengely) és az év napjai (fiiggo-
leges tengely) fiiggvényében az oras bruttd rendszerterhelés értékeit abrazolom
az abra aljan szerepld osztalykdz-szinkod kombinacionak megfeleléen. Emellett
az 1. (b) abran egy-egy téli, atmeneti és nyari hét villamosenergia-terhelési gor-
béjének alakulasa szerepel.*

1. abra
A rendszerterhelés szintvonalabraja (a) és heti iddsorai egy téli,
egy atmeneti és egy nyari héten (b), 2017
Contour plot of the system load (a), weekly time series of the system load for a winter,
a transition and a summer week (b), 2017
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Forras: sajat szamitas.

4 A valasztott hetek az aldbbiak: tél: 2017. januar 23. — 2017. januar 29., atmenet: 2017. marcius 27. — 2017.
aprilis 2., nyar: 2017. julius 31. — 2017. augusztus 6.
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Els6sorban olyan tendenciakra hivom fel a figyelmet az abrak kapcsan, ame-
lyek a tanulmény szempontjabol fontosak, és kizardlag egy klasszikus idGsoros
abrat vizsgalva nagyon konnyen elvesznek.

A szintvonalabrarél nagyon sok, a villamosenergia-fogyasztast jellemz6 ten-
dencia egyértelmiien leolvashat6:

— Télen az alacsony, nyaron a magas hémérséklet miatt magasabb a rend-
szerterhelés értéke. Az n. fiitési hatas kiilondsen az év els6 és utolsod két
hénapjaban érvényesiil a teljes nap soran. Az un. hiitési hatas nagyjabol a
170. és a 220. nap kozott latszik, elsésorban a napkdzbeni ordkban. Az 1.
(a) abra halvanyabb sziirke szinei jelolik ezeket a napokat, illetve napsza-
kokat.

— A hétvégi napokon jellemzOen alacsonyabb a rendszerterhelés, mint
egyébként: ezt a hétvégi napoknak megfeleld, a kdrnyezé napokhoz képest
valamivel sotétebb savok jeldlik az 1. (a) abran.

— A naplemente miatti viszonylag erds un. vilagitasi hatast (vagy naplemen-
tehatéast) az abran a 15. és a 20. 6ra kornyékén — az oraatallitaskor kicsit
megtord — félkdriv mutatja.

Az abra szamtalan tovabbi elemezni valot rejt magaban, aminek a vizsgalatat
az olvaséra bizom, azonban kiegészitésként két fontos megallapitast szeretnék
kiemelni:

— A rendszerterhelés alakulasaban napon beliil jellemzdéen két csucsidészak
van, ami a szintvonalabrardl talan kevésbé tlinik annyira ki: az egyik nap-
kozben (elsésorban a homérséklet és az emberi aktivitasbol fakado ténye-
z6k miatt), a masik a nap végén (a naplementehatas miatt).

— A homérséklet nemlinedris hatdsa napon beliil sem feltétleniil azonos, nem
feltétleniil lehet ,,egyszertien” csak flitési, illetve hiitési hatasrol beszélni.
Az éjjeli, kora hajnali o6rak esetében ugyanis elsGsorban a fiitési szezonbéli
¢és az azon kiviili fogyasztdsban van markans eltérés — ez is jelent egyfajta
hoémérsékletfiiggdséget, azonban a kapcsolat korantsem olyan szoros, mint
példaul a napkozbeni csticsorak esetén. Ugyanigy a napvégi orak esetén is
mas a homérséklethatas a napnyugta idopontjanak (és az abbol adddo un.
vilagitasi hatasnak) a dominanciaja végett.

A felsoroltakbol is lathatd, hogy a villamosenergia-fogyasztas alakulasa rend-
kiviil 6sszetett folyamat, nem véletlen, hogy szdmtalan kutatas foglalkozik vele,
rengeteg szempontbol.

Annak érdekében, hogy az el6z6 abrakhoz hasonlé egyszeriibb, de mégis intu-
itiv eszkdzzel szolgaljunk a fogyasztas bizonytalansagarol is, vizsgaljuk meg a
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2017-es év rendszerterhelési idésorara illesztett linearis regresszid® reziduumai-
nak alakulasat! A 2. abra® azt sugallja, hogy nemcsak a villamosenergia-rendszer
terhelésének idGsorat, hanem annak a bizonytalansagat is szezonalis viselkedés
jellemzi: jellemzOen a reggeli felfutas oraiban, illetve az esti 6rakban a reziduu-
mok szdérasa magasabb, mint egyébként. A reziduumok szoérasa azonban nyilvan-
valdan rendkiviil zajos, igy ez alapjan nehézkes a bizonytalansag pontos karakte-
risztikajarol érdemileg nyilatkozni. Az egyértelmiien latszik viszont, hogy a kons-
tans standard hiba és a reziduumok szdérasa nincsenek dsszhangban egymassal.

2. dbra
A rendszerterhelésre illesztett linearis regresszié standard hibaja és
reziduumainak szorasa oras bontasban, 2017
Standard error and standard deviation of the residuals of
the linear regression fitted to the system load, hourly breakdown, 2017
MW
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Forras: sajat szamitas.

A fogyasztas bizonytalansagara — amely minden szempontbol kapcsolodik az
elézéekben felsorolt jellemzOkhdz — vonatkozodan is vannak természetesen ta-
nulmanyok. Lo és Wu (2003) egy olyan mddszert mutat be a bizonytalansag mé-

5 A linedris regresszi6 illesztése a 2017. januar 1. és 2017. december 31. kdzotti idészakra tortént. A felhasznalt
magyarazovaltozok az alabbiak: a hét napjait, a nap orait jelold dummyvaltozok, az iinnepnapokat és athelyezett
munkanapokat jelolé dummyvaltozok, az oras rendszerterhelés 1, 2 és 24 oras késleltetése, valamint a hdmér-
sékletb6l szamitott hiitési, illetve fiitési napfokértékek. A napfokmddszerrdl roviden a 3. fejezetben lesz még
sz0, néhany tovabbi eredményrdl pedig a 4. fejezetben.

© A szezondlis bontéas az aldbbiak szerint tortént: téli honapok: januér, februar, december; atmeneti honapok:
marcius, aprilis, majus, illetve szeptember, oktober, november, nyari honapok: jinius, jalius, augusztus.
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résére, amely nem igényel konkrét modellt: az o6ras valtozasok szorasan alapul.
Subbarao és szerzotarsai (2011) k-NN (k-legkozelebbi szomszéd) mddszere a
becsiilt modell reziduumainak egyfajta simitdsan alapul, ami még szintén egy
egyszeriibb megkozelitésnek mondhato.

Tobb olyan tanulmany is van, amely kvantilis regresszid hasznalatara épiil
(Bracale és szerzotarsai, 2019; Wang és szerzotarsai, 2018), illetve ezen a terii-
leten is elterjedtek a kiilonbozoé neuralis halozatok (Taylor—Buizza, 2002; Good-
fellow és szerzétarsai, 2014, Wang és szerzétarsai, 2020), vagy ezek kombinaci-
01 (Zhang és szerzétarsai, 2019). Szintén elterjedt még a Gauss-
folyamatregresszio alkalmazasa (Heo—Zavala, 2012; Manfren és szerzotdrsai,
2013). Srivastav és szerzotarsai (2013) Gauss-keverékregressziot hasznalnak,
ugyanugy, mint Mdak (2017).

A 3. fejezetben egyszerli példakkal kiegészitve bemutatom a Gauss-
keverékmodell és a raépiild Gauss-keverékregresszio modszertanat. A Melléklet-
ben néhany tovabbi részlet is talalhatd az elméleti hattérr6l. A 4. fejezetben a
rendszerterhelés 2011-2019 kozotti idosoran bemutatom a keverékregresszid
eredményeit: a szamitott (id6fiiggd) standard hibdk (szezonalis) alakulasat, illet-
ve azt, hogy a modszer a reziduumokkal konzisztens standard hibakat ad. Az 5.

c ey

3. Modszertani attekintés

A keverékmodellek, azon belill is a Gauss-keverékmodell (Gaussian Mixture
Model, GMM) alkalmazasa egyre tobb helyen van jelen mind a szakirodalomban,
mind a gyakorlati alkalmazasok teriiletén. Az utobbi években talan leginkabb a
jelfelismerés, jelfeldolgozas teriiletén lehet vele talalkozni (Bishop, 2006, Yuksel
és szerzotarsai, 2018), de nagyon sok kbdzgazdasagi alkalmazas is van (Ausin—
Galeano, 2007). A bbévebb elméleti hattérrol szamos helyen talal irodalmat az
érdekl6do6 olvasé (Dempster és szerzétarsai, 1977; McLachlan—Krishnan, 1977,
McLachlan—Peel, 2000).

A tanulmany lényegi eredményeit tartalmazo 4., empirikus fejezetet megeld-
legezend6en kisebb empirikus példak mar ebben a modszertani fejezetben is
szerepelnek: a nemzetkozi szakirodalomhoz valé kapcsolodasbol fakadoan a
GMM ¢és az arra épiild Gauss-keverékregresszio (Gaussian Mixtures Regression,
GMR) mddszertanat a nemlinearis kapcsolatok miatti modellezési igény szem-
pontjabdl kiindulva és ezen végigvezetve érdemes targyalni. Bemutatom azt is,
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hogy a GMR milyen médon alkalmazhato a heteroszkedaszticitas modellezésére,
mivel a 4. fejezet f6 fokusza az utobbi.

3.1. A linearitas hianyanak kezelése a villamosenergiarendszer-
terhelés vizsgalatiban

Tekintsiik bevezetésként — az energiapiaci szakirodalomban mar kdzismertnek
szamito — 3. abrat, amely a napi atlaghdmérséklet fiiggvényében abrazolja a napi
atlagos villamosenergiarendszer-terhelést a 2017-es évre vonatkozdan. Tisztan
leolvashatd a két valtozo egyiittes eloszlasanak, kapcsolatanak az a bonyolultsa-
ga, amelyrdl a 2. fejezetben a szintvonalabra vizsgalata soran is emlitést tettem
mar: a hdmérsékletfiiggés iranya €s erdssége sem allando6 a teljes mintan.

3. abra
Rendszerterhelés a h6mérséklet fiiggvényében (a) és
napfokmédszerrel becsiilt rendszerterhelés (b), 2017
System load as a function of temperature (a),
predicted system load based on degree-day method (b), 2017
a) b)
Napi atlagos brutto rendszerterhelés, MW Napi atlagos bruttd rendszerterhelés, MW
6 500 6 500
6000 - 6000 -
5500 A 5500 -
5000 - 5000 -
4500 - 4500 -
4000 - 4000 -
3500 T T T r T 3500 T T T r r
-20 -10 O 10 20 30 40 -20 -10 0 10 20 30 40
napi k6zéphémérséklet [°C] napi kozéphdmérséklet [°C]

® Tény ® Becsiilt
Forras: sajat szamitas.

A linearitas hianyanak abran megjelend kezelését sok esetben szakaszosan li-
nearis fiiggvények kezelésével oldjuk meg. Az egyik legalapvetdbb megoldas az
un. napfokmodszer, amely tapasztalati alapon vagy modellszelekci6 utjan hata-
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roz meg kiiszobértékeket a szakaszos linearitds biztositasahoz (Sugar, 2011;
Espinoza és szerzétarsai, 2005).”® Nagyon elterjedt megoldas az in. MARS
(Multiple Adaptive Regression Splines) is (Friedman, 1991), amely a nemlinearis
(és interakcids) hatasok hasonld szemléletli, de joval altalanosabb kezelésére is
alkalmas (energiapiaci alkalmazasként pl. Hiruta és szerzotarsai, 2022).

A linearitas hianyanak ilyen modon torténd kezelése természetesen csak egy
lehetséges és rendkiviil kézenfekvé megoldas a sok koziil, a tanulmanynak nem
célja ezeknek a részletes ismertetése.

A keverékmodellek alapdtlete, hogy tobb valtozo bonyolult egyiittes eloszla-
sat ,,egyszeribb” eloszlasok kombinacidjaként (azaz sulyozasaként, keveréke-
ként) fogalmazza meg — a GMM esetében ez az ,,egyszeriibb” eloszlas a normalis
eloszlas.

A GMR-16l eldljaroban annyit érdemes megjegyezni, hogy a linearitas hia-
nyanak modellezése itt is linearis Osszefiiggésekre van visszavezetve, azonban
mind a kiindulépont (azaz a GMM), mind a megvalositas eltérd az elézdekben
emlitett modszerekhez, vagy ahhoz képest, ahogy a linearitds hidnyarol klasszi-
kusan gondolkozunk.

A formalisabb moddszertani 6sszefoglald elott néhany, a tanulmany témajahoz
legkdzelebb allo energiapiaci témaju munkat még megemlitek. Srivastav és szer-
zotarsai (2013) bemutatjak, hogy az épiileti hiitési energiafelhasznalas hogyan
modellezheté GMR-rel a homérséklet, paratartalom és napsugarzas valtozok fel-
hasznalasaval. Hossain (2017) a szélsebesség rovid tavu eldrejelzésére hasznal
GMR-t. Wang és szerzotarsai (2017) szintén épiiletek energiafelhasznalasanak
modellezésére hasznaljak a modszertant. Ezek a példak mind alapvetden regresz-
szios célu alkalmazasok, és (Srivastav és szerzotarsai, 2013 munkdjat leszamit-
va) k6z0s benniik, hogy elsésorban a nemlinearis hatasokra és kevésbé a hetero-
szkedaszticitds modellezésére fokuszalnak. Tovabbi GMR/GMM-alkalma-
zasokat, illetve a modszertan egyedi villamosenergia-fogyasztéi gorbék profilo-
zasara torténo alkalmazasat lasd Mdak, 2017.

7 Sugdr (2011) alapjan definialjuk az Gn. fiitési napfokot max(0,12°C-T) médon, a hiitési napfokot pedig
max(0, 7-21°C) médon (T a hémérséklet °C-ban). Az ezen napfokvaltozok felhasznalasaval késziilt regresszids
becslés eredményei szerepelnek a 3. (b) abran. A kiiszobértékek természetesen az iddsor aggregaltsagi szintjé-
tdl, agazattdl (pl. foldgaz vagy villamos energia) is fiiggenek (foldgazfogyasztas esetén lasd pl. Mak, 2015).

8 Erdemes megjegyezni, hogy az itt és a 3. fejezet tovabbi részeiben bemutatott példak csak a hémérséklet-
rendszerterhelés valtozoparra vonatkoznak, ezért bizonyos idésorelemzési szempontokat nem vesznek figye-
lembe (pl. hétkdznapok és hétvégék megkiilonboztetése, iddbeli fliggdség kezelése stb.). A késleltetési struktiira
figyelmen kiviil hagyasa miatt pl. az reziduumok jellemzéen autokorrelaltak lesznek, de a becsiilt paraméterek
torzitatlansaga ebben az esetben is megmarad, igy a modszertan illusztralasara ez az egyszerii példa is megfeleld.
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3.2. A Gauss-keverékmodell

A GMM megkozelitése a paraméterek meghatarozasara a maximum likelihood
elméletbol ismerdsen hangzik: az a célunk, hogy olyan paramétereket becsiil-
junk, amelyek mellett maximalis a /ikelihoodja annak, hogy az éppen realizalo-
dott minta keletkezik. A GMM alapétletének, az ,.egyszeriibb” eloszlasok beve-
zetésének azonban természetesen ara van: az un. keveréksulyok nem megfigyel-
het6k. A becslés soran a nehézséget ezeknek a keveréksulyoknak a meghataroza-
sahoz bevezetett un. latens, rejtett valtozok kezelése jelenti.

A problémat formalisabban felirva jelolje x a megfigyelheté valtozo(ka)t,
z pedig az elébb emlitett latens valtozot. Legyen az egyiittes eloszlas siiriiség-
fiiggvénye az alabbi:

p(x,2z) =p(2) - p(x|z) . 1/

A z latens tulajdonsagabol adoddan azonban likelihood-fiiggvényt ehhez kap-
csoloddan nem tudunk felirni. A z sziikségszerli megtartasaval a stirliségfiigg-
vény felirhato csak a megfigyelhetd valtozokra:

pe) = ) p(07) = ) p(@) - p(x12) e

A z latens mivolta azonban ezzel természetesen nem sziinik meg: a kezelésére
az expectation-maximization (EM) modszer jelent majd megoldast.

3.2.1. A Gauss-keverékmodell felirasa

A GMM kiindulépontja tehat az, hogy a megfigyelt valtozok egyiittes eloszlasa
egy K darab komponenst tartalmazé Gauss-keverékeloszlassal irhatd le, amely-
nek stiriiségfiiggvénye:
K
p(x) = Z T * P (X5 s Zie) /3/
k=1
ahol:
— 7k a k-adik komponens (in. keverék)sulya (k=1,2...K),
—  p anormdlis eloszlas siirliségfiiggvénye f4 atlagvektorral és 2x kovarian-
ciamatrixszal (k=1,2...K),
—  Kakomponensek szama.
Az elébbiekben emlitett z latens kategoriavaltozo azt reprezentalja, hogy a
kiilonb6z6é megfigyelések melyik normalis eloszlasu komponensbdl allnak eld.
A kategorialis eloszlast kovetd z valoszinliségi valtozéd sulyfiiggvénye legyen

K
p(2), ahol Z Tk=] és m, = 0 minden k-ra.
=1
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A fentiek mellett a minta loglikelihood-fiiggvénye az alabbi:
n n K

l(t,u,2) =Inp(X;m,u,2) = Z ln(p(x,-;n,u,E)) =Z lnz p(x;,z; = k; i, 2, M) =
=1 =1 k=1 14/

n K n K
=D I ) pGulz = ki) p@ =kim) = ) In >l o T -,
i=1 k=1 =1 k=1
ahol 7z u és X rendre a 7, ik és 2k komponensenkénti paraméterek dsszevont,
egyszerlsitett jelolésére szolgalnak (azaz m = (my, my ...mg), it = (U1, Up - i) €S
X =(%,%;..2¢)), x; és z; pedig az i-edik megfigyelés megfigyelhetd és latens
valtozoértékeit jelolik.

3.2.2. Az expectation—maximization (EM) becslési eljaras

A paraméterbecslés, azaz a 7 u és X értékek meghatarozasianak nehézségét
alapvetden a loglikelihood-fiiggvény logaritmuson beliili kifejezése adja, vagyis
az, hogy a komponenstagsagot jelold z valtozo nem megfigyelhetd és értéke fiigg
az atlag- és kovariancia paraméterek értékétol.

A megoldast jelentd expectation—maximization eljaras alapvetoen két 6 1€pés
iterativ elvégzésébol all. Az iteracio ledllasi feltétele az, hogy a paraméterek
(vagy az un. Q-célfiiggvény) értékéiben nincs szignifikans valtozas.

E-lépés (expectation step)
Az adott 1épésben (vagy az inicializalds’ eredményeként) rendelkezésre 416 77 u

és 2 paraméterek mellett szamitsuk ki minden megfigyelésre a k-adik kompo-
nenshez tartozads posterior-valosziniiségeit (a z posterior eloszlasat) a Bayes-
formula alapjan: vagyis azt, hogy az egyes mintaclemeket milyen eséllyel reali-

zéalodhattak a 77 p és X paraméterekkel leirhato keveréksiirliség-fliggvény kom-
ponenseibol!

Az i-edik megfigyelés k-adik komponenshez vald tartozasanak posterior-
valoszintlisége:
mep(Xilz =k; wE) oy p Qs g, )

- = ) /5/
o p(lz =T X m o p g, %)

ik = Zi=kxi=
pu = p( |x;) 5

° A kezdd (Un. inicializalt) paraméterek meghatrozasa torténhet barmely klaszterezési eljarassal, de a felhasz-
nalo altal meghatarozott (Un. szakértdi) kezdd paraméterek is megadhatok. A tanulméanyban a kezdd 7 fik és
értékek meghatarozasa a KMeans++ eljarassal tortént. A fejezet késobbi részében kitérek arra, hogy a GMM-et
miért szokas (modellalapu) klaszterezési modszertanként emlegetni, annak ellenére, hogy a modszertan alapve-
tden valtozok egyiittes eloszlasanak a becslésén alapul.
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A posterior-valoszinliségek felhasznalasaval felirhato az un. Q-fiiggvény:

n

K
QD) =) > pu- (7 = kimp, ) =
i=1k=1 /6/

n n K
= > b @G kB + ). py - In(m)
i=1k=1 i=1 k=1

M-lépés (maximization step)

Az E-lépésben felirt Q-fliggvény maximalizalasa ekvivalens azzal, hogy a 77 1 és

2 paraméterek értékét ugy valtoztatjuk meg, hogy az 0j (optimalis) paraméterek
mellett a megfigyelt minta (azaz a megfigyelések egyiittese) a legnagyobb esély-
lyel realizalodjon. Technikailag a maximalizalasi feladatot az alabbi mdédon szo-
kas felirni:

0,5 = argmin(Q(m, 1, £))> 17/
ahol #,4 és L az1ij paramétereket jeloli, amelyekkel a kovetkezd E-1épés poste-
rior-valosziniiségeit szamoljuk (amennyiben a leallasi feltétel nem teljesiil). Vi-
szonylag konnyen levezethetd, hogy az M-1épés eredménye a becsiilni kivant
paraméterekre zart formulakat ad (b6évebben 1d. a Mellékletet).

Fontos megemliteni, hogy a Q-ﬁiggvg’:nyben — a pi posterior-valosziniiségek

bevezetése mellett — a logaritmus és a Z .. kifejezések 1ényegében ,helyet cse-
k=1

réltek” a loglikelihood-figgvény formuldjahoz képest, és ez tette kezelhetové az
optimalizalasi feladat hatékony megoldasat — a Mellékletben bemutatom roviden
ennek a modszertani hatterét.

3.2.3. A Gauss-keverékmodell alkalmazasa a napi hdmérséklet-
rendszerterhelés idésorra

Tekintsiik a napi kozéphomérséklet és villamosenergiarendszer-terhelés kapcso-
latat a Gauss-keverékmodell szempontjabol!

A 4. (b) abran az illesztés eredményeként el6allo BIC-kritériumok értéke lat-
hat6, 2 és 10 kozotti komponensszam mellett. Mivel a BIC-kritérium minimuma
jelzi a valasztandd modellt, 4 komponens illesztése mellett dontdttem. Az ezek
felhasznalasaval eldallithatd Gauss-keverékstriiség-fiiggvény szintvonaldbraja
szerepel a 4. (c) abran, ahol a sotétedo szinskala magasabb siiriiségfiigg-
vény(likelihood)-értékeket jelol. A becslést standardizalt valtozok terében végez-
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tem el, annak érdekében, hogy a valtozok nagysagrendje ne befolyasolja a klasz-
terezés eredményét.'”

Abrazoljuk kiilon-kiilon csak azokat a komponensenket, amelyek alapjan a
valtozok egyiittes eloszlasardl alkotott eldzetes elképzeléseink és az eredmények
konnyebben 6sszehasonlithatok! Az 5. (a) abran a GMM komponenseknek meg-
felel6 kétdimenzios normalis eloszlasok 95%-o0s konfidenciaellipszisei szerepel-
nek, vagyis — amennyiben az eloszlasbeli feltételezés helyes — az abran szerepld
ellipszisek teriiletére komponensenként a megfigyelések 95%-a esik."' Az illesz-
tett 4 komponens nagyjabol megfelel az eldzetes elképzeléseknek, hiszen van
egy erds pozitiv és két negativ iranyu kapcsolatot reprezentalé komponens a ma-
gasabb, valamint egy nagyon enyhén negativ iranyu kapcsolatot reprezentald az
alacsonyabb terhelési szinteken. Utobbi jelenség azzal magyardzhatd, hogy az
alacsonyabb fogyasztasi szintek hdmérsékletfiiggése joval enyhébb, és elsésor-
ban a téli vagy a hidegebb atmeneti honapokban van jelen, ahogy az az 1. feje-
zetben szerepld szintvonalabra targyalasa soran is emlitettem.

4. dbra

Rendszerterhelés a hmérséklet fiiggvényében (a), az illesztett GMM-modellek

BIC-értékei (b), GMM-keveréksiiriiség-fiiggvény 4 komponens esetében (c), 2017

System load as a function of temperature (a), BIC values of the GMM models (b),
mixture density function for GMM model with 4 components (c), 2017

a) b)
Napi atlagos brutté rendszerterhelés, MW BIC
6500 2075
6 000 2050
2025
5500 2000
5000 1975
4500 1950
1925
4000 1900
3500 1875
-20 -10 O 10 20 30 40 2 3 4 5 6 7 8 9 10
napi kézéphdmérséklet [°C] komponensek szama

(Az abra folytatasa a kovetkezd oldalon.)

10'A valtozok standardizaldsa hasonlé megfontoldsbol a 4. fejezetben is megtortént. A 4. fejezetben az ellentétes
iranyl transzformaciot is elvégeztem a regresszios eredményeken, annak érdekében, hogy azok az eredeti
mértékegységben értékelhetbek és a tény rendszerterhelés értékekkel 6sszehasonlithatoak legyenek.

1" Az ellipszisek paraméterei a kovarianciamatrix sajatérték-sajatvektor felbontasabol szarmaztathatok.
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(folytatas)
¢)
Napi atlagos bruttd rendszerterhelés,
standardizalt

3

-3 2 -1 0 1 2 3
napi kdzéphomérséklet, standardizalt
Likelihood

[0
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35

A GMM komponensei egyébként klaszterként is interpretalhatok: a modszert
a szakirodalom sokszor Gauss-keverékklaszterezés néven (Gaussian Mixture
Clustering) emlegeti. Ebben az értelemben a komponensekre gondolhatunk tgy,
mint az x; valtozok dimenzidjaban kialakitott homogén, valamilyen szempontbol
(ebben az esetben a BIC-kritérium) optimalis csoportokra. Az x; valtozok ese-
tiinkben a homérséklet és a rendszerterhelés napi megfigyeléseit tartalmazzak, a
z; valtozok pedig a latens klasztertagsagok.

A megfigyelések klaszterekhez torténd hozzarendelése azonban nem binaris,

rrrrrr

egy megfigyelés olyan mértékben jarul hozza egy klaszterhez, amilyen mértéket
a becsiilt 7, ik és Xx paraméterek és a sajat x; ismérvértékek alapjan szamolt pi
posterior-valosziniiség diktal. Masképpen fogalmazva: ahhoz a klaszterhez torté-
né hozzajarulas lesz a legnagyobb, ahova a sajat x; ismérvértékek alapjan a leg-
nagyobb eséllyel tartozik.

A komponensek elhelyezkedésébodl adodoan természetesen az egyes megfi-
gyelések besorolasi bizonytalansaga nagyon eltérd lehet. Ezt hivatott szemléltetni
az 5. (b) abra, amely megoérzi a mellette szerepld abra szineit, viszont az abran
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szerepld jelold X-ek méretének konkrét tartalma is van: minél nagyobb egy beso-
rolas bizonytalansaga, annal nagyobb az abran szerepld jeldld X mérete.'?

Elsére némileg zavard lehet az 5. abran, hogy az alacsonyabb fogyasztasi
szinteket tilnyomoan egy komponens képviseli. Valdjaban ez a képviselet a pi
posterior-valoszintiségek altal vezérelve valdszinliségi jellegli, ami azt jelenti,
hogy az alacsonyabb fogyasztasi szintek eloszlasanak leirasahoz a tobbi kompo-
nens is hozzajarul, csak kisebb stllyal. Ez a szemlélet a GMM regresszios alkal-
mazasanal is fontos lesz.

5. abra

Hoémérséklet-rendszerterhelés valtozoparra illesztett GMM komponsek (a) és

besorolasi bizonytalansagok (b), 2017
GMM components fitted to temperature and system load variables (a),
component uncertainties (b), 2017

a) b)
Napi atlagos bruttd rendszerterhelés, Napi atlagos brutté rendszerterhelés,
standardizalt standardizalt
3 3
2 2
1. - . 11, %
. . o o, 0 .‘....O . ®
. BRI - R 2 ws. ¢ ‘
0 N £ A ’
-1 -1
-2 2
=3 =3
-3 2 -1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3
napi kozéphdmérséklet, standardizalt napi k6zéphdmérseklet, standardizalt
* 1. komponens - 3. komponens * 1. komponens 3. komponens
¢ 2. komponens - 4. komponens » 2. komponens * 4.komponens

Forrés: sajat szamitas.

A komponensenként szamolt kovarianciamatrix praktikus tartalma az, hogy a
valtozok kovarianciastrukturaja a mintdban nem allando, hanem a magyarazoval-
tozok értékétdl fiigg. Tekintve a klaszterezés tanitd nélkiili (an. unsupervised)

12 Feltételezve, hogy az i-edik megfigyelés oda lett besorolva, ahol a p; maximalis (k=1,2,3,4), a bizonytalansag
mértékének egy lehetséges szamitasi modja az alabbi kifejezés: 1 — MAX Py Ahogy az varhato, a klaszterhata-

rokon a bizonytalansdg magasabb, hiszen az ott szerepld megfigyelések nagyobb eséllyel tartozhatnak két (vagy
annal tobb) klaszterhez.
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tulajdonsagat, ez egyben azt is jelenti, hogy a valtozok kozotti nemlinedris és
interakcios kapcsolatokat ugy tudjuk figyelembe venni, hogy explicit médon nem
kell 6ket definialni, hiszen az egyiittes striiségfiiggvény illesztése eredménye-
ként megkeletkeznek. A regresszié modszertani hatterérdl 1asd bovebben a 3.3.
fejezetet, illetve a Mellékletet.

3.3. A Gauss-keverékregresszio

A GMR mogotti elv a kovetkez6d: mivel a GMM-bol adéddan a valtozok egyiittes
eloszlasa rendelkezésre all, a feladat az, hogy a valtozok koziil egy (a majdani
eredményvaltozo) feltételes eloszlasat meghatarozzuk a tobbi valtozé (mint ma-
gyarazovaltozok) feltétele mellett.

A Mellékletben bemutatjuk, hogy a GMR komponensenként illesztett regresz-
sziok keverékeként definialhatd (Sung, 2004). Mivel a GMM kovarianciamatri-
xai az egyedi megfigyelések pi posterior-valdszinliségekkel torténd stlyozassal
keletkeztek meg, ennélfogva technikailag a komponensenként illesztett regresz-
sziok a megfeleld pir posterior-valosziniiségekkel mint sulyokkal szamolt sulyo-
zott regresszioknak tekinthetdk. Mindebbdl fakaddan az eredményvaltozo feltéte-
les eloszlasa is normalis eloszlasok keverékeként all eld.

A legfontosabb konklizié modszertani szempontbdl az, hogy mivel az ered-
ményvaltozo feltételes eloszlasa az x; magyarazovaltozok fliggvénye, a GMR jo
alternativa a heteroszkedaszticitas kezelésére (a linearis és interakcios hatasok
kezelése mellett). Ebben a fejezetben az eredményvaltozo feltételes eloszlasaval
kapcsolatos Osszefiiggéseket kozlom, mivel a 4. fejezet eredményeihez, illetve
azok megértéséhez ez kapcsolodik szorosabban. Tovabbi részletek a Melléklet-
ben szerepelnek.

A konnyebb kovethetoség kedvéért a kovetkezd fejezetben hasznalt jelolés-
rendszert a regresszioban szokasos jeldlésrendszerhez igazitva modositom.
A tovabbiakban y; a valasztott eredményvaltozot jeloli, x; pedig y: kivételével az
Osszes tobbi valtozot, amelyek a GMM-ben megfigyelhetd (nem latens) valtozo-
ként voltak jelen. (Lasd még a Melléklet M2. tablazatat a fontosabb jelolésekrol.)

3.3.1. Az eredményvaltozo feltételes eloszlasa és fontosabb momentumai

Az eredményvaltozénak (y-nek az adott x; magyarazdvaltozok feltétele melletti)
feltételes varhato értékének és feltételes variancidjanak (standard hiba négyzeté-
nek) a szamitidsa a komponensenkénti feltételes varhato értékek és varianciak
alapjan a pi posterior-valdsziniiségek, mint sulyok felhasznalasaval torténik.

STATISZTIKAI SZEMLE, 101. EVFOLYAM 5. SZAM 403-439. OLDAL DOI: 10.20311/stat2023.05.hu0403



SZEZONALIS ELOREJELZESI BIZONYTALANSAG A VILLAMOSENERGIA-PIACON 419

Jelolje my. az i-edik megfigyelés k-adik komponensbéli feltételes varhato ér-
tékét, amelynek szdmitasa az alabbi képlet szerint torténik:
mye =y + (= 1" B /8/
Az dsszefiiggés kihasznalja, hogy a B, paramétervektor nem tartalmaz kons-
tans tagot, igy az (my —p;) és (x; — pf) atlagtol vett eltérésekre felirt osszefiig-
gés értelemszeri atalakitdsaként adodik (lasd a Mellékletet).
Az s}, azaz az i-edik megfigyelés k-adik komponensbéli feltételes variancidja

természetesen azonos a komponensenkénti rezidudlis varianciaval (azaz o?-nel,

lasd a Mellékletet).
Az eredményvaltozo feltételes varhatod értéke €s variancidja az alabbiak sze-
rint irhat6 fel:

K K K
yi = Z Pk - My, illetve var(y) = Z Pik * (sf +mf) — (Z Pik "My ). /9/
P =1 =1

Utobbi Osszefiiggésben (kétszer is) kihasznaltam, hogy a variancia a négyze-
tes atlag négyzetének és a szamtani atlag négyzetének a kiillonbsége.

Mivel a komponensenkénti eloszlas normalis, az eredményvaltozo feltételes
stirtiségfiiggvénye is normalis eloszlasu stirliségfiiggvények keverékeként irhatd
fel, az alabbi modon:

K _ .2
D(Vi; Piter Mik» Sik) = kz_lpik .\/Z_%Sik.exp (‘%(%) )) /10/
ahol az eredményvaltozé feltételes eloszlasat leird pir, mir és si paraméterhdrmas
értéke fiigg az x; magyarazovaltozok konkrét értékétol.

Az eredményvaltozo feltételes eloszlasa Gauss-keverékeloszlas, ezért a konfi-
denciaintervallum szamitasa is bonyolultabb: az o megbizhatosagi szintli konfi-
denciaintervallum also, illetve fels6 hatara az 0/2, illetve az (1- a/2) percentilisek
értékei az elobb felirt keverékeloszlasbol. Utdbbi a publikusan elérheté nyilt
forraskodi programcsomagoknak nem része, igy ennek implementalasa is a ta-
nulmany eredményének tekinthetd.

3.3.2. A Gauss-keverékregresszi6 alkalmazasa a napi hdmérséklet-
rendszerterhelés id6sorra

Visszatérve 2017-es év napi kozéphdmérséklet és a villamosenergiarendszer-
terhelés kapcsolatara, a 6. abra a GMR becslési eredményeit mutatja.

Mivel a valtozok kozotti nemlinearis kapcsolatok leképezése a GMR esetében
is linearis Osszefiiggésekre van visszavezetve, minden komponenshez tartozdéan
sulyozott (linearis) regressziot becsiiliink (6. (a) abra).

STATISZTIKAI SZEMLE, 101. EVFOLYAM 5. SZAM 403-439. OLDAL DOI: 10.20311/stat2023.05.hu0403



420 MAK FRUZSINA

Természetesen nem mindegyik regresszios egyenes érvényes a magyarazoval-
tozok teljes tartomanyan: a pi posterior-valosziniiségek determinaljak azt, hogy
melyik komponenst milyen x; értékek mellett kell nagyobb sullyal figyelembe
venni. gy egy-egy megfigyelés adott k komponens melletti varhato értékét (ma)
a pir posterior-valosziniségekkel stulyozva kapjuk a GMR-becslést (7, lasd 6.
(b) abra).

6. abra
Komponensenkénti regresszios becslések (a) és GMR-becslés (b)
a rendszerterhelés varhato értékére, 2017
Component-wise regression predictions (a) and GMR prediction (b) of system load, 2017

a
Napi atlagos brutto rendszerterhelés,
standardizalt

b)
Napi atlagos bruttd rendszerterhelés,
standardizalt

3 3
2 1 21
11 1
0 - 0 -
-1 1 -1 1
-2 -2
-3 T T T T T -3 T T T T T
-3 2 -1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3
napi kozéphomérséklet, standardizalt napi kozéphémérséklet, standardizalt
® Tény ® Tény
o 1. komponens becsiilt o Becsiilt

2. komponens becsiilt
¢ 3. komponens becsiilt
4. komponens becsiilt

Forras: sajat szamitas.

A GMR konstrukcigjabol addéddan nemcsak az eredményvaltozo feltételes
varhato értéke, hanem a teljes feltételes eloszlasa is szarmaztathato. Egy-egy
ilyen feltételes eloszlast mutat az 7. abra (a), (b) €s (c) része, valasztott —5°C,
+10°C ¢és +25°C, azaz egy-egy téli, atmeneti és nyari idészakban jellemzd napi
kozéphomérséklet mellett (az abrakon az eredmények a standardizalt rendszer-
terhelésre vonatkozoan szerepelnek).
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Az (a) és (c) (téli és nyari) abran a két moduszusag oka az, hogy minddssze
két valtozoval dolgoztam, igy adott hémérséklet mellett a feltételes eloszlas ala-
kulasaban két komponens sulya lesz magas: az egyik az alacsonyabb (hétvégi)
fogyasztasi szintekhez kapcsolodik, a masik a magasabb (hétkdznapi) fogyasztasi
szintekhez. A (b) abran ez joval enyhébben jelenik meg, hiszen az atmeneti id6-
szakban a hétvégék és a hétkoznapok atlagos szintjei kdzott nincs olyan jelentds

kiilonbség, mint télen vagy nyaron.

7. abra

A rendszerterhelés feltételes eloszlasanak siirtiségfiiggvénye, 2017
Conditional density function of system load, 2017

a) —5°C feltétele mellett
Likelihood

1,2
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2

0,0

-3 2 -l 0 1 2 3

napi atlagos brutt6 rendszerterhelés,
standardizalt

¢) +25°C feltétele mellett
Likelihood

1,2
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2

0,0
-3 2 -1 0 1 2 3
napi atlagos brutto rendszerterhelés,
standardizalt

Forrés: sajat szamitas.

b) +10°C feltétele mellett
Likelihood

1,2
1,0
0,8
0,6
0,4
0.2

0,0
-3 2 -l 0 1 2 3
napi atlagos brutt6 rendszerterhelés,

standardizalt
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Az emlitett jelenség lényegében arra utal, hogy fontos, relevans valtozo hi-
anyzik a modellbdl. A tanulmany 4. fejezetében természetesen kezelem ezt a
problémat. Itt a cél els6sorban az illusztracid volt és ebben az értelemben egy
,.hianyos” modell a modszertan 1ényegét még jobban tudta prezentalni.

4. Empirikus eredmények

A tanulmény 6 empirikus eredményeit két részre bontva mutatom be: el0szor a
paraméterek keresztvalidacioval torténd becslését ismertetem, majd értékelem a
modell teljesitményét a teljes eldrejelzési intervallumon, kiemelten a hibak szo-
rodasara, az eldrejelzési bizonytalansagra fokuszalva.

4.1. Paraméterbecslés keresztvalidacioval

Mivel kellden hosszu idésor all rendelkezésre, a komponensek optimalis szama-
nak megvalasztasdhoz és a paraméterek becsléséhez un. keresztvalidacios (cross-
validation) technikat hasznaltam. A becslési, validacios ¢és eldrejelzési (train,
validation és prediction) intervallumokat az alabbi modon definialtam:

— egy évet becslési és az ezt kovetd harom honapot validacios idészakként

hasznalva hataroztam meg a komponensek optimalis szamat;

— az (egy ¢és egynegyed évet kovetd) egy honapot mint elérejelzési interval-

lumot hasznaltam a modell teljesitményének kiértékelésére;

— a fenti két 1épést egy honapos eltolasokkal Gjra és Gjra elvégeztem a 2011.

januar 10. és 2019. december 29. kozotti idészakra vonatkozéan. '

Az iddintervallum-hosszok megvalasztasa alapvetéen modellezdi dontés,
amelynek soran figyelembe vettem, hogy sem a til révid, sem tal a hosszu inter-
vallumok nem eldnydsek. A villamosenergia-fogyasztas éves szezonalitasabol
adodoan legalabb egyéves becslési iddszakot mindenképpen érdemes valasztani.
A becslési iddszakhoz képest ardnyaiban tul rovid validaciés idészak sem sze-
rencsés, annak érdekében, hogy egy viszonylag stabil performanciat értékelni
tudjunk. A GMM-moddszertan egyik elénye a konstrukciojabol adéddan éppen
az, hogy akar alacsony mintaelemszam mellett is képes az 0j struktarak felisme-

13 Az id8intervallumok tényleges hossza 52, 13 és 4 hét (azaz rendre 364, 91 és 28 nap) volt, annak érdekében,
hogy minden intervallum teljes heteket fedjen le (2011. januar 10. hétfére esett, 2019. december 29. pedig
vasarnapra). Igy a cstiszoablakos becslést kénnyebben lehet implementalni, és az elSrejelzési intervallumok
eredményei is praktikusan sszeflizhetok.
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résére (azaz uj komponens beazonositasara), ami igényt tamaszt arra, hogy az
eljaras teljesitményét havonta eltolt iddperiodusokkal vizsgaljuk meg.'

A komponensek optimalis szamanak meghatarozasa jorészt manualisan tortént:

— minden becslési/validacios intervallumpar esetén meghataroztam a GMM
paramétereit 2 és 25 komponensszam kozott;

— azt a komponensszamot (és paraméterszettet) tekintettem optimalisnak,
ahol a validacios mintdn szamitott score’’-érték mér csak elhanyagolhat6
mértékben ndvekedett, vagy a komponensek szamanak tovabbi emelésével
ellaposodott, esetleg zajossa valt;

— afenti eljaras eredményeként atlagosan 9-10 komponenst hataroztam meg.

A felhasznalt valtozok az alabbiak: brutté rendszerterhelés, annak 1., 2., 8., 16.,

24., 48. és 168. késleltetettjei, valamint 6ras hémérséklet adatok, azaz Gsszesen 9
valtozo dimenzidjaban dolgoztam. Az eredmények alapjan ez a késleltetési struktii-
ra a (napon beliili és heti) szezonalis jellemzdket jol rogzitette, az optimalis késlel-
tetési struktira modellszelekcio Gtjan torténd meghatarozasatol eltekintettem.

4.2. Szezonalis elorejelzési bizonytalansag

A fejezetben csak az elorejelzési intervallumok eredményeit mutatom be, hiszen a
modell teljesitményérdl leginkabb ez nyilatkozik jol. Mivel a mozgo6ablakos becs-
1ésbdl adododan az eldrejelzési idészakok egy atfedésmentes iddintervallumot al-
kotnak, a teljes, 2012 és 2019 k6z6tti mintan kiviili teljesitményt értékelni tudom.
A GMR-eredmények mellett ebben a fejezetben a legkisebb négyzetek mod-
szerével becsiilt linearis regresszid (OLS) eredményeit is kozlom — elsdsorban
nagysagrendi Osszehasonlitas miatt, hiszen utobbi sem a linearitas hianyat, sem a
heteroszkedaszticitast nem kezeli. A linearis regresszi6 illesztése a GMR elore-
jelzési idészakaval azonos idészakra, a 2012 és 2019 kozotti évekre tortént.'
Mivel a standard hiba konstans (egy cstiszoablakos megoldassal ezt a tulajdonsa-
got példaul egybdl el is vesziteném), valamint a linearis jellegb6l fakadoan nem
meriil fel a talilleszkedés problémdja, nagysagrendi Gsszehasonlitdshoz ez a

!4 Természetesen mas becslési, validacids és elérejelzési intervallumok is véalaszthatok, de ezek észszerti meg-
valasztasa a tanulmany lényegi kovetkeztetéseire valdsziniileg nincs érdemi hatassal. A leginkabb megfeleld
kombinacio ellendrizheté egyébként akar keresztvalidacioval is, de az jelentdsen megndvelné a szamitasok
komplexitasat és idGigényét. Ugyan a szamitasi kapacitasigény egy ilyen méretii problémanal ma mar nem
feltétleniil megoldhatatlan, az optimalis(nak mondhatd) komponensszamoknak a keresztvalidacio jellegébdl
fakado, jorészt manualis meghatarozasa mindenképpen kényelmetlen.

15 Az 0. score az egy megfigyelésre juté atlagos loglikelihood.

16 A felhasznalt magyardzovéltozok ugyanazok, mint a 2. fejezetben: a hét napjait, a nap 6rait jeldlé dummyval-
tozok, az innepnapokat és athelyezett munkanapokat jel6lé dummyvaltozok, az oras rendszerterhelés 1, 2 és 24
oras késleltetése, valamint a hémérsékletbdl szamitott hiitési, illetve flitési napfokértékek.
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megoldas megfeleld: elmondhatd, hogy a GMR mind a reziduumok, mind az
abszolut reziduumok tekintetében valamivel jobb eredményeket produkal.
1. tablazat

A linedris regresszio (OLS) és a GMR reziduumainak leiro statisztikai
Descriptive statistics of linear regression (OLS) and GMR residuals

MW)
Reziduumok Abszolut reziduumok
Jellemz6
OLS GMR OLS GMR
Atlag 0,00 -0,37 67,02 65,57
Szo6ras 92,20 92,06 63,31 64,62
25. percentilis -51,37 —47,67 22,55 21,43
50. percentilis -3,36 0,42 48,64 46,87
75. percentilis 45,70 46,08 89,97 87,69

Forras: sajat szamitas.

A 3. fejezetben ismertetett modszertannak megfeleléen a GMR esetében az
eredményvaltozo feltételes eloszlasa minden idopontban mas és mas — a magya-
razovaltozok fliggvényében kalkulalt pi, mi €és si paraméterekkel leirhatdo —
keverékeloszlas. Az 8. abran a GMR standard hibak (azaz a feltételes eloszlasok
szorasanak az) atlaga és a reziduumok szérasa lathato 6ras bontasban.

A szezondlis bontas (nydr, tél, atmenet'’) mar 6Snmagéban véve okoz némi to-
kéletlenséget a megjelenitésben (kiilonbdz6 — példaul iddjarasi — okokbdl kifo-
ly6lag nem minden évben ,,viselkedik” ugyantigy minden hoénap). Emellett a
standard hibak kiilonboz6 (alakt) feltételes eloszlasok szorasai, igy az atlaguk is
inkabb csak nagysagrendileg relevans, valamint a reziduumok szoérasanak szamo-
lasa is implicit modon feltételez egyféle homogenitast, ami csak részben teljesiil.
Mindezen korlatozé tényezdk szem eldtt tartasaval megallapithato, hogy a két
mennyiség egylittmozgasa a reziduumokkal konzisztens standard hibakra utal.
Ezt a fejezet kés6bbi részében még ellendrizni fogom.

Erdemi megallapitasok fogalmazhatok meg a bizonytalansag szezonalis visel-
kedésérdl tobbek kozott az alabbi dimenziokban:

— a reggeli felfutds (Un. ramp-up) és a naplementét kdvetd orak versus az

ezen kiviil es6 id6szakok bizonytalansaga;

— a szezonalisan valtozo esti (naplemente utani un.) bizonytalansagi cstcs

idépontja;

— anyari versus téli és atmeneti honapok délutani csticsiddszaki 6rainak bi-

zonytalansaga.

17 A szezonalis bontés a 2. fejezethez hasonléan az alébbiak szerint tortént: téli honapok: januar, februar, dec-
ember; atmeneti honapok: marcius, aprilis, majus, illetve szeptember, oktober, november; nyari honapok:
junius, julius, augusztus.
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8. abra
A GMR standard hibak atlaga és a reziduumok szérasa, 2012-2019
Mean standard errors and standard deviations of residuals in GMR, 2012-2019

a) T¢éli honapok b) Atmeneti honapok
MW MW
160 160
140 140
120 120
100 100
80 80
60 60
40 40
20 20
0 0
1 5 9 13 17 21 24 1 5 9 13 17 21 24
nap oraja nap oOraja
¢) Nyari honapok
MW
160
140
120
Standard hibak atlaga
100 \
80 / — —Reziduumok szordsa
40 T~ \...//
20
0
1 5 9 13 17 21 24
nap oraja

Forrés: sajat szamitas.

Részletesebben kifejtve a fentieket, altalanossagban elmondhato, hogy év-
szaktol fliggetleniil a reggeli felfutasok bizonytalansaga relative nagyobb. Hason-
16 bizonytalansag jellemzi az esti id6szakot is, de a nyari honapokban &sszesség-
ében ez a bizonytalansag némileg alacsonyabb. Utobbinak feltehetéen az az oka,
hogy a téli, illetve az atmeneti honapokban a naplemente miatti vilagitasi hatas
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(és ennél fogva a hozza kapcsolodo bizonytalansag is) sokkal erésebb és a nap-
lemente idOpontjaval szinkronban sokkal korabban is kezdédik.

Elsére talan meglepé eredmény, hogy a bizonytalansag mértéke nem teljesen
aranyos a rendszerterhelés szintjével: példaul a kora délutani id6észak bizonyta-
lansaganak mértéke nagysagrendileg hasonl6 az éjjeli, korai hajnali idészakhoz.
Ennek az a magyarazata, hogy a cstcsidszakban a fogyasztas sokkal szabalyo-
sabb, igy sokkal nagyobb megbizhatosaggal eldrejelezhetd, mint példaul a szin-
tén aktiv esti orakban.

A nyari idészakban a (kora) délutani 6rak magasabb bizonytalansaga a téli
vagy az atmeneti honapokhoz képest szintén fundamentalisan magyarazhatd:
tobbek kozott feltehetéen a magasabb homérséklet miatti kevésbé kiszamithatod
légkondicionald-hasznalat all mogotte.

Ugyan a teljes elorejelzési idoszakra vonatkozdan a GMR altal becsiilt konfi-
denciaintervallumon kiviil esd megfigyelések aranya minimalisan meghaladja az
elméletileg vart 20, 10, illetve 5%-ot (2. tablazat), a meghaladas mértéke gyakor-
latilag minimalisnak tekinthet6 évszaktol fiiggetleniil.

2. tablazat
Konfidenciaintervallumon kiviil esé megfigyelések aranya, 2012-2019
Percentage of observations outside confidence interval, 2012-2019

(%)
L Teli | Atmeneti ‘ Nyari N
Megbizhatosagi szint Osszesen
hénapok
80% 23,3 21,6 21,8 22,1
90% 12,8 11,3 11,4 11,7
95% 7,4 5,9 6,1 6,3

Forrés: sajat szamitas.

A standard hibak reziduumokkal vald konzisztencidjanak ellendrzésére egy
sokkal egzaktabb, de egyben sokkal szigoribb elvarasoknak torténd megfelelés
tiikkrozodik a 9. és a 10. abrarol. Ezek azt mutatjak, hogy a valasztott 80, 90, illet-
ve 95%-o0s konfidenciaintervallumon kivill esé megfigyelések ardnya hogyan
alakul a GMR és az OLS esetében kiilonbozo szezondlis bontasokban.

Az abrakon szerepld felbontashoz szeretnék néhany megjegyzést fliizni. A 9.
abran a napkelte/naplemente idOpontjahoz igazodd napfényes/napfény nélkiil
id6szak szerinti csoportositas szerepel, mivel ez a bontas jobban diszkriminal,
mint az allandé , kereskedelmi” jellegli csucs/volgy bontas' (utdbbi esetben a
linearis regresszid esetében is viszonylag egyenletesek a konfidenciaintervallu-

18 A villamosenergia-kereskedelemben hasznalt cstics/volgyidészak definicidja szerint csticsidészaknak szami-
tanak a hétkoznapok reggel 8 és este 8 ora kozott, volgyidoszaknak az ezen kivill es6 orak, illetve a hétvégeék.
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mon kiviili ardnyok). A konnyebb abrazolas érdekében egy adott naptari nap nap
végi napfény nélkiili idészakat és a kdvetkezd naptari nap nap eleji, napfény nél-
kiili idészakat Gsszevontam, azaz pl. a vasarnapi napfény nélkiili idészak (a 9.
abran az elsd kategoridk) a vasarnapi nap végét és a hétféi nap elejét foglalja
magdban, a hétféi napfény nélkiili idoszak (a 9. dbran a harmadik kategoriak)
pedig a hétféi nap végét és a keddi nap elejét stb. A 10. abra honapok szerinti

csoportositast tartalmaz.
9. abra
Konfidenciaintervallumon Kkiviil es6 megfigyelések aranya
napfényes/napfény nélkiili idészak bontasban, 2012-2019
Percentage of observations outside confidence intervals
by daylight/no daylight period, 2012-2019

GMR OLS
a) Megbizhatosagi szint: 20%

Arany, % Arany, %
50 50
40 40
30
20
10
= o = o e g Oqﬁo-‘gh-‘gm;tuqa-‘gm&m
EEZQZOZEZmZoZ> ZE%Q L PRL LB =
SPTETRARCT S > A ZCZ TS
n n n 0
napfényes/napfény nélkiili idészak napfényes/napfény nélkiili idészak
b) Megbizhatdsagi szint: 10%
Arany, % Arany, %
50 50
40 40
30 30
20 20
0 gg_‘qg_‘gq_‘gg_‘&g_‘ﬁq_‘&m O&M&wﬁm&m&mﬁmcaw
cEz52575282%2¢2 2525252525 z252%
SEaE 55%05 SEe SEEYRSRO8 28
n ) )
napfényes/napfény nélkiili idészak napfényes/napfeny nélkiili idészak

(Az dbra folytatdsa a kévetkezd oldalon.)
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GMR

(folytatas)
OLS

c) Megbizhatosagi szint: 5%

Arany, % Arany, %
50 50
40 40
30 30
20 20
10 10I l . I II
’ &“*&!&!&!&!E‘“&! 0 QS:«E:&:&:&:&E&“
SEZEERSEERERRE EEREERISRIESS
n n w2 w2

napfényes/napfény nélkiili idészak

napfényes/napfény nélkiili idészak

Em Empirikus Elméleti

Forras: sajat szamitas.

Jol lathatd, hogy a GMR esetében a konfidenciaintervallumon kiviil es6 meg-
figyelések aranya joval egyenletesebben oszlik el a 20, a 10, illetve az 5%-os
értékek mentén, mind a napfényes/napfény nélkiili, mind a havi bontas esetében.
Szembetlind javulas a napfényes/napfény nélkiili idészak szerinti bontasban van,
hiszen a napfény nélkiili iddszakok lefedik a naplemente utani orakat és a reggeli
felfutas orait is, amikor magasabb a bizonytalansag (kiilondsen télen és az atme-
neti hdnapokban, amelyek soran késobb kel a nap).

Erdemes még megjegyezni, hogy abbdl adéddan, hogy a reziduumokra vo-
natkozé feltételek (normalitas, heteroszkedaszticitas) nem teljesiilnek a linearis
regresszio esetében, a konfidenciaintervallumon kiviili aranyok itt sem felelnek
meg az elméletileg vart 20, 10, illetve 5%-os értékeknek. A reziduumok eloszlasa
a normalisnal csucsosabb, ami azt eredményezi, hogy magasabb megbizhatdsagi
szinteken (pl. 20%) inkabb az elméletileg vart alatt, alacsonyabb megbizhatosagi
szinteken (pl. 5%) pedig ink&bb afelett van a vizsgalt arany.
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10. abra
Konfidenciaintervallumon kiviil es6 megfigyelések aranya havi bontasban,
2012-2019
Percentage of observations outside confidence intervals by month, 2012-2019
GMR OLS
a) Megbizhatosagi szint: 20%
Arany, % Arany, %
50 50
40 40
30 30
20 20
10 10
Oskgg.zgggﬁs;s; Of«msggg‘gggssas
S 25 F & E = S 6 9 © ZEE0ESESNEB 2
g OHNg\:ﬁE@EE N.Qﬁn.‘E\:gSrnEaEE
s 9 5 & £ S . = = <
SESEEST i ] TEETT U282 ]
< N z A < N Z
b) Megbizhatosagi szint: 10%
Arany, % Arany, %
50 50
40 40
30 30
20 20

—_—
(=T

—_
oS O

Februar
Julius

Januar
Februar
Marcius
Aprilis
Majus
Junius
Julius
Augusztus
Oktober
November
December
Januar
Marcius
Aprilis
Majus
Janius
Augusztus
Szeptember
Oktober
November
December

Szeptember

(Az abra folytatasa a kovetkezd oldalon.)
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(folytatas)
GMR OLS
¢) Megbizhatosagi szint: 5%
Arany, % Arany, %
50 50
40 40
30 30
20 20
10 10
EmEeemeEmend | eElss=REnm
5582552555858 EEELEE22588 58
ES2ESEEETEE: ES2ETE5EEEE:
== e0 3 3 £ 223 ¢ 8
< X z A < N z A
s Empirikus Elméleti
Forras: sajat szamitas.
5. Osszefoglalas

A fogyasztasi/terhelési iddsorok megbizhatosaganak részletesebb vizsgalata elso-
sorban az utobbi években kapott igazan nagy figyelmet. A tanulméanyban a hazai
bruttd villamosenergiarendszer-terhelés eldrejelzési kockazatat vizsgalva bemu-
tattam, hogy a villamosenergia-rendszer terhelésének alakulasahoz hasonldan a
bizonytalansagot is erés szezonalis viselkedés jellemzi. Ennek a heteroszkedasz-
tikus viselkedésnek a leirasara az in. Gauss-keverékregressziot (GMR) hasznal-
tam. A modszer tobb helyen megjelenik a nemzetkdzi energiapiaci szakiroda-
lomban, de els6sorban a nemlinearis és az interakcids hatasok kezelésére alkal-
mazzak, és a mogottes modszertani hatteret is sok esetben nagyon roviden
targyaljak.

Az empirikus eredmények az alabbiak szerint foglalhatok 6ssze: az orszagos
rendszerterhelés bizonytalansaga évszaktol fliggetleniil a reggeli felfutas oraiban,
illetve a naplementét kdvetd orakban joval magasabb, mint egyébként. El6bbi
nem meglepd, hiszen a fogyasztas gradiense ilyenkor a legnagyobb. Utobbi pedig
leginkabb azzal magyarazhatd, hogy a napkdzbeni aktiv iddszak sokkal kisza-
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mithatobb, mint a nap végi, sok szempontbol még szintén aktiv, de mar termé-
szetes napfény nélkiili idészak. Mindemellett az eredmények alapjan az is el-
mondhato, hogy a nyari honapok délutani idészakaiban az eldrejelzési kockazat
valamivel magasabb, feltehetden a 1égkondicionalo-hasznalat miatt.

Mindezek mellett bemutattam, hogy a GMR a reziduumokkal konzisztens
standard hibakat becsiil. Az ehhez sziikséges GMR-konfidenciaintervallumok
szamitasa a publikusan elérhetd programcsomagnak nem része, €s hasonlo elem-
z¢s (reziduumok vs. standard hibak) a (GMR-t hasznald, de gyakran mas) nyil-
vanosan elérheté publikaciokban sincs. Megallapitasaim mindségét erdsiti, hogy
kizarélag mintan kiviili (elérejelzési) eredményekrodl beszélek.

A fenti eredmények relevanciaja és a tovabbi kutatasi lehetdségek céljabol ér-
demes néhany tovabbi szempontot megemliteni. A tanulmanyban nem vettem
figyelembe minden valtozot, ami elméletileg rendelkezésre allhat és a villamos-
energia-fogyasztast szignifikdnsan befolyasolja. Ilyenek példaul a sz¢l, a leveg6d
paratartalma vagy az égbolt felh6takardval valo fedettsége. Miller és Nam (2022)
szerint példaul magas hdmérséklet esetén a paratartalom figyelmen kiviil hagyasa
a homérséklet hatasat szignifikansan alul-, mig alacsony homérséklet esetén a
felhotakard figyelmen kiviil hagyasa a homérséklet hatasat szignifikansan feliil-
becsiili. A homérséklethez képest a tobbi id6jarasi valtozo esetében viszont sok-
kal nehezebb megbizhato, a teljes orszagra jellemzonek mondhat6 adatokat be-
szerezni vagy konstrualni.

Tovabbi fontos elemzési lehetdség a GMR kiegészitése, illetve kiterjesztése
az un. kevésbé tipikus id6szakok iranyitottabb figyelembevételével — 6nmagaban
vagy mas modszerekkel kombinalva. Ez jelenti egyrészt az un. specialis napok
(tinnepnapok, munkanap-athelyezések) kezelését, masrészt az elemzés elmult
harom évre torténd kiterjesztését. Klaszterezés jellegli modszertanrol 1évén szo, a
GMM-nek elsésorban a tipikus mintazatok felismerésében van eldnye; ilyen
tekintetben a specialis napok — alacsony szamuk miatt — kevésbé nevezhetok
tipikusnak. Ezen tGlmenden pedig a bizonytalansag vizsgalata a Covidl9-
jarvannyal vagy a 2022 masodik felében megjelend rezsivalsaggal kapcsolatban
ugyanugy kiilon elemzés targyat kell, hogy képezze, mint maganak a villamos-
energia-fogyasztas varhatod szintjének a vizsgalata (Hortay—Szoke, 2020). Olyan
alapvetd strukturalis valtozasokrol beszéliink ugyanis (trendtorés, a fogyasztas
napon beliili alakjdnak megvaltozasa stb.), amelyeknek a vizsgalata ¢s a részletes
bemutatasa meghaladja ennek a tanulmanynak a kereteit. A bizonytalansagot
illetden a nemzetkozi szakirodalom sem tartalmaz még erre vonatkozodan sok
publikalt eredményt. Abbol addddéan, hogy a GMM/GMR kis mintaelemszam
mellett is képes az 0 struktirak beazonositasara, a modszertan alkalmazasa erre
az idGszakra is igéretes.
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Melléklet — Modszertani kiegészitések

M.1. A Gauss-keverékmodell felirasa

Tegyiik fel, hogy a megfigyeléseink egy K darab komponenst tartalmazé Gauss-
keverékeloszlassal irhatok le, aminek stirliségfiiggvénye az alabbi:
K

p(x) = Z T (X ks i) M1/
k=1
ahol:

— 7tk a k-adik komponens (un. keverék)sulya (,/=1,2...K),

—p a normalis eloszlas siirliségfiiggvénye g4 atlagvektorral és Xk kovarian-

ciamatrixszal (k=1,2...K),

—K a komponensek szama.

Feltételezve, hogy a z latens valtozo a 7z paraméterekkel leirhatd kategorialis
elKoszlést koveti (jeloljik ezt a valdszinliségi sulyfiiggvényt p(z)-vel, ahol
Z Tk=1 ¢és m, >0 minden k-ra) ¢és kovetve a 3. fejezetbdl a
=1
p(x) = Z p(2) - p(x|z) bsszefiiggést, a loglikelihood-fiiggvény (feltételezve, hogy

a megﬁgyeleselnk egymastol fliggetlenek) az alabblak szerint irhato fel:

I, 1, 2) =InpX;m,u,X) = Zln(p(xl,n 1) = Zanp(xl,z = k; i, Z, ) _/Mz/
=1 k=

n n K

Zlnzpoc 2 = k1, 5) - p(z; = ko) = RCEOR

i=1 k=1 i=1 k=
ahol 77y és X rendre a 7k, pik és 2k komponensenkénti parameterek Osszevont,
egyszeriisitett jelolésére szolgal (T = (7ry, My ... mg), 1t = (Uy, g - Ug) és
X =(21,2..2¢)). A becslési feladat nehézségét alapvetden az adja, hogy
a z értékek latensek és értékiik fiigg a tobbi paraméter értékétdl, igy a loglikeli-
hood-fiiggvény maximalizalasa a maximum likelihood (ML-) mddszerrel a szo-
kasos mdédon nem hatékony (minden megfigyelésre a z valtozod K lehetséges ér-
tékét figyelembe véve kellene kiszamolni a loglikelihood-fiiggvény értékét).

A z ismeretének hianyaban az expectation-maximization (EM-) eljaras megol-

dasa a problémara az, hogy a komponenstagsagokat — konkrét ismeretiik hianya-
ban — megbecsiili iterativ modon, egészen addig, amig az eredmények nem kon-
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vergalnak. Technikailag annyi torténik, hogy a loglikelihood-fiiggvény helyett
annak egy jol megvalasztott also korlatjat optimalizaljuk. A valasztas biztositani
K

fogja, hogy a logaritmus és a Z ... kifejezések 1ényegében helyet cseréljenek,
l=1
igy az optimalis paraméterekre jol interpretalhatd zart formulakat fogunk kapni.
A konnyebb érthetdség kedvéért egyet 1épjiink vissza: amennyiben a z értékek
megfigyelhetdk lennének, a loglikelihood-fiiggvény az alabbi modon lenne felir-
hato:

U ®) = ) In(pGr zim D) = ) n(pCalzi n, ) pim) M3/
i=1 i=1

Ahogy a jelolés is mutatja, ez nemcsak a paraméterek, hanem a megfigyelhetd
x és z valtozok ﬁjggvénye is. A kifejezés atalakithatd az alabbi moédon:

I(m, %) = Z Z ln p(xlk|zlk k;u, z) i Z In(p(z;, = k;m))
=1iy= 1 k 1Lk 1 , /M4/
Z Z In(pCay 02:0) + Z Z In(r,)
=1ix= =lig=

ahol ny a k-adik komponensbe eso megﬁgyelesek szama, i; pedig a k-adik kom-
K

ponensbe esd i-edik megfigyelés (5=1,2...n) illetve Enk =n). A fenti dssze-
le=1

fiiggésben kihasznaltuk, hogy a szorzat logaritmusa a tagok logaritmusanak 6sz-
szegeként irhaté fel. Innen mar lathatd, hogy a maximalizalasi feladat joval
konnyebb, hiszen K darab normalis eloszlas és egy kategorialis eloszlas paramé-
tereinek ML-becslésére vezethetd vissza.

Az EM-eljaras célfiiggvénye (optimalizalasi szempontbdl) nagyon hasonlit
majd ehhez a z megfigyelhetoségét feltételezo likelihood-fiiggvényhez.
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M.2. Az expectation—maximization (EM) becslési eljaras

A 3. fejezetben az EM-eljaras két legfontosabb 1€pését nagyvonalakban mar is-
mertettem. Az alabbi tablazatban csak Osszefoglalom ezeket, célom elsGsorban
az EM-eljaras hatterének a bemutatasa.
MI1. tablazat
Az expectation-maximization eljaras f6 lépései
Main steps of Expectation-Maximization algorithm

Inicializdlas | A kezd8 7, g4 és T, értékek meghatarozasa
iteraléas
— z posterior-eloszlasanak (pix posterior-valosziniiségeknek) a meghatarozasa a

E-lépés Bayes-formula alapjan, az aktudlis 7, g4 és X, paraméterek mellett
— Q-fiiggvény felirdsa a pi posterior-valdszintiségek felhasznalasaval

M-lepés Q-fliggvény maximalizalasa a 7, L4 és Z, paraméterek mentén

amig: a 7, L és X, paraméterek konvergalnak

Erdemes megemliteni, hogy az EM-eljaras lényege alapvetSan az, hogy a like-
lihood-fiiggvényt a latens z valtozo miatt nem tudjuk kozvetleniil optimalizalni,
viszont egy jol definialhato also korlatjat igen. Az E- és M-1épések iterativ el-
végzésével ez az also korlat folyamatosan javul; amennyiben nem, akkor elértiik
az also korlat (és egyben a likelihood-fliggvény) optimumat. Kicsit formalisab-
ban, legyen a loglzkelzhood fuggvenyunk az alabb1

1m0 2) = Z In(p (x5, 1,%)) = Zlnz PGz = kim ). M/

Bevezetve egy 1), gx closzlast, a loglzkelzhood—fuggveny az alabbi formaban
irhat6 at:
C C C p(x;, z; = k;m, 1, %) /M6/
l(n' u, 2) = ln(p(xi: T, U, Z)) = In qy * 4
amelynek az also korlatja az un. Jensen-egyenlétlenséget'® felhasznalva konnyen
szérmaztathat()

I, u,E)—Zlnzqk p(xi,z; = k; ﬂu.Z) qu <p(xi,z,- T;f;ﬂ‘#‘Z))'/MW

i=1k=

Amennyiben a g eloszlast a py posterior-eloszlasként hatarozzuk meg,”
vid atalakitasok utan megkaphato az un. Q-fliggvény vagy varhato loglikelihood:

19 A Jensen-egyenl6tlenség szerint a logaritmus mint konkav fiiggvény esetén log(E(x))>E(log(x)).
20 Az is szemléletesen levezethetd, hogy miért éppen a py posterior-valdszintiségeket célszerii valasztani, ennek
ismertetésétdl azonban most eltekintek.
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n K
QmuD) =) ) pu GGz = kimu,). M8/
i=1k=1
Ennek vagy az als6 korlatnak az optimalizalasa ekvivalens, hiszen a
K

Z Z Pix - In(py.) nem fiigg az optimalizalni kivant 7, u, és £ paraméterektdl.!
i=1k=1

A konnyebb érthetség végett az emlitett 1épéseket kicsit formalisabban a
konkrét GMM-problémara megfogalmazva az alabbiak torténnek:

Legyenek az r-edik 1épésbeli paramétereink n,gr),,u,(:) és 2(”22 Ekkor a p(TH),

azaz az i-edik megfigyelés k-adik komponenshez tartozasi (x; értékek feltétele
melletti, posterior) valdszinlisége az (r+1)-edik iteracioban az alabbi:
P =P = kix) =

_p@ =R pilz=k _ _p@=kpla=k __ m” p(xl,u,(:). 5D i)
p(x) fip(zi =) plalz =) g D p(x (r) Z.(r))
Ezen posterlor-valoszmusegek felhasznalasaval felirva a Q- fuggvenyt
QGm,1,) = Zzpf,:“) In(p(, 20 = I 7,10, 2)) =

==

=Zzpf“> nGpilz = kinD-pe=km) > MO
i= 1k 1
Z Z pl(I:+1) ln(p(xu /-lk'zk)) + Z Z p(T+1) ll’l(T[ )
i=1k= i=1k=

amely a pi Val()szmusegekt | eltekintve nagyon hasonlo ahhoz, amit akkor kap-
tam, amikor a loglikelihood-fiiggvényt ugy irtam fel, hogy a z valtozordl feltéte-
leztem, hogy ismert.

2 Amennyiben az alsé korlatot tovabb bontjuk, az alabbi kifejezést kapjuk:

iy B pue I (POECREED) = S B p InGp (i 2 = b, D)) — By B In (o) ¢

Ebbdl a masodik tagban — tekintve, hogy a g, eloszlast a py posterior eloszlasként rogzitettem — semmi sem
fligg a 7, a u és a X paraméterektdl, ezért a Q-fliggvényben csak az elsd tagot szerepeltetem: az optimalis
paraméterek ett6l fuggetleniil ugyanazok lesznek.

22 Az =0 a kezd®§ inicializalt paramétereket jeldli.
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Konnyen levezethet6, hogy a fenti Q-fiiggvényt maximalizalva a keresett 7z,

Uk és 2k paraméterek (r+1)-edik iteraciobeli értékeire az aldbbi zart formulakat
kapjuk®:

+1
r+1) _ =1 Pl(; ) "X
W~ = ICES))
, , /M11/
+1 +1 +1
SO+ _ =1 Pl(;: Vo =) (g — YT
k - r+1)
n, ’
(r+1) " ) L
2+ = ", ahol Y = z py*tlés n= Zn,((”l)
n i=1 i=1

Ezekb6l mar visszavezethet6 az ismert z értékek feltételezése melletti eset,
ami — ahogy korabban is emlitettem — K darab normalis eloszlas és egy kategori-
alis eloszlas paramétereinek ML-becslésével ekvivalens. Az M-1épés egyébként
hasonlé az ML-becsléshez, annyi kiilonbséggel, hogy az M-lépésben varhato
loglikelihoodot maximalizalok (ezt és iterativ modon tobbszor is elvégzem).

A gyakorlati alkalmazasok soran természetesen szembesiiliink az optimalis
komponensszdm meghatarozasanak problémajaval. Ez torténhet példaul modell-
szelekcios kritériumok alapjan (pl. AIC, BIC), vagy keresztvalidacioval. A ta-
nulmanyban az utoébbi megoldast valasztottam, ennek részleteirdl az empirikus
fejezetben irtam részletesebben.

M.3. A Gauss-keverékregresszié szirmaztatasa

A tanulmany 3. fejezetében mar roviden ismertettem a GMR-nek a GMM-bdl
torténd szarmaztatasanak az elvét. A Melléklet ezen fejezetében csak a kompo-
nensenkénti regresszios egylitthatok formalis szarmaztatasat részletezem, mivel a
dolgozat 1ényegi tartalméhoz kapcsolddd Osszefiiggések (az eredményvaltozo
feltételes eloszlasarol) a 3. fejezetben részletesen szerepelnek.

Végezziik el a GMM altal becsiilt komponensenkénti i és 2k atlagvektorok
¢és kovarianciamatrixok particionalasat a regresszios eredmény-, illetve magyara-

zovaltozo felosztasnak megfelelden:
y

yy yx
_ M) . DAY e '[1><1 . [1><1 1><p]
= X, = : .
M M;’ﬁ] és I, [Efy Z,’(‘x]’az alabbi méretekkel px1 és px1 pxp /M12/

3 A pés a ¥ paraméter meghatarozasakor csak a Q-fiiggvény elsé, a m meghatarozasakor csak a Q-fiiggvény
masodik tagjaval kell dolgoznunk, hiszen az ellenkezé tagok nem tartalmazzak az ismeretlen — optimalizalni
kivant — paramétereket.
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Mind az atlagvektorok, mind a kovarianciamatrixok a px posterior-
valoszintiségekkel sulyozottak:

y _ Zi—1Pik Vi vy _ St =) e — 1)

M = n . Zk - n
i=1DPik Yio1 Dik
X iz Pt Vi — ui)T (4 — i) x _ Yi—1 Pit " Xi
= e
k i=1 Pik i=1Pik /M13/
s Yo b (= )" i — ) s Y e (o — )" (e = )
k= n ] k= n ]
Xis1 Pik i1 Pik

Konnyen levezethetd (Sung, 2004), hogy a komponensenkénti regresszios
egylitthatok a posterior-valdszintiségekkel sulyozott regresszios egyiitthatokként
allnak el6, azaz:

B = @)z /M14/

A vazolt jelolésrendszerbdl adddoan a B, nem tartalmazza a regresszios kons-
tans tagot, de ez dsszhangban van a 3.3. fejezetben bemutatott formulakkal.

Ehhez hasonl6an szarmaztathaté a komponensenkénti hibatag variancigja:

of =5 -5 @y /M15/

A Melléklet ezen fejezetében bemutatott jeldlések azonosak a 3.3 fejezetben
hasznaltakkal. A konnyebb atlathatosag érdekében ezeket 6sszefoglalasképpen
lasd az alabbi tablazatban.

M2. tablazat
Fontosabb jelolések a GMR-ben
Notation used in GMR

Y az eredményvaltoz6 az i-edik megfigyelés esetén
X; a magyarazovaltozok (px1) méretii vektora az i-edik megfigyelés esetén
P az i-edik megfigyelés k-adik komponensbe tartozasanak posterior-
ik valoszinlisége
i i-edik megfigyelés (i=1,2,...n)
k k-adik komponens (k&=1,2,...K)
K np komponensek szama, mintaelemszam, magyarazovaltozok szama
,u,}; , Uk particionalt atlagvektorok a k-adik komponens esetén
Zl}:y , Z,{y R 20,3 i particionalt kovarianciamatrixok a k-adik komponens esetén
[g; regresszids egylitthatok a k-adik komponens esetén
o2 rezidualis variancia a k-adik komponens esetén
mik az i-edik megfigyelés feltételes varhato értéke a k-adik komponens
esetén
Sizk az i-edik megfigyelés feltételes varianciaja a k-adik komponens esetén
v az i-edik megfigyelés feltételes varhato értéke
var(y;) az i-edik megfigyelés feltételes varianciaja (standard hibaja)
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