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302. (833) Szily Kilmdn ). t. ;Hamilton egyenlete a héelmélethen.“
c¢z. értekezdst olvasott fel. Kivonata ez.

A t. Akadémia mult évi deczember 11-¢n tartott osztdlyitlésén sze-
renesém volt egy rovid érickezést elGadni, melyben a Hamilton dyna-
mikai elve ¢s a hielmélet médsodik fitétele kozdtt l1étezd Gsszefiiggds-
r8l szdlotlam. Az eredmény, melyre akkor jutottam, abban allott, hogy
a masodik fitételt kifcjezé egyenlet tokéletesen ecgybevag Hamilton
egyenletével, s hogy e szerint arra a kérdésre adandé feleletiinkben,
melyik dynamikai cgyenletre vezethetd vissza a héelmélet masodik foté-
tele, kiozvetleniil Hamilton egyenletére kell utalnunk.

E dolgozatom kozzétételére kiilonosen azon kirilmény inditott,
hogy sem Boltzman, sem Clausius — pedig 6k az egyedillick, kik az
iménti kérdéssel akkordig tiizetescn foglalkoztak — értekezéscikben
Hamilton elvét meg sem emlitik. Mindkeiten azon véleménybél litsza-
nak kiindulni, hogy az dsszeegycatetés kedvédrt egy 1j, a dynamikdban
még addig nem ismert cgyenlotet lesz sziikséges levezetni; mindketten
észreveszik, hogy leszdrmaztatott egyenleteik némi tivoli rokonsig-
ban allanak a legkisebd miikodds elvével : de Ilamilton elvére s az ehhez
valé rokonsdg megmutatisira egyikisk sem fordit figyelmet.

Lirtckezésem a t. Akadémia kiadvanyain kivil a Poggendorff-file
Annalokban és a Philosophical Magazineban is megjclenvén, szélesebb
korclkben is ismeretes lett s olgidézte azt, mit dhajtottam ds remdltem
is — Clausius valaszat.

A Poggendorfl-féle Annalok cz idei augustusi és a Philosophical
Magazinenck ¢ napokban kiadott novembori fizetében Clausius cgy
czikkot tesz kézzé: ,A mechanikai héelmélet masodik fotételének Gssze-
fuggdsérsl Hamilton elvével® czim alatt, melyben kizardlag fentebbi
dolgozatommal foglalkozik.

Engedje meg a t. Akadémia, hogy Clausius czikkét tirgya sze-
rint megismertetve, tavali dolgozatomban elfoglalt allaspontomrél némi
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észrevételeket tehessek ott, hol azok a tArgyat illetleg mdg szitksége-
seknek mutatkoznak.

Clausius mindjart czikke clején egész készséggel megismeri, hogy
a keresott Osszefiiggés sokkal szembetiindbbé vilik, ha a hé&clmélet
mdsodik f6tételét nem — a mint Boltzmann és 6 tette — a legkisebb
mitkédés elvével, hanem a Ilamilton elvével hasonlitjuk &ssze. Egyszers-
wind sejtetni engedi az okot, mely 6t abban gétolta, hogy az dsszefiig-
gést keresvén, figyelme a Hamilton elvére iranyozédjék. Ugyanis t5bb
tankinyben, példdul Jacobi , Vorlosungen iiber Dynamik® czimii miivé-
ben a Hamilton egyenlete oly alakban adatik el, mely a hidnyos vari-
atio kévetkeztében lényegesen eltér az eredeti alaktél. Ila pedig mér
az eredeti Hamiltonféle egyenlet helyett csupin a Iacobiféle alakot
tartjuk szemmel, ugy csakugyan valé igaz, hogy el sem igen lehet kép-
zelni, miként létezhessék e kizott az alak kozott, meg a hielmélet mdso-
dik fegyenlete kozott valami tisztin kifejezhetd Gsszefiiggés.

Ezutdn idézi Clausius a Hamilton-féle egyenletnek altalam hasz-
nalt credeti alakjit és constatilja, hogy a Boltzmannféle cgyenlet, ha
kellgen értelmezziik, tokéletesen egybevdg Ilamilton egyenletével, sit
mi tobb, azzal teljesen identikus is.

De azt a mit Boltzmann egyenletérsl mogenged, t.i. a Ilamilton
egyenletdvel valé Osszeogyezést, azt a magaéra nézve hatirozottan két-
ségbe vonja, s6t egyenest lchetetlennek nyilvinitja. Fzzel ismét visz-
szakeriil tehdt az a kérdés, mely mar taval fennforgott Clausius és Boltz-
mann kézott, midén ez utébbi a maga prioritdsi igényeit a Poggendorit-
féle Annalokban érvényesitette, t. i. az a kérdés, van-e kiilonbség, ¢s
ha van, mi a kiildmbség Boltzmann és Clausius egyenlete kozott. B kér-
dést az iigy jelen fordulatiban megfelelébben formuldzhatjuk ekként:

van-e kiilonbség és ha van, mi a kiilonbség Ilamilton &s Clausius
egyenleto kozitt ?

Most mar meg lévén engedve, s6t Clausius vilasza utdn majdnem
kényszoritve 16vén, hogy e kérdds vitatisaba és tisztdzdsdba magam részé-
r6l is beereszkedjem, mindenekelstt azt az egyenletet fogom megismer-
tetni, melyet Clausius vdlaszdban is magaAcénak nevez, illetsleg a maga
gzamdra reclamal.

A dolog kényelmesebb el8tiintetése kedvéért szoritkozzunk egy-
clore ~— mint Clausius is teszi — egy magdnos pont mozgasdnak megfi-
gycléséro. Legyen tehat adva valamely anyagi pont, mely ecredetileg
vagy zart palydban, vagy kdt adott pont k6zdtt mozog. A pontra csu-
pén oly erélc mitkédjenek, melycknek eréfiggvénysk (Vagy mint Clau-
sius szokta nevezni ergoljok) van, azaz oly erk, melyeknek nsszet(,vm
a pont dszrendeziibsl alkotott valamely figgvénynek nemleg vett
differential quotiensei altal fejezheték ki, Gondoljuk mAar most, hogy 0z
a mozgas, barmi okndl fogva, véghetetlen esekély valtozdist smnved_)en
A mogv:ihoztato(t MOZZAS kizben kovessen a pont megint zart palyat,
vagy mozogjon megint az clébbi két pont, vagy masik kettd kozott, de
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azon kikitdssel, hogy ]lt Sz —-{»— «SJ + ltf 8z ugyanazon értékkel bir-

jon a pélya kezdet- és vcgpont)én Jelol]uk méar most az egyszeri palya-
futds idGtartamat i-vel, az elevenerit 7-vel, az eréfiggvényt U-val, s
egyezziink meg abban, hogy a viltozo mennylségek kozq)ulekét
a bettt folott vizszint huzott vondssal tiintetjiik eld (olyforman hogy

x = -:s zdt), Gigy az egyenlet, melyre Clausius vélaszdban hivatkozik

s melyot els§ értekezésében (18) czal jelolt, a kivetkezd:

dl—]d‘m—-}—df/]ﬁ —|-——¢Yz_-.éT+2TélogL ........... (1.)

de
Ez azon egyenlet, mely1e Clausius Gr mint sajit egyenletdre utal,
s melyrdl helyesen veszi észre, hogy ez bizonyira altalinosabb Hamllton
egyenleténél. E kozott meg a Hamiltond kozott csakugyan lehetetlenség
volna teljes Gsszeegyezést taldlul. Meg kell azonban jegyeznem, hogy én
ezt nem tartottam és nem neveztem Clausius egyenletének; s hogy nem
is lehetett — valamint most sem lehet — annak tartanom, Ezen egyenlet
ugyanis mdr 6t év dta dltaldnosan Tsmeretes Siv William Thomsonnak a
physikusok kézott igen elterjedt, sokszor idézett s mar németre is lefor-
ditott kézikényvébsl, a ,Treatise on Natural Philosophy® L kotetéhil,
mely mdr 1867-ben megjelenf Ha e miinek ,Dynamical Laws and Prin-
ciples“ czimii fejezetében, a 233-ik lapon (9.) alatt elfordulé egyenletet
Clausius jelzesével irjuk, gy az a kovetkezo alakot olti magira:

5T =i [61‘+d 5o +‘an 447 J e (2)
Nyilvin valé, hogy ezen egyenlet tokeletesen identikus a fontebbivel
(1.) alatt.

De még egy mdsik, nem kevésbbé fontos ok miatt sem lehetett,
hogy Clausius egyenletérél sz6lvin, Thomsonnak imént emlitett ltalinos
cgyenletét érthessem alatta. A Thomsonféle egyenlet uvyanis elannyira
dltaldnos, hogy bizonyos specidlis foltevés nélkiil nem is egyeztethetd
dssze a hbclmélet masodik ftételével. Mert ha a I'homsonféle egyenletet
egész dltaldnossdgban alkalmazni lehetne arra a mozgéasra, melyet meleg-
ségnek neveziink, gy — a mint a jelen értekezésben megmutatom — a
héelmélet masodik fotétele nem is volna igaz. A Thomscnféle dynamikai
ogyenlet és a htelmélet masodik f6tdtele kozott gy lehet az Gsszeegye-
zdst a legeg §sze1ubben létrehozni, ha a dynamikai egyenletben egy tagot
eltiintetiink, semmivé tesziink. Is mivel éppen Clausius volt az, Ti meg-
mutatta, howy melyik tagnak kell ¢ végett a Thomsonfélo ewyenlctbol
kiesni, s hogy ezen kiejtes minG foltovések altal érhetd el — ugy hiszem,
a histériai fejlédésnek akkor adunk teljes igazsdgot, ha a széban forgo
cltiintetés tjin tdmadt specidlis egyenletet

SU=0T42Tdlogi. ... oo v ... (3)
nevezziik, a mint neveztem is, Clausius ogyenletének.
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Ez Clausius egycenlete. Fn erril az cgyenletrdl allitoitam azt, nem
pedig a Thomsonérdl, hogy a Hamiltonfélével tikéletesen 1dent1kus. Es
sllitasomat fontartom most is cgész teljességdben, s azt hiszem, az imént

eléadottak utin, Clausius trnak se lesz ellene semmi kifogdsa.

Awbir teliat Clausius idevdgé mathematikai fe_]tegetesel 1ij mecha-
nikai egyenletre egyaltaldban nem vezettek és csupin a Thomsonféle ¢s
Hamiltonféle egyenleteket szolgiltattAk kissé transformalt alakban:
mindamellett tévedés volna azt hinni, hogy e szerint eme nagydrdeki
fejtegetdsek sikertelenek maraddnak. Valamint Boltzmann, vigy én is a
legnagyobb kdszséggel beismerem, hogy e fejtegetések azon része, mely
kiilonosen az eréfiggvény alakjanak viltoztatdsdra vonatkozik, okvetle-
niil szitkséges volt: s§t szivesen hozziteszem azt is, hogy e nélkiil nem is
lehetett volna a IHamiltonféle cgyenletet a hdelmélethe jé szerével
bevezetni. Ilamilton ugyanis egyenletdt csak azon esetre bizonyitotta be,
hogyha az erdfiiggvény alakja, a megviltoztatott mozgds kozben, nem
szenved semmi viltozdst; Clausius v1zs<ralata1b()l ellenben kxtunt, hogy
ugyanezt az egyenletet (a ITamiltonét) akkor is szabad haszudlni, ha az
eréfiggvény alakja megvéltozik, csak azt kotvén ki, hogy az innét eredd
variatio kozépdrtéke semmi legyen. A Ilamiltonféle egyenlet érvénydnek
ilynemii kiterjesztésére csakugyan sziikség volt, mivel a hfelméletben a
testeknek oly 4llapotvaltozisal jonnek tekintetbe, melyek nem csupan a
térbeli valtozdsoktdl, hanem az erdfiiggvénynek megvaltozott alakjatdl
is fiiggenek.

Iirtckezésemben megvizsgilom még, vajon mind mddositist kell
tenni Tamilton egyenletén, hogy az ne csak egy pont, hanem egy egész
pontrendszer mozgdsinak megvaltozasira is alkalmazhatsé legyen, és
pedig mindjart egy oly pont rendszerénél, melyben az egyes pontok nem
egyenld kizép-clevenerdvel és nem is egyenld idd alatt futjak be zdet
palydikat. Clausius Gr igen helyesen jegyzi meg, hogy ez esetben a
Hamiltonféle egyenlet nem alkalmazhaté Lizvetlendl, s hogy enndlfogva
kiilon vizsgdlédisra van sziikség.

Ha azonban a dolgot egy kissé kizelebbril szemiigyre veszsziik,
azt taldljuk, lhogy a Hamiltonféle egyenleten secmmi egyéb viltoz-
toztatdst nem kell tenniink, mint azt,a mi az erélyt illetéleg a heterogén
pontrendszer fogalmibdl tgy is onként kivetkezik, t. i. jobbrél és balrdl
a 1agok o!¢ kell tenni 2 jeldt, és az Ssszegezdst kiterjeszteni a rendszer
valamennyi pontjara. A mig tehdt egy pontra vagy a homogén pontrend-
rendszerre az erdly variatiojat a Hamilton egyenlete igy « dea

N 43(21?’1‘)
5‘]9-—— , T T . . . . . .
( L 4)

az alatt egy hetorogén pontrendszernél sz erdly variatiojinak sszegdt a
kisvetkezo teljesen analog egyenlet fojezi ki:
X 8(aiT) -
o =200 5

~ . 7
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E médositas oly esckdly és — a mint mér fontebb mondottuk — a
pontrendszer fogalmabol elannyira onként kovetkezd, hogy az (5.)-tel
jelolt egyenletet valéban nem tekinthetjiik egydbnek, mint « Hamilton-
Téle egyenlet szul\su]ﬁqn Z?folJasunaL l\rrmthogy azonban ez az egyenlet
Ilamiltonnal még nem fordu! els, s minthogy 6 a summatio-jel alkalmu-
zdsdban csak arra az csctre szoutLO/ott middn az egyes pontok mind-
annyian egyenld id§ alatt futjak be pély{ukat ez okbdl czélszeriinek
tartottam, Iamilton médszerét kovetve, az (5.) alatti egyenletet kiilon is
bebizonyitani. Kiilinben megemlitends, hogy ez az egyenlet Boltzmann-
nal fordual el§ elGezir, s hogy az altalam adott bebizonyitas lényegében esak
az clején, egyebiitt pedig csak a berendezdsdben kiilonbozik Boltzmannétol,

Azon esetet illetfleg, mikor a pontok palydl nem zdrottak, csak
annyit akarok megjegyczni, hogy az 4tlépds a zart pilydkrdl a nem zdr-
takra tokéletesen egy médon vihetd végbo, irjuk a Ilamilton-Boltzmann-
féle egyenletet akar eredeti alakjiban, akdr a Clausius 4ltal transfor-
milva adott logaros alakban. Itt az egyenlet forméja bizonydra sem nem
okozza, sem nem héritja el azokat a nehczségeket, melyckre Clausius tr
czikke’ végén hivatkozik.

A konnyebb attekintds kedveért allitsuk még egymés mellé ama
dynamikai egyenlet fejlédési mozzanatait, melyre a hielmélet médsodik
fotételét vissza lehet vezetni. Az egyenletet feldllitja Hamilton 1834-ben ;
de a bebizonyitdsnal folteszi, hogy a pontrendszer homogén, és az erd-
fliggvény alakja véltozatlan. 1866-ban Boltzmann alkalmazza heterogén
pontrendszerre is, €3 § hozza eldszdr a hijelmélet ismert alakjara. 1871-
ben Clausius bebizonyitja, hogy ugyanez az egyenlet akkor is érvényes,
ha az erbfiiggvény alakja megvaltozik, de az innét ered§ variatio kozép-
értéke semmi. A 38 év alatt csak érvénye, alkalmazhatésaga terjeszke-
dett, a nélkiil, hogy maga az egyenlet viltozott volna. Ismételhetem tehat
el6bbi értekezésem zdrszavait: ,az, a mita thermodynamikiban mésodik
fotételnek neveziink, nem egyéb, mint a dynamikdban a Hamiltonféle
elv, ugyanaz az elv, mely az elmdleti physika tobbi részeiben is mir
sokféle alkalmazasra taldls.®

302. (34.) Balogh Kdlmdn 1. t. kozli: 1) Mibalkovies Géza tandr
részéril ,Adatok a madarvszem fésiijénck szerkezetéhez ¢és fejlodéséhez.
Briicke E.tandr élettani dolgozddjabol Béesben.“ Kivonata itt kovetkezik :

Mihdlkovics Géza tandr ,Adatok a maddrszem fésiijének szerke-
zetéhez és fejlodéséhez® ez értekezdsben azt mondja, hogy a maddrszem
fésiije (pecten), mely a szemiir belsejében annak hosztengelyével pér-
huzamosan a ldtideg beldpésétsl cgészen a lencsdig terjedhet, az iiveg-
testben fekszik, s azt kozonségesen edényhartya-szovetnek tartjik, azon-
ban czen szerv mindeddig tiizetesen nem vizsgiltatott meg, hanem a
szerzik azt mindeddig csak roviden érintették.

Mihalkovies tandr a madérszem fésiijét, mely Owen szerint csak a
roptelennél (apterix) hidnyzik, gy felnitt allatoknal mint ébrényekndl
vizsgalta, mégp edig nemesak szabad szemmel, hanem goéresovileg is, s
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