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S t o c z o k J ó z s e f r. t. osztályelnök clnöklote alatt. 

302. (33) Szily Kálmán 1. t. „Hamilton egyenletç a hőclméletben." 
cz. értekezést olvasott fel. Kivonata ez. 

Л t. Akadémia mult évi doczember 11-én tartott osztályülésén sze-
rencsém volt egy rövid értekezést előadni, melyben a Hamilton dyna-
mikai elve és a höelmélet második főtétele között létező összefüggés-
ről szólottam. Az eredmény, melyre akkor jutot tam, abban állott, bogy 
a második főtételt kifejező egyenlet tökéletesen egybevág Hamilton 
egyenletével, s hogy e szerint a r r a a kérdésre adandó feleletünkben, 
melyik dynamikai egyenletre vezethető vissza a kőelmélet második főté-
tele, közvetlenül Hamilton egyenletére kell utalnunk. 

E dolgozatom közzétételére különösen azon körülmény indított, 
hogy som Boltzman, sem Clausius — pedig ők az egyedüliek, k ik az 
iménti kérdéssel akkorá ig tüzetesen foglalkoztak — értekezéseikben 
Hamilton elvét meg sem említik. Mindketten azon véleményből látsza-
nak kiindulni, hogy az összeegyeztetés kedvééi t egy új, a dynamilcában 
még addig nem ismert egyenletet lesz szükség03 levezetni ; mindket ten 
észreveszik, hogy leszármaztatott egyenleteik némi távoli rokonság-
ban állanak a legkisebb működés elvével : de Hamilton elvére s az ehhez 
való rokonság megmutatására egyikök som fordít figyelmet. 

Értekezésem a t. Akadémia k iadványain kivül a Poggeiulorff-{6\Q 
Annalokban és a Philosophical Magazinéban is megjelenvén, szélesebb 
körökben is ismeretes lett s előidézte azt, mit óhaj tot tam és reméltem 
is — Clausius válaszát. 

A Poggendorff-féle Annalok ez idei augustusi és a Philosophical 
Magazinenck e napokban kiadott novemberi füzetében Clausius egy 
czikket tesz közzé : „A mechanikai höelmélet második főtételének össze-
függéséről Hamil ton elvével*1 cziin alatt, melyben kizárólag fentebbi 
dolgozatommal foglalkozik. 

Enged je meg a t. Akadémia , hogy Clausius czikket tá rgya sze-
rint megismertetve, tavaH dolgozatomban elfoglalt álláspontomról némi 
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észrevételeket teliessek ott, hol azok a t á rgya t illetőleg még szüksége-
seknek muta tkoznak . 

Clausius mindjár t cz ikke elején egész készséggel megismeri, hogy 
a keresett összefüggés sokkal szembetűnőbbé válik, ha a hőelmélct 
második főtételét nem — a mint Boltzmann és ő tette — a legkisebb 
működés elvével, hanem a Hamil ton elvével hasonlí t juk össze. Egyszers -
mind sej tetni engedi az okot, mely őt abban gátolta, hogy az összefüg-
gést keresvén, figyelme a Hamilton elvére irányozódjék. Ugyanis több 
tankönyben, például Iacobi „Vorlesungen über D y n a m i k " czimü müvé-
ben a Hamil ton egyenlete oly a lakban adat ik elő, mely a hiányos vari-
atio következtében lényegesen eltér az eredeti alaktól. H a pedig már 
az eredeti Ilamiltonféle egyenlet helyett csupán a Iacobiféle a lakot 
t a r t juk szemmel, ugy c sakugyan való igaz, hogy el sem igen lehet kép-
zelni, miként létezhessék e közöt t az alak között, meg a höelmélet máso-
dik főegyenlete között valami tisztán kifejezhető összefüggés. 

Ezu tán idézi Clausius a Hamilton-féle egyenletnek általam hasz-
nált eredeti a lak já t és constatálja, hogy a Boltzmannféle egyenlet, ha 
kellően értelmezzük, tökéletesen egybevág Hamilton egyenletével, sőt 
mi több, azzal teljesen ident ikus is. 

De azt a mit Boltzmann egyenletéről megenged, t. i. a Hamilton 
egyenletével való összeegyezést, azt a magáéra nézve határozottan két-
ségbe vonja , sőt egyenest lehetetlennek nyilvánít ja. Ezzel ismét visz-
szakerül t ehá t az a kérdés, mely már tavai fennforgott Clausius és Boltz-
mann között, midőn ez u tóbbi a maga prioritási igényeit a Poggendorff-
féle Annalokban érvényesítette, t. i. az a kérdés, van-e különbség, és 
ha van, mi a külömbség Boltzmann és Clausius egyenlete között. E kér -
dést az ügy jelen fordula tában megfelelőbben formulázhat juk ekként : 
van-e különbség és ha van, mi a különbség Hamilton és Clausius 
egyenleto közöt t ? 

Most m á r mog lévén engedve, sőt Clausius válasza után ma jdnem 
kényszorítve lévén, hogy e kérdés vitatásába és tisztázásába magam részé-
ről is beereszkedjem, mindenekelőtt azt az egyenletet fogom megismer-
tetni, melyet Clausius válaszában is magáénak nevez, illetőleg a maga 
számára reclamál. 

Л dolog kényelmesebb előtüntetése kedvéért szorítkozzunk egy-
előre — mint Clausius is teszi — egy magános pont mozgásának megfi-
gyelésére. L e g y e n tehát a d v a valamely anyagi pont, mely eredetileg 
vagy zárt pá lyában, vagy k é t adott pont között mozog. Л pontra csu-
pán oly erők működjenek, melyeknek crőfüggvényök (vagy mint Clau-
sius szokta nevezni ergol]o\L) van, azaz oly erők, melyeknek összetevői 
a pont öszrendezőiből a lkotot t valamely függvénynek ncm'eg vet t 
differential quoticnsei által fejezhetők ki. Gondol juk már most, hogy ez 
a mozgás, bá rmi oknál fogva, véghetetlen csekély változást szenvedjen. 
A megváltoztatott mozgás közben kövessen a pont megint zár t pályát, 
vagy mozogjon megint az előbbi két pont, vagy másik ket tő között, do 
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azon kikötéssel, liogy - - ôx y- Ôy - f- g àz ugyanazon értőkkel bír-
jon a pálya kezdet- és végpontján. Je lö l jük már most az egyszeri pálya-
futás időtar tamát i-vel, az elevenerőt T-ve 1, az erőfüggvényt t /-val, s 
egyezzünk meg abban , hogy a változó mennyiségek középér tékét 
a betű fölött vízszint liuzott vonással tün te t jük elő (olyformán hogy 
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xdt), úgy az egyenlet, melyre Clausius válaszában hivatkozik 

s melyet első értekezésében (18.)-czal jelölt, a köve tkező : 

<Шд£С i 4. í£,őz = - ő f + iTôlogi (1.) 
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Ez azon egyenlet , melyre Clausius úr mint sa j á t egyenletére utal, 
s melyről helyesen veszi észre, hogy ez bizonyára ál talánosabb Hamil ton 
egyenleténél. E közöt t meg a I íami l toné között csakugyan lehetetlenség 
volna teljes összeegyezést találni. Meg kell azonban jegyeznem, hogy én 
ezt nem tartot tam és nem neveztem Clausius egyenle tének; s hogy nem 
is lehetett — valamint most sem lehet — annak tartanom. Ezen egyenlet 
ugyanis már üt év óta általánosan ismeretes Sir William Thomsonnaik a 
physikusok között igen elterjedt, sokszor idézett s már németre is lefor-
dított kézikönyvéből, a „Treatise on Natural Phi losophy" I. kötetéből, 
mely már 1867-ben megjelent. Ha e műnek „Dynamical Laws and Pr in-
ciples" czímü fejezetében, a 233-ik lapon (9.) alat t előforduló egyenletet 
Clausius jelzesével í r j uk , úgy az a következő alakot ölti magá ra : 

S (2iT = 0.) , dU, , dU. , d ü . 

Nyilván való, hogy ezen egyenlet tökéletesen identikus a föntebbivel 
(1.) alatt . 

D e még egy másik, nem kevésbbé fontos ok miatt sem lehetett, 
hogy Clausius egyenletéről szólván, Thomsonnak imént említett általános 
egyenletét érthessem alatta. A Thomsonféle egyenlet ugyanis e lannyira 
általános, hogy bizonyos speciális föltevés nélkül nem is egyeztethető 
össze a höelmélet második főtételével. Mert ha a Thomsonféle egyenletet 
egész ál talánosságban alkalmazni lehetne a r ra a mozgásra, melyet meleg-
ségnek nevezünk, úgy — a mint a je len értekezésben megmutatom —• a 
liőelmélet második főtétele nem is volna igaz. A Thomsonféle dynamika i 
egyenlet és a höelmélet második főtétele között úgy lehet az összeegye-
zést a legegyszerűbben létrehozni, h a a dynamikai egyenletben egy tagot 
el tüntetünk, semmivé teszünk. E s mivel éppen Clausius volt az, ki meg-
mutat ta , hogy melyik tagnak kell e végett a Thomsonféle egyenletből 
kiesni, s hogy ezen kiejtés minő föltevések által érhető el — úgy hiszem, 
a históriai fejlődésnek akkor adunk teljes igazságot, lia a szóban forgó 
eltüntetés út ján támadt speciális egyenletet 

ä ü = д Т - f 2 Tó' logi (3) 
nevezzük, a mint neveztem is, Clausius egyenletének. 
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E7, Clausius egyenlete. E n erről az egyenletről állítottam azt, nem 
pedig a Thomsonéról, bogy a l lamil tonfélével tökéletesen identikus. Es 
állításomat fentartom most is egész teljességébon, s azt hiszem, az imént 
előadottak után, Clausius ú r n a k se lesz ellene semmi kifogása. 

Á m b á r teliát Clausius idevágó mathemat ika i fejtegetései ú j mecha-
nikai egyenletre egyál talában nem vezet tek és csupán a Thomsonfóle és 
Hamiltonféle egyenleteket szolgáltatták kissé t ransformált alakban : 
mindamellet t tévedés volna azt hinni, hogy e szerint eme nagyérdokü 
fej tegetések sikertelenek maradának . Valamint Boltzmann, úgy én is a 
legnagyobb készséggel beismerem, hogy e fejtegetések azon része, mely 
különösen az eröfüggvény a l ak j ának vál toztatására vonatkozik, okvetle-
nül szükséges vo l t : sőt szivesen hozzáteszem azt is, hogy e nélkül nem is 
lehetett volna a Hamiltonféle egyenletet a hőelméletbe jó szerével 
bevezetni. Hamil ton ugyanis egyenletét csak azon esetre bizonyította be, 
hogyha az erőfüggvény a lak ja , a megváltoztatot t mozgás közben, nem 
szenved semmi változást ; Clausius vizsgálataiból ellenben kitűnt, hogy 
ugyanezt az egyenletet (a Iíaniil tonét) a k k o r is szabad használni, ha az 
eröfüggvény a lak ja megváltozik, csak azt kötvén ki, hogy az innét eredő 
variatio középértéke semmi legyen. Л Hamiltonféle egyenlet érvényének 
ilynemű kiterjesztésérc csakugyan szükség volt, mivel a hőelméletbeu a 
tes teknek oly állapotváltozásai j önnek tekintetbe, melyek nem csupán a 
térbeli változásoktól, hanem az eröfi iggvénynek megváltozott a lakjától 
is függenek . 

Ér tekezésemben megvizsgálom még, vajon minő módosítást kell 
tenni Hamilton egyenletén, hogy az ne csak egy pont, hanem egy egész 
pontrendszer mozgásának megvál tozására is alkalmazható legyen, és 
pedig mindjá r t egy oly pont rendszerénél, melyben az egyes pontok nem 
egyenlő közép-elevenerővel és nem is egyenlő idő alatt f u t j á k be zárt 
pályáikat . Clausius úr igen helyesen jegyz i meg, hogy ez esetben a 
Hamiltonféle egyenlet nem alkalmazható közvetlenül, s hogy ennélfogva 
külön vizsgálódásra van szükség. 

H a azonban a dolgot egy kissé közelebbről szemügyre veszsziik, 
azt ta lá l juk, hogy a Hamiltonféle egyenleten semmi egyéb változ-
toztatást nem kell tennünk, mint azt, a mi az erélyt illetőleg a heterogén 
pontrendszer fogalmából úgy is önként következik, t. i. jobbró l és balról 
a lagok o'é kell tenni f jeiét , és az összegezést ki terjeszteni a rendszer 
valamennyi pont jára . A míg tehá t egy pontra vagy a homogén pontrend-
rend-zerre az erély variatioját a Hamilton egyenlete így ad ja : 

i 

az alatt egy hetorogén pontrendszernél az erély var ia t iojának összegét a 
kövelkezö teljesen analog egyenlet fejezi ki : 

(4 . ) 
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E módosítás oly csekély és — a mint m á r föntebb mondottuk — a 
pontrendszer fogalmából elannyira önként következő, liogy az (5.)-tel 
jelölt egyenletet valóban nem tekinthet jük egyébnek, mint a Ilamilton-
féle egyenlet szükségképi kifolyásának. Minthogy azonban ez az egyenlet 
Hamil tonnál még nem fordul elő, s minthogy ő a summatio-jel a lkalma-
zásában csak a r ra az esetre szorítkozott, midőn az egyes pontok mind-
annyian egyenlő idő alatt f u t j á k be pályáikat , ez okból ezélszerünek 
tar tot tam, Hamil ton módszerét követve, az (5.) alatti egyenletet külön is 
bebizonyítani . Különben megemlítendő, hogy ez az egyenlet Boltzmann-
nál fordul elő először, s hogy az általam adott bebizonyítás lényegében csak 
az elején, egyebüt t pedig csak a berendezésében különbözik Boltzmannétól. 

Azon esetet illetőleg, mikor a pontok pályái nem zárot tak, csak 
annyit akarok megjegyezni, hogy r.z átlépés a zárt pályákról a nem zár-
takra tökéletesen egy módon vihető végbe, í r j u k a Hamilton-Boltzmann-
féle egyenletet aká r eredeti a lak jában , a k á r a Clausius által t ransfor-
málva adott logavos alakban. I t t az egyenlet formája bizonyára sem nem 
okozza, sem nem hár í t ja el azokat a nehézségeket, melyekre Clausius úr 
czikke végén hivatkozik. 

Л könnyebb áttekintés kedveér t állítsuk még egymás mellé ama 
dynamika i egyenlet fejlődési mozzanatait, melyre a hőelmélet második 
főtételét vissza lehet vezetni. Az egyenletet felál l í t ja Hamilton 1834-ben; 
de a bebizonyításnál fölteszi, hogy a pontrendszer homogén, és az erő-
függvény a l ak j a változatlan. 18GG-ban Boltzmann alkalmazza heterogén 
pontrendszerre is, és ő hozza először a hőelmélet ismert a lak já ra . 1871-
ben Clausius bebizonyítja, hogy ugyanez az egyenlet akkor is érvényes, 
lia az erőfüggvény a lak ja megváltozik, de az innét eredő variat io közép-
ér téke semmi. A 38 év alatt csak érvénye, alkalmazhatósága ter jeszke-
dett, a nélkül, hogy maga az egyenlet változott volna. Ismételhetem tehát 
előbbi értekezésem zárszavai t : „nz, a mit a thermodynamikában második 
főtételnek nevezünk, nem egyéb, mint a dynamikában a Hamiltonfélo 
elv, ugyanaz az elv, mely az elméleti physika többi részeiben is már 
sokféle a lkalmazásra talált." 

302. (34.) Balogh Kálmán 1. t. közli : 1) Mihálkovics Géza tanár 
részéről „Adatok a madárszem fésűjének szerkezetéhez és fejlődéséhez. 
Brücke Ë. t anár élettani dolgozdájából Bécsbon." Kivonata itt következik : 

Mihálkovics Géza t aná r „Adatok a madárszem fésűjének szerke-
zetéhez és fejlődéséhez" cz. értekezésben azt mondja , hogy a madárszem 
fésűje (pecten), mely a szemür belsejében annak hosztengelyével pár-
huzamosan a látideg belépésétől egészen a lencséig terjedhet, az üveg-
testben fekszik, s azt közönségesen edényhártya-szövetnek t a r t j á k , a z o n -
ban ezen szerv mindeddig tüzetesen nem vizsgáltatott meg, hanem a 
szerzők azt mindeddig csak röviden érintették. 

Mihálkovics tanár a madárszem fésűjét, mely Owen szerint csak a 
röptelennél (apterix) hiányzik, úgy felnőtt ál latoknál mint ébrényeknél 
vizsgálta, még]) edig n n n e s a k szabad szemmel, hanem górcsövileg is, s 
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