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Napjainkban a dinamikai rendszerek identifikacija a magas minéségi kévetelmények

miatt fontosabb, mint valaha. A jarmiparnak biztonsagkritikus tertiletként killéndsen

magas az igénye az olyan eljarasokra, melyekkel leszorithatok a tesztelés magas koltségei.

Mivel Magyarorszag az egyik legnagyobb jarmuipari beszallit Eurdpaban, a

mérnékoknek ismerniiik kell a korszerd technikakat. Cikkiinkben demonstraljuk az un.
Gaussian Process — Latent Force Model (GP-LEM) technika hatékonysagat az egy

szabadsagi foku negyed jarmtimodellen keresztil. Bemutatjuk és egyben altalanositjuk az

elméletet tobb szabadsagi foku rendszerek identifikdcidjahoz, amely a késébbiekben

lehet6vé teszik a komplexebb rendszerek, példaul a £él jarmimodell identifikaciojat.

Kulcsszavak: gépi tanulas, negyed jarmtmodell, fél jarmimodell, GP-LFM, modell

identifikacio

Diszciplinak: mérnoki tudomanyok, matematika, informatika
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Abstract

FEASIBILITY OF THE IDENTIFICATION OF QUARTER AND HALF CAR
MODELS WITH GP-LFM METHOD

Nowadays the identification of dynamical systems has become more important than
ever because of the high quality expectations. Vehicle industry has high demand for this
kind of methods, since it is safety-critical and the testing bears a high expense. Since
Hungary is one of the greatest vehicle suppliers in Europe, engineers have to know up-
to-date advanced techniques. In our paper we demonstrate the efficiency of the so-called
Gaussian Process — Latent Force Model (GP-LFM) technique through the example of a
quarter car model. We introduce and generalize the theory for MDol systems, which
allows the identification of more complex systems like the half car model.

Keywords: machine learning, quarter car model, half car model, GP-LFM, model
identificatio

Disciplines: engineering, mathematics, informatics

Dobak David és Csernak Gabor (2023): Negyed és £él jarmimodell identifikaciéjanak
GP-LFM technikaval valé megvalosithatosaga. Mesterséges Intelligencia — interdisgeiplindris
Jolydirat, 17. évf. 2023/ 1. szdm. 35-49. doi: 10.35406/M1.2023.1.35

Az analitikusan levezetett modellek mé-  fontos ez a teriilet, hiszen ez adja a GDP
réssel torténd identifikaciéja mar régdta a 25 szazalékat (Netl). Az autdgyartdk
mérndki gyakorlat szerves részét képezi. A sokszor nemcsak a termelést, hanem bizo-
szamitogépek elterjedése segitette a gépi  nyos K+F jellegti feladatokat is telepitenek
tanulas megjelenését a modellezés ezen  hazankba (Stubnya, 2020). Utébbi nagyon
lépése soran. A szamitasi teljesitmény n6-  nagy lehetGséget jelent az orszag gazda-
vekedése egyre inkabb teret adott a bo-  saganak, hiszen ezek valéban magas hoz-
nyolultabb algoritmusoknak, ugyanakkora  zaadott értékkel rendelkezé munkafolya-
mérnokok mindig igyekeztek a leheté leg-  matok. Ezért rendkiviil fontos, hogy a
jobban kihasznalni a rendelkezésre allé  hazai mérndkok ismerjék a legujabb tech-
erforrasokat. Kilondsen magas azigénya  nikakat, és tudasuk versenyképes legyen a
j6 modellekre a biztonsagkritikus és/vagy  tivélis orszigok mérndkeivel szemben.
koltséges alkalmazasok esetén — erre tipi-  Cikkiinkben egy 4j tipusy, sztochasztikus
kus példa a jarmipar, azon belill is a gép-  differencidlegyenleteken (SDE) alapul6 gé-
jarmuipar. Magyarorszagon kiemelkedéen  pi tanuldsi technikat (Gaussian Process —
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Latent Force Model, GP-LFM) haszna-
lunk modellidentifikaciéra.

A GP-LFM moédszer egy szofisztikalt
grey-box identifikacios eljaras, amely SSM-
SDE (State Space Model — Stochastic
Differenctial Equation) alakban modellezi
a rendszert (lasd: Alvarez és tsai, 2009). A
modell egy paraméterezett sztochasztikus
folyamatot tartalmaz, aminek a para-
méterei a mérési adatokkal tanithatok.
Emiatt az eljaras kiilénésen alkalmas
nemlinearis rendszerek identifikicidjara,
mivel szinte barmilyen nemlinearitds ki-
nyerhet6 a mérési adatokbdl, a nemli-
nearitas jellegének el6zetes ismerete nélkil.
Igéretes eredmények szilettek JONSWAP
spektrumbdl (Hasselmann és tsai, 1973)
generalt gerjesztések esetén — lasd: Rogers
és tsai.,, 2018, 2020). A nemsima rend-
szerek egy részhalmazat jelentik a szaka-
szosan folytonos rendszerek (piecewise
continuity, lasd még ehhez kapcsoléddan:
VSS, Variable Structure System). Ezek
identifikacidja rendkiviil nehéz feladat, de
az ilyen rendszerek esetén is alkalmazhat6
GP-LFM technika (Gn. switching GP-
LFM) is kidolgozasra kertlt (Marino és
Cicirello, 2023). A GP-LFM lépéseit jol
Osszefoglald cikk sziletett, melyben szi-
mulalt Duffing-oszcillitoron (k6bos osz-
cillator) és benchmark (Silverbox bench-
mark — lasd: Wigren és Schoukens, 2013)
adatokon egyarant demonstraltak az eljaras
hatékonysagat (Rogers és Friis, 2022) egy
szabadsagi fokud rendszerek esetében.

A moédszer mkoédését elészor az egy
szabadsagi foku (SDoF) negyed jarmu-
modellen keresztil mutatjuk be. A gya-
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korlatban altaldban tobb szabadsagi foku
modellek vizsgalatara van sziikség, ezért az
elméletet altalanositjuk tobb szabadsagi
foku rendszerekre. A szemléletesség ked-
véért a levezetést egy két szabadsagi foku
fél jarmimodellre végezzitk el, kilon
figyelmet szentelve azokra 1épésekre, ahol
az altalanositas nem trivialis.

Bar a mesterséges intelligencia téma-
kérében rendszeresen jelennek meg ma-
gyar nyelvl publikiciék — ezekrdl példaul
Russell és Norvig (2005) konyvének
magyar nyelvii kiadasa tartalmaz &ssze-
foglalét —, a legujabb eredmények kiz-
ardlag idegen nyelvi publikici6kban
talalhatok meg. A GP-LFM eljaras kapcsan
egyelére még angol nyelven is kevés a
fellelhets szakirodalom, ezért cikkiinkkel a
médszer magyar nyelven is elérhetS szak-
irodalmat szeretnénk béviteni.

A cikk felépitése a kévetkezé: a negyed
jarmimodell bemutatisa, mozgisegyen-
letének felirasa, valamint az eredmények
demonstraciés jellegld bemutatisa a ko-
talalhat6. A
rakovetkez6, negyedik szakaszban a fél

vetkez6 két szakaszban
jarmimodell mozgasegyenletét adjuk meg.
Ezutan kerill bemutatasra az altalanositott
GP-LFM modszer, a hatodik szakaszban
pedig az ehhez hasznalt gépi tanulas
algoritmus kerll levezetésre. A zard sza-
kasz értelmezi a cikk eredményeit és irany-
mutatast ad a késGébbi kutatasokat illetGen.

Negyed jarmiimodell

mozgasegyenlete

A cikk esettanulmanyahoz kapcsolédo
mechanikai alapismeretek elsajatithatok
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példaul Genta (2009), Csernak (2018) vagy
Cserndk és Stépan (2019) mdveibdl. U-
tobbiban megtalalhaté a cikkiinkben hasz-
nalt negyed, illetve fél jarmimodell rész-
letes levezetése is, ezért mi itt ettdl el-
tekintiink. A negyed jarmtmodell (1. dbra)
jarmtvek egy szabadsagi fokkal torténd
modellezésére hasznalhat6. Ez a médszer
kevésbé pontos a szofisztikaltabb model-
lekhez (példaul: fél jarmGmodellhez) ké-
pest, viszont az egyszerd, egy szabadsagi
fokt rendszer sokkal kevésbé szamitas-
igényes algoritmust eredményez a gépi
tanulas alkalmazasa soran.

Az 1. abra jel6léseivel az (1) mozgase-
gyenlet irhat6 fel:

©)

mi+cy+ky=Kr, sin(wt) + craw cos(wt).

Itt 72 a v sebességgel haladé negyed jarma
tomege, £ a felfliggesztés merevsége, ¢ a
csillapitas, L az ut egyenetlenségeinek tér-
beli periédusa, 74 pedig az egyenetlenség
amplitiddja. A jarmire w=2/ L. korfrek-

1. dbra: A negyed jarmiimodel] mechanikai
modelfje (forrds: Cserndk és Stépan, 2019 alap-
Jan a S3erzok)
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vencidju gerjesztés adodik at az utfe-
luletr8l. A modellezés a tovabbiakban az
(1) egyenlet alapjan t6rténik. A harmo-
nikus gerjesztés korfrekvencidja és ampli-
taddja az w és 4 paraméterekkel allithato.

A médszer hatékonysaganak
demonstracioja a negyed
jarmimodell példajaban

Az alabbi szakaszban demonstraciés jel-
leggel bemutatjuk a GP-LFM technika ha-
tékonysagat a negyed jarmdmodell példa-
jan keresztiil. A moédszer — melynek rész-
letes bemutatisara és altalanositisara az
6todik és hatodik szakaszban keril sor —
azon alapul, hogy a modell ismeretlen para-
métereit valamilyen varhat6 értékd és szo-
rasy, normalis eloszlasu véletlen valto-
zéknak tekintjiik. Az algoritmus a kiin-
dulasként megadott, 4n. prior eloszla-
sokhoz megkeresi a mérési adatokhoz leg-
jobban illeszkedd, un. posterior eloszla-
sokat, melyek varhat6 értékei lesznek a
paraméterek modellben felvett értékei.

A szakirodalomban (példaul Rogers és
tsai., 2020 és Rogers és Friis, 2022) SDol?
esetre kozolt eredmények alapjan imple-
mentaltuk az identifikacids algoritmust, és
numerikus szimuldcidval kapott, zajjal
terhelt adatsorokon teszteltitk. Célunk a
rugébmerevség és a csillapitasi tényezé
értékének meghatarozasa volt a gyorsulas
id6sora alapjan. A szimulacié paraméterei
¢ =90 [Ns/m], £ = 5000 [N/m], » = 1000
[kg], @ = 5 [rad/s], a prior eloszlasok pedig
¢prior ~ N(50,100), &y ~ N(300,100).
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A 2. abran lathaté egy futtatas eredmé-
nye egy negyed jarmimodell esetére. Esze-
rint a posterior eloszlasok eltavolodnak az
ismeretlennek feltételezett, ezért nagyon
nagy szorassal megvalasztott prior eloszla-
soktdl, és varhat6 értékitk egyértelmden
tart a paraméterek valodi, szimulaciéban
hasznalt értékeihez. A fels6 abra prior
eloszlasa a nagy szoras miatt latszik kozel
vizszintesnek, az alsé abra pedig bemu-
tatja, hogy rossz prior eloszlas esetén is
muikédbéképes az algoritmus. Az abran is
jelolt postetior atlagok értéke 91.5 [Ns/m]
a csillapitasra és 5170 [N/m] a merevségre.

Az eredmények vizsgalata és kiértékelése
torténhet a zaj, a mérések szama (minta-
szam) és az el6irt Markov-lanc elemszam

fiiggvényében. Utobbi paraméter az algo-
ritmus futtatisa soran generdlt eloszlasok
mintavételezésének modjat és mindségét
adja meg (b6vebben 1d. 6. szakasz). Szimu-
laci6s tesztek soran arra jutottunk, hogy a
a mérések szama, vagyis a mintaszam illet-
ve a Markov elemszim kevésbé befo-
lyasolja dominansan az eredményeket. Hz
nem tdl meglepd, hiszen a negyed jarma-
modell esetén a gerjesztés két harmonikus
figgvény szuperponaltja és ha kell6en nagy
a mintavételi frekvencia (azaz kell6en kicsi
Ts), akkor a mintavételezési tételek értel-
mében teljes mértékben visszaallithaté a
folytonos jel. Tehat a harmonikus jeleknek
egy periédusan vett mintavételezés elvileg
elégséges, de a mérési zaj miatt érdemes

2. dbra: GP-LLEM modellidentifikdcio eredménye (forrds: a Szerzik)
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tobb periéduson keresztiil tarté minta-
vételezést alkalmazni. A Markov elemszam
pedig, hasonléan a mérési mintaszamhoz,
egy érték felett nem befolyasolja érdemben
a folyamatot, a hatar alatt viszont tonkre-
teszi a megoldast, mert a postetior elosz-
lasba nem kertl elég valédi posterior min-
ta. Bzt bizonyos mértékig lehet kompen-
zalni a burn-in fazissal (d. 6. szakasz). A
gyakorlatban is hasznalhaté eredményeket
mutat be a 1. tablazat. Itt az egyes futta-
tasok (oszlopok) eredménye lathaté a
negyed jarmimodell paramétereire (so-
rok). Minden futtatds 5-5 identifikacié
atlaga. Az 1. tdblazatban az algoritmusbdl
szarmazo6 atlag értékek eltérése lathat6 a
valés paraméterektdl, az algoritmusbol ka-
pott szorassal normalva. Példaul a merev-
ség esetében ez a (2) képlettel szamolhato:

©)
Uposterior (k) - kreal
O-posterior (k)

)

Ak)=

ahol A(k) a normalt eltérés, woerin(k) s
Oposterin(R) 2 posterior atlag és szOras, A
pedig a paraméter valodi értéke. A futta-
tasok kozott kizardlag a zaj nagysaga kerilt
megvaltoztatasra (kezdéérték: 3 [m/s?

szoérasnégyzet, futtatdsok kozétt ugyan-
ennyivel megndvelve).

Az 1. tablazat alapjan, amely Gsszesen 50
kilonallo identifikacié eredményeit fog-
lalja magaban, 6kolszabalyként megallapit-
hat6 az eredmények értékeléséhez, hogy az
algoritmus soran kapott megoldas, vagyis a
megkapott posterior atlag nem tér el job-
ban a valédi megoldastél, mint a posterior
szoras. Ez kiléndsen hasznos lehet a
jarmuiparban, ahol kiemelt szerepet jatsza-
nak a megbizhatdsagi szintek a biztonsag
miatt. Mind a program, mind a modellezés
MATLAB R2022a szoftver hasznalataval
készult.

Megallapithaté tehat, hogy a moédszer
célravezetS lehet identifikaciés feladatok-
ra. A tovabbiakban a mddszer magasabb
dimenzidra térténd altalanositasat vizsgal-
juk meg.

Fél jarmiimodell mozgasegyenlete

A fél jarmimodell részletes levezetése
megtalalhaté a masodik szakaszban hivat-
kozott mivekben (példaul: Cserndk &
Stépan, 2019). A fél jarmimodell a két-
tengelyes jarmiveket két rugoval (elsé és
hats6 felfiiggesztés) és egy merev testtel
realizalja. Ez két szabadsagi fokd modellt
eredményez. A fél jarmimodell mecha-
nikai modellje a 2. 4bran lathato.

1. tabldzat: S3drdssal normalt hibdk (forrds: a Szerzik)

1. run 2.run | 3.run | 4. trun 5. tun 6. run 7. run 8. run 9.run | 10. run
A(c) | 0.084 0.128 0.108 0.196 0.209 0.187 0.160 0.272 0.116 0.216
A(k) | -0.449 | -0.647 | -0.493 | -0.323 | -0.267 | -0.278 | -0.385 | -0.478 | -0.240 | -0.409
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. 2. dbra: A fél jarmiimodell mechanikai modelfje
(forrds: Csernak és Stépdan, 2019 alapjin a
Szerzik)

A 2. abra jel6léseivel a 3. dbran lathat6
(3) mozgasegyenlet irhaté fel. A kapott
mozgasegyenlet tehat tovabbra is linearis,
viszont két szabadsdgi fokd. A tovabbi-
akban levezetjiik az el6z6 pontban alkal-
mazott modszert és  altalanositjuk oly
médon, hogy az a késébbickben alkalmas
t6bb

mechanikai rendszerek, killonésen a fél

legyen szabadsdgi foku linedris

jarmimodell identifikacidjara.

A GP-LFM technika

bemutatasa és altalanositasa

A modszer alkalmazasa soran az elsé
lépés minden esetben a mérési séma ki-
valasztasa (Rogers és Friis, 2022). A li-
nearis paraméterck egyikét (skalaris to-
meg/tomegmatrix, skalaris csillapitas/csil-
lapitdsi matrix, skalaris merevség/me-
revségl matrix) ugyanis ismertnek kell
tekinteni, hogy a t6bbi, ismeretlen para-
méter megfeleléen konvergaljon a tanulds
soran. Ezenkivil ki kell valasztani, hogy a
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mérési adatok gyorsulds, sebesség, vagy
pozicié adatok.

Mi a leggyakrabban alkalmazott meg-
oldast valasztjuk, azaz a tomegmatrix ele-
meit tekintjik ismertnek (valés mérés
esetén ez hatirozhaté meg legkénnyeb-
ben), illetve a rendszer gyorsuldsat mérjik
a szimulacié soran (szintén ezt lenne a
legkénnyebb és legolesébb mérni egy valds
mérés esetén a legtObb esetben).

A 3. abran lathat6 (4) egyenlet irhaté fel
2 DoF esetre. Ezen keresztil modellez-
het6 minden olyan hatds (zaj, ismeretlen
nemlinearitds), amit explicit médon nem
vettiink figyelembe a mozgasegyenletben
(Rogers és Friis, 2022). Igy a (4) egyenlettel
barmilyen két szabadsagi fokd mechanikai
rendszer leirhaté. A GP-LFM moédszernek
megfeleléen f(z,2) a 3. dbra (5) képletben
jelzett sztochasztikus folyamattal kozelit-
heté.

Az f(z,z) komponensei tehit egymastol
figgetlen 0 varhato értékd skalaris Gauss-
folyamatok, amelyek £12(%#%) kovariancia-
figgvényei igy egymastdl fiiggetlenek. A
Gauss-folyamat (MacKay, 1998) Ilénye-
gében a normaleloszlas (gyakran Gauss-
eloszlas) végtelen dimenziés kiterjesztése.
Ennek megfelel6en a varhato érték vektort
egy egyvaltozos, a kovariancia matrixot pe-
dig egy kétvaltozos fuggvény valtja fel. A
Gauss-folyamat ezért jol alkalmazhat6
nemparametrikus gépi tanulasi technikak-
hoz. A kifejezés nem jelenti azt, hogy ne
lennének paraméterek, éppen ellenkezoleg,
tetszOleges szamu paraméter lehet (lasd
példaul: Kolassa, 2020).
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3. dbra: A jelen tanulmanyban hivatkozott (3)-(8) sgdmii képletek. Forrds: a Szerzdk

©)
m O ] [X] 4 [ k; +k, k,l, — klll] [x] _ [—kluo sin(wt)
0 Os]l8] "Ik, — kel k12 + Kk, 0201917 [ky L ug sin(wt)
M K
4)

MZ+Cz+Kz+1(z,2)=U(t),
ahol Z € R? az 4ltalanos koordinatik vektora, M € R? X R? tomegmatrix, C € R? x R?
csillapitisi matrix, K € R? X R? merevségi matrix, U(t): R > R? gerjesztés, f(z,2):
R? x R? - R? pedig a nem modellezett hatasokat és ezdltal a determinisztikus, linearis

részt6l vald eltérést tigyelembe vevé fiigevény.

®)

(e[ g 2~ (kG e)

©
dh=Fhdt+LdB(t),

ahol h € R™ a sztochasztikus rendszer allapotvektora, F € R™ X R" rendszermatrix,
LeR™ X R™ diszperziés matrix, B(t) € R™ pedig Brown-mozgis Q € R™ x R™
diffuziés matrixszal

7

V3|t —t¥] V3|t —t¥]
k(t,t*)=0? (1 T |exp| ———F—).

®)
0 1
Fio = [_)\iz —27\1,2] L = [(1)]' Q.= [4}\%20—12'2]’

ahol Ay 5 = V3/ 5, ajeldlések pedig a (6) egyenletnek megfelel6k
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A kovarianciafiiggvényként hasznalt ket-
nel figgvény kivalasztasa a kévetkez6 fon-
tos 1épés. A kernel olyan kétvaltozés fiigg-
vény, mellyel két, paraméterként kapott
objektum hasonlésaga mérheté gépi ta-
nulds soran. Megmutathaté (Sirkkd és
Solin, 2019), hogy a legtébb kernelhez (a
kernellel definialt Gauss-folyamathoz) tar-
tozik allapottér reprezentacid, sztochasz-
tikus differencidlegyenlet forméjaban. A
két leggyakrabban alkalmazott kernel a
Matérn 3/2 és az exponencialis (ez meg-
egyezik a Matérn 1/2-vel). Egy altalanos,
linearis idSinvarians (LTI) sztochasztikus
differencialegyenlet felirhaté a 3. abra (0)
képletben kézolt differencialis alakban.

Az SSM-SDE reprezentaciok allapotvek-
tora és fj, er6komponensek kozott a
kapcsolat az, hogy az allapotvektorok
elemei megegyeznek az er6komponensek

derivaltjaival, azaz:

hi, = [f1,2 f1,2 fl(,r;)]T,

ahol
megvalasztasatol figg.

A Matérn 3/2 kernel 02 és | para-
méterekkel a 3. dbra (7) képlete révén
definidlhaté (ldsd példaul: Sirkki és Solin,
2019).

Az ezzel a kernellel definialt — lasd: (5)
egyenlet) — Gauss-folyamatokhoz levezet-
het6 a 3. abra (8) képletben kozolt #=2
dimenziés SSM-SDE reprezentacié (lasd
példaul: Sarkkd és Solin, 2019).

Ezen matrixok ismeretében a (4) egyen-

n  értéke a  kernel fiiggvény

letben felirt rendszer allapotvektorat kiter-
jesztve Osszecsatolhatd a sztochasztikus
rendszerrel. Bevezetve az atviteli elv alap-
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de

jan kaphatox ® [z z]" llapotvektort, a
(6) egyenlet a 4. abra (9) képletben lathat6
hipermatrixos alakra rendezhetd.

Bz az alak mar bévitheté a sztochasz-
tikus atirdssal. A g & [hy  hy]T jelslés

bevezetésével a 4. abra (10) szammal jelzett

def

hipermatrixos egyenlet irhaté fel. Az
ebben szereplé F és Lg matrixok a két
kernel kézosen felirt SSM-SDE  repre-
zentaciéjabol kaphatok meg (lasd: 4. abra
(11) képlet). A Bg matrix pediga (9) és (10)
egyenletet Osszevetve all elé (lasd: 4. abra
(12) pont).

Ismeretlen még a (10) egyenletb6l a w
Wiener-folyamat Q diffuziés matrixa, Ez
koénnyedén el6all, mint az egyes kerne-
lekhez tartozé Qg , difftziés matrixokbdl
all6 diagonalis hipermatrix, a féatléban
rendre Qq és Q, matrixokkal. A (10) e-
gyenlet jelenti tehat a rendszer allapot-
egyenletét, ahol az elébbiek szerint minden
ismeretlen matrix meghatarozasra kerlt.
A megfigyelésiink (mérésiink) modellezé-
séhez a kimeneti egyenlet felirdsa sziik-
séges, ahol a mérési zajt a v vektorral
vesszlik figyelembe — lasd: 4. dbra (13)
egyenletet, melyben a C, és D matrixok
egyértelmiien kovetkeznek a mérési séma-
bél. Az el6bb leirtak szerint mi a gyor-
sulaskomponenseket mérjik. Az allapot-
egyenletben szerepld

[x g

derivalt allapotvektor harmadik és ne-
gyedik elemei a gyorsulaskomponensek (az

altalanos koordinatdk gyorsulaskompo-

nensei), azaz az [X g]}m) mivelettel
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4 dbra: A jelen tanulmdnyban hivatkozott (9)-(14) sgdmii képletek. Forrds: a Szerzik

)
X = [—Mo—lK —MI‘1C] X+ [M(‘)ll] U-n
Ag B
(10)
ol=[% ]g] ]U+[L]W
L
(11)

[:j_ 0 FZHhZ] [0 Lz][

A Wy és Wy a By és B, Brown-mozgisok formalis derivalasiaval kapott Wiener-
folyamatok (fehér zaj).

(12)
o 0 0 0
5 _[BsBD 0 BG2) 0
el o0 o 0 o0
B,(41) 0 B,(42) 0
(13)
X
y=c0[g]+DU+v
(14)

X X
[g] = A(si4,1:end) [g] + Bz.4,1:ena) U
GH T T T
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megkaphaték. Az allapotvektort ezen
moédon csonkolva a 4. abra (14) pontban
bemutatott médon valtozik meg maga az
allapotegyenlet, ami lényegében a kimeneti
egyenlet mérési zaj nélkil. A C, és D tehat
adott, a » mérési zaj pedig két fiiggetlen,
skalaris Wiener-folyamatbdl all, melynek R
diffiziés matrixa ezen folyamatok 772
diffazidés egyutthatéinak diagondlis elren-
dezésébdl adodik.

Gépi tanulas implementalasa

Az el6z6 szakaszban felirdsra kerilt a
folytonos rendszer allapotegyenlete és ki-
meneti egyenlete. A gépi tanulds megva-
16sitasa soran Kalman-szirét alkalmazunk,
aminek hasznalatadhoz a rendszer disz-
Ez

vételezési idével az alabbi matrixokhoz

kretizalasa szikséges. T, minta-

vezet:

A4 = exp(ATy)

Cd = CO
Dd =D
Rq = R/T;

A Bg és Qa matrixok az 5. abra (15)
képletben lathaté6 médon szamithaték ki.
A diszkretizalt rendszer matrixainak le-
vezetése megtalalhaté Sirkkd és Solin
(2019) muvében. A Kalman-szirésre a
szamitasi komplexitds csékkentése miatt
van szitkség. Hartikainen és Sirkkd (2010)
megmutattak ugyanis, hogy a GPR (Gauss
Process Regression) problémak hagyoma-

nyos megoldasoknal megszokott O(n®)
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szamitasi komplexitisa O(n) szamitasi
komplexitasra  csokkentheté  bizonyos
megfontolasokkal és Kalman-sziré alkal-
mazasaval (a komplexitasok a mérési min-
tak szamanak fuggvényei). A gépi tanu-
lashoz hasznalt hiperparaméterek vektora
két szabadsagi fokd esetre az 5. abra (10)
ponjaban kézolt 14-elem vektor.

A megoldashoz alkalmazott algoritmus
(Rogers és tsai., 2020) a priori eloszlasokat
(el6zetes feltételezéseket) igényel a hiper-
paraméterekre. Bz latszolag egy nagyon
erbs megkotés, de valdjaban az elosz-
lasokban a szérast megndvelve beallithatd
a hiperparaméter teljes ismeretlensége is.
Az algoritmus célja a posterior eloszlas
meghatirozasa mérések alapjan. Ez azért is
hasznos, mert a futtatds utin nem egy
konkrét érték fog tartozni egy-egy para-
méterhez, hanem egy eloszlas, és ebbdl
adéddan becsiilheté a bizonytalansag a
szorasbol. Erre a mintavételezésre gyakran
hasznalt megoldast jelentenek az MCMC
(Markov Chain Monte Carlo) médszerek.
Ezen médszerek esetén egy véletlen bo-
lyongas soran a lépések jelentik az eloszlas
mintavételezését. A bolyongas soran a
magasabb  slrlségfiigevényl helyeken
tobb 1épés valésul meg, mint az ala-
csonyabbakon, ezdltal a bolyongis utan
kirajzolédik a kivant a posteriori eloszlas.
Cikkiinkben
Metropolis algoritmust hasznalunk, mint
MCMC moédszert (lasd: Beichl és Sullivan,

2000). A posterior eloszlas kirajzolasahoz

az implementacié soran

minden iterdciéban generalunk egy jeloltet,
amelynek dimenzidja a hiperparaméterek
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5 dbra: A jelen tannlmdnyban hivatkozort (15-(17) szdmii képletek. Forras: a Szerzik

(15)

Ts

B;=A"1(A4-DB,Q4 = f exp(At)Qexp(ATT) dt

=0

(16)

0= [C(1,1)' C(1,2), C2,1), €22, K(1,1), K12, K2, 1), K (2,2), 0%' L1, 0%: lp, 1y, r2]

(17)

1 1
¢x(0) = px_1(0) + Elog(ZnSk) + Erﬁsﬁlrk.

ahol Iy és Sy a Kalman-sziirS segédvektora és segédmatrixa.

vektoraval egyezik meg, és azaltal egy
lehetséges paraméter kombinaciét jel6l.
Ebbdl kiszamithatok a folytonos rendszer
matrixai, melyeken ezek utin elvégezhetd
az el6bb bemutatott diszkretizacid. A
Kalman-szirés ekkor mar elvégezhetd, a
Kalman-szir6 pontos megvalositasa és
részletes levezetése megtalalhaté Sarkka
(2013) vagy Murphy (2012) mivében.
Ezzel tehat redukalhaté az algoritmus
szamitasi komplexitdsa. Ehhez hasznal-
haté az dn. energiafiiggvény, amely egy
hiperparaméter-kombinacié (an. jel6lt) jo-
sagaval all aranyossagban. Az energiafligg-
vény az 5. abra (17) pontban ko6zolt
iteracioval kozelithetd (Rogers és  tsai,
2018). Az energiafiiggvény iteracié végén
kapott értéke szolgal alapjaul a jelolt
elfogadasanak vagy elutasitasanak. Minél
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alacsonyabb az érték az eléz6 elfogadott

jelolth6z  képest, annal magasabb az
elfogadas valészintsége. Az el6z6 értékkel
valé Osszehasonlitds miatt ez tulajdon-
képpen egy gradiens médszernek is tekint-
het8. Tébb szabadsagi foku esetben a (17)
egyenletben az energiafiggvény vissza-
térési értéke matrix, ekkor a jeldlt elfo-
gadasanak vizsgalatakor valamilyen matrix
invarians hasznalata lehet célravezets. A
ciklus akkor fejez8dik be, ha az el6irt
szamu jelolt elfogadasra kerilt. Utdbbi
érték a ténylegesen a posterior eloszlasbol
mintavételezni kivant elemszam és az un.
burn-in elemszam értékek Osszege. A
véletlen bolyongas igen sok lépésbe is
keriilhet, mire a mintavételezett tagok
valéban a posterior eloszlasbol kertilnek ki.

Ez tipikusan akkor fordulhat elé, ha a
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bolyongas kezdé 1épése (inicializalas) tavol
van a postetior eloszlastdl, raadasul a
bolyongas 1épéskéze (a 1épéseket repre-
zentalo eloszlas szorasa) is kicsi. Az igy
kapott eloszlas lényegében a posterior
eloszlas, valamely iranyban igen hosszu,
nem elhanyagolhaté farokeloszlassal. Az
eloszlas atlaga és szorasa emiatt rendkiviil
nagy mértékben eltér a posterior atlagtol és
szorastol.

Ezen probléma kikiiszobolésére hasznal-
hat6 a burn-in fazis: ekkor az elsé néhany
tagja a Markov-lancnak nem kerdl fel-
hasznalasra a posterior eloszlas rekonstru-
alasahoz. Ezzel a moddszerrel mar hasz-
nalhaté az atlag és szords, ami egyben
definidlja is a normalis eloszlasunak tekin-
tett posterior eloszlast.

A levezetett médszer elvileg alkalmas a
fél jarmimodell identifikaciéjahoz, azon-
ban a megval6sitashoz tovabbi vizsgalatok
szitkségesek, példaul, hogy melyik matrix

invarians alkalmazasa a legcélravezetSbb.

Konklazidok
Cikkiinkben az egy szabadsagi foku
negyed jarmimodellen keresztil de-

monstraltuk a2 GP-LFM moddszer haté-
konysagat. A szakirodalomban a modszer
dont6 tébbségben nemlinearis rendsze-
reken keresztil kertl megvalésitasra,
viszont csak egy szabadsagi foku rend-
szerek esetén. Mi az eddig egy szabadsagi
foku

altalanositottuk két szabadsagi foku rend-

rendszerekre hasznalt moddszert
szerre. Ramutattunk a médszer elényeire,

kilon kitérve a jarmtiparban is rendkivil
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fontos megbizhat6sagi szintekre és bovi-
tettitk a témakOr magyar nyelvl szaki-
rodalmat. A modszer elméletének dltala-
nositasaval kijeloltik az iranyt a tSbb
rendszerek GP-LFM
médszerrel torténd identifikacidjahoz.

szabadsagi foku

Az eredmények alapjan a moddszerben

komoly potencial van a nemlinearis
és/vagy magasabb dimenzidju rendszerek
identifikdlasara, mindazonaltal figyelembe
kell venni, hogy ezekben az esetekben a
moédszer szamitasi komplexitisa joval
magasabb lehet. Erre javaslatunk egy
adaptiv 1épéskozvalaszto algoritmus, mely-
lyel az un. exploitation-exploration di-
lemma optimalis megoldasa varhaté el
Véleménytnk szerint ez nagy mértékben
redukdlhatja az identifikdlashoz szitkséges
idét.

Az eljaras kivaléan alkalmazhaté lehet
feladatokra. Az el6bbiek

alapjan gyorsithaté az algoritmus, igy

identifikacios

egyszeribb rendszerek és nagy szamitasi
kapacitas esetén akar a folyamatos, real-
time identifikici6 is lehetséges lehet, de
ehhez tovabbi

szitkségesek.
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