A pélyazat feladatainak megvaldsitdsaban minden szereplé tevékenyen részt vett. A
kutatasi program legfébb sikerét az a 31 tudomanyos publikacié igazolja, amik a
kutatasi tervben megjelolt feladatokkal kapcsolatosan elért eredményeket
tartalmazzak. Simon Péter, a palyazat résztvevéje, 2005-ben védte meg sikeresen
Akadémiai Doktori Ertekezését a palyazati tervben szereplé kutatasi témaban, igy ez
az eredmény is részben a palyazathoz kothetd.

A palydzatban végzett munka hasznosségat illetéen fontosnak tartjuk megemliteni,
hogy az itt elvegzett elméleti kutatasok teremtették meg az alapot két alkalmazott
projektbe valo bekapcsolodashoz is. Ezek egyike ,A szaruhartya Uj, nagypontossagu,
a klinikai szemészeti gyakorlatban alkalmazhatd topografiai vizsgalati moédszerek
kidolgozasa” cimd, a Nemzeti Kutatasi és Fejlesztési Programok Informaciés és
Kommunikacidos Technolégiak Alprogram keretében elnyert,  2/020/2004. sz.
palyazat, 2004-2007. Ennek résztvevdi: MTA SZTAKI, Semmelweis Egyetem
Szemeészeti Klinika, ELTE IK Numerikus Analizis Tanszék, Contware KFT. A masik,
az ELTE Informatikai Kar, a Pannon GSM és az IQMed részvételével létrejott
projektben pedig az EKG jelek analizisében tudtuk alkalmazni kutatasi
eredményeinket.

A palyazat altal biztositott tamogatas lehetéséget adott arra, hogy nemzetkozi
konferenciakon vegylnk részt és a kutatdsi programban elért eredményeinket
ismertethessik. A résztvevdk altal tartott konferencia eléadasok listaja a beszamolo
végén taldlhatd. Lehet6ségink volt tovdbb4 a szakterilet néhany nemzetkozileg is
elismert szakértéjét (J. Daly, U. Goginava, V. Ivanov, A. Siddigi, P. Manchanda)
meghivni és igy tobb terlleten is kozos kutatasi munkat végezni. Ennek
eredményeképpen kdzos publikaciok szilettek.

A kutatasi tevékenységet a munkatervben vallalt témakorokben végeztik. Az elért és
publikalt eredményeket témakorok szerint az alabbiakban réviden dsszefoglalom.

A Hormander-Mihlin-féle multiplier feltételt megvizsgaltuk a Walsh-transzformaltra és
a diadikus HP[0,~] (0<p<1) terekre vonatkozoan. Hasonlé eredményeket sikerlt
elérni, mint a trigonometrikus esetben. A multiplier operatorokat nemcsak a Walsh,
hanem annak altalanositaséara, a Vilenkin rendszerre is vizsgaltuk. Konstrualtunk egy
altalanos, az operator magjara vonatkozo feltételt. Megmutattuk, hogy az eddig
ismert feltételek ennek specialis esetei, majd ezt alkalmazva Kkiterjesztettik a
Marcinkiewicz-féle multiplier tételt a Vilenkin-rendszerek altal generalt Hardy tipusu
terekre. A klasszikus Hardy-térrel (H.y) kapcsolatban igazoltuk, hogy a Hérmader-
Mihlin-féle feltételnek megfelelé multiplier operatorok korlatosak Ho-n, ezzel az LP-
terekre ismert eredmeényt sikertlt kiterjeszteni a Hy; térre. Azt is megmutattuk, hogy a
Marcinkiewicz-féle feltétel nem elégséges a multiplier operatornak a Ho; téren vald
korlatossagahoz. A Hormander-Mihlin feltétellel tdbbdimenziés diadikus esetben is
foglalkoztunk. Megmutattuk, hogy ha multiplier eleget tesz q kitevével a feltételnek,
akkor az operator korlatos a HP" Hardy-Lorentz térbél az L Lorentz térbe. Ebbél a
HP-n val6 korlatossag és a gyenge L*-L" tulajdonsag is kovetkezik. Megemlitjiik, hogy
a tobbdimenzios esethez Uj technikat kellett kidolgozni, ami magaban foglal egy
Ujszerl Sidon-tipusu egyenlétlenség alkalmazasat is. A bizonyitasban a terek atomos
jellemzését hasznaltuk ki, €és azt igazoltuk, hogy az operator ugynevezett p kvazi
lokalis tulajdonsagu. A kapott eredmények mind a szokasos, mind pedig a diagonalis
Hardy térre érvényesek.



A Walsh-rendszerrel szoros kapcsolatban all6 Ciesielski rendszerre vonatkozéan
igazoltuk a Paley-Littlewood-egyenlétlenséget, valamint a Marcinkiewicz —féle
multiplier tételt. Ez utébbit a megfelelé Hardy terekre is kiterjesztettiik. A spline- és a
Ciesielski-Fourier-sorokkal kapcsolatosan egy, az eddigi eredményeket 6sszefoglald
cikk is sziletett. Az udagynevezett 6-szummaciés eljarasok korében egy olyan
altalanos eljarast dolgoztunk ki, amelyik o6rokli a Fejér-szummacio elényds
tulajdonsagait. Szamos rendszerre, kozottik a trigonometrikus, Walsh, Walsh-
Kaczmarcz, Vilenkin, Ciesielski rendszerekre vonatkozéan igazoltuk a
maximaloperator korlatossagat az LP és a megfeleld Hardy terekben. Ennek
kovetkezmeényekent m.m. valé konvergencia eredmények adddtak. Megjegyezziik,
hogy a szbéban forgd eljaras specialis esetként magaban foglalja a klasszikus
Weierstrass, Picar, Bessel, de la Vallée-Poussin, Rogosinski és Riemann
0sszegzéseket.

Az adott problémahoz illeszkedé ortogondlis rendszer konstrualasanak problémakaore
kapcsan a Malmquist-Takenaka, a gdmbfliggvények és a Zernike rendszer tertletén
ertink el eredményeket. Bevezettik a Malmquist-Takenaka rendszereket a
kvaterniok halmazaban. lgazoltuk, hogy ezen kvaterni6 valtozoju és kvaternio értéki
fuggvények is rendelkeznek folytonos és diszkrét ortogonalitasi tulajdonsaggal.
Kordbban mar igazoltuk, hogy a folytonos Haar-mértéket alkalmasan megvalasztott
diszkrét mértékkel helyettesitve a gombflggvények diszkrét ortonormalt rendszert
alkotnak. Most de la Valée-Poussin tipusu folytonos és diszkrét approximacios
eljarasokat szerkesztettink a gombon, majd megmutattuk, hogy ezek az
approximacios eljarasok alkalmasak a haromdimenziés Dirichlet-probléma
megoldasainak approximalasara. A Zernike fuggvények esetében is sikertlt igazolni,
hogy megadhaté olyan diszkrét meértéek, melyre nézve a diszkrét rendszer
ortogonalis. Kimutattuk hogy a diszkrét mérték hatarértéke a megfelel§ folytonos
merték az egységkoron. A diszkrét meérték segitségével approximacios eljarast
definidltunk a Zernike egyltthatok meghatarozasara. Ezen egyltthatok fontos
szerepet jatszanak a latasi aberraciok meghatarozasaban. Tovabb folytatva az
optikdban alkalmazhat6 ortonormalt rendszerek szerinti sorfejtéseket vizsgalatat az
el6z6ekben mar vizsgalt a Zernike-rendszer helyett mas, a fellletrdl rendelkezésre
allé ismeret alapjan szerkesztett rendszereket vezettiink be a Csebisev-polinomokbdl
kiindulva. A konstrukcié alapjaul szolgalé argumentum transzformacié megfelelé
valasztdsaval a sorfejtés mar kevés tag figyelembevételével is j60 kozelitést ad. Az
elijards a trigonometrikus Fourier analizis és a jelfeldolgozas eszkdzeinek és
modszereinek alkalmazasat teszi lehetévé. Tobbek kdzott foglalkoztunk a szlirés (a
szummacio) probléméjaval, folytonos és diszkrét ortonormalt rendszerek
szerkesztésével, a diszkrét Fourier-egyitthatok kiszamitasaval és az FFT-hez
hasonlo gyors algoritmusok szerkesztéseével.

A klasszikus Fourier-sorokkal kapcsolatban olyan, a szummacioelméletben eddig
még nem vizsgalt terekkel foglalkoztunk, amelyek a G&bor analizisben nagy szerepet
jatszanak, pl. a sulyozott Wiener amalgam terek, Feichtinger algebra, Herz, Besov
terek. Igazoltuk, hogy a ©-szummécié pontosan akkor konvergal L' norméban
(minden integralhatd fuggvényre), egyenletesen vagy minden pontban (minden
folytonos fluggvényre), ha a O flggvény Fourier-transzformaltja integralhatdé. A
pontonkénti konvergenciara is sikerilt szikséges és elégséges feltételt adni. Tehat, a
0-kdzepek minden Wiener amalgam térbeli (vagy integralhatd) flggvény minden
Lebesgue-pontjaban konvergalnak akkor és csak akkor, ha 8 egy bizonyos Herz-



térben van. Folytatva a ©6-szummacioval kapcsolatos konvergencia kérdések
vizsgalatat Herz térbeli fluggvények korében, © fliggvényre vonatkozdan olyan
feltételt talaltunk, amely sziikséges és elégséges arra vonatkozéan, hogy Herz térbeli
fuggvények 6 kdzepei minden Lebesgue pontban konvergaljanak. Ez természetesen
egyben majdnem mindenitt valé konvergencia feltétel is. Az er6s szummaciés tételt
altalanositottuk d-dimenzios Fourier sorokra és Fourier transzformaltakra tetszéleges
feLP(log L)' és fe LP (l<p<w) fiiggvényekre illetve tetszéleges B-szummacios
eljarasokra.

A Vilenkin-rendszerekkel kapcsolatban sikerilt karakterizalni azokat a
sulyfiiggvényeket, amelyekre vonatkozéan a maximal Dirichlet- és Fejér féle
magfliggvények integraljai végesek. Megvizsgaltuk a Vilenkin csoportra vonatkozo
korlatossagi feltétel szerepét is. Vizsgalatokat végeztink vektor értéki Vilenkin-
Fourier sorokra, mégpedig tobb szempontbdl is. Sikertlt norma konvergencia tipusu
tételeket igazolni, tovabba a Carleson-tétel megfelel6jét, valamint a hézagos sor
majdnem mindenitt valé konvergencigjat. A majdnem mindendtt  valo
konvergencidval kapcsolatos kutatasokat kiterjesztettik Banach tér értéki
fuggvényekre is.

Sikerilt valés-értékdi martingalokra vonatkozé eredményeket altalanositani Banach
tér érték( martingalokra, igymint a dualitasi tételeket és az atomos felbontast. Ennek
segitségével U] eredményeket nyerheték  vektor-értékii  Fourier  sorok
konvergencidjara vonatkozoan. Ezek k6zé tartozik példaul a hires Carleson tétel
megfeleldje is.

A Walsh-Fourier  sorokra  vonatkoz6éan  Ugynevezett gyenge  tipusu
egyenlétlenségeket igazoltunk diadikus Hardy és Lebesgue terek kdzott a Riesz és a
(C,a) Cesaro szummacié maximal operatoraira. JoOl ismert ui., hogy ezek az
operatorok korlatosak HP-bél LP-be minden 1/(a+1)<p<~ esetén. Egyrészt most
megmutattuk, hogy ez az erés korlatossag nem teljesul, ha p=1/(a+1). Masrészt az
is kidertlt, hogy a p=1/(a+1l) hataresetben az emltett operatorok korlatosak
maradnak HY@Y _pgl a gyenge LYY térbe. A bizonyitashoz sziikség volt néhany
kordbbi, a Cesaro, ill. Riesz-kdzepekre ismert egyenlétlenség javitdsara is. Walsh-
Fourier sorok Noérlund kézepeinek approximacios rendjével kapcsolatban egyrészt az
eddig ismert feltételeket enyhithettiik, masrészt megmutattuk, hogy az L° (1<p<w )
terekre igazolt eredmények altaldnosithatbk homogén Banach terekre. Hasonld
eredményeket igazoltunk a nem homogén diadikus HP (O<p<1) Hardy terekre is.

A diadikus testtel és a Walsh-transzforméaciéval kapcsolatosan bevezettik a a
Cesaro operéator Aaltalanositdsanak tekintheté un. diadikus Hausdorff operétort.
Belattuk, hogy barmilyen LY[0,~]-beli fiiggvény altal generalt diadikus Hausdorff
operator korlatos a diadikus H' Hardy-téren. Megmutattuk tovabba, hogy ha a
fuggveény eleget tesz neéhany egyszerl feltételnek, akkor az emlitett operator korlatos
az LP[0,»] (1<p<x) tereken.

A matematikai fizikaban, a jel- és képfeldolgozasban elterjedten hasznaljak a Gabor-
€s a wavelet transzformaciot. A csoportreprezentaciobodl kiindulva szarmaztathat6
ugynevezett voice transzformacié egy kdzos altalanositdsa a Gabor- és a wavelet
transzformacionak. A racionalis figgvények Blaschke-féle csoportjat felhasznalva
bevezettiink a voice transzforméacié 3 valtozatat. Ezekben a transzformacio alapjaul



szolgal6 reprezentacidkat az Ltér, a H2Hardy-tér, ill. a Bergman-tér unitér
operatoraival adjuk meg. Tisztaztuk a leképezések legfontosabb tulajdonsagait, az
injektivitdst, a csoportmiivelet és a transzformécié kapcsolatat, megtalaltuk a
Plancherel formula megfeleléjét és foglalkoztunk a transzformacio inverziéjanak
probléméjaval. A konstrukciéban felhaszndlt unitér reprezentéciokat alapul véve, ill.
az ezekbél szarmaztatott voice-transzformacidokat felhasznalva ortogonalis
rendszerek egy igen széles osztalyahoz juthatunk el. A trigopnometrikus rendszerbél
kiindulva tobbek kozott megkapjuk a téruszon ortogonalis diszkrét Laguerre
fuggvényéket és a diszken ortogondlis Zernike fliggvényeket. Az el8bbieket
rendszerek identifikaciojaban, az utébbiakat optikai rendszerek és a szem
aberracioinak leirasdban hasznaljdk. Ezzel a széban forgo rendszerek szadmos fontos
tulajdonsaga (ortogonalitas, addicios képletek, stb.) egységes formaban
szarmaztathat6. Reményeink szerint ez a voice transzformacié ugyanazt a szerepet
jatszhatja az atviteli faggvények vizsgalatdban mint a Fourier- és wavelet
transzformécié a frekvencia analizisben.

Olyan wavelet konstrukciokkal foglalkoztunk, ahol a dilataci6 miveletét kétréti
leképezéssel helyettesitettiik. Az ily médon szerkesztett ortogonalis €s biortogonalis
rendszerek szerinti sorfejtések a Haar-rendszerhez hasonléan gyors algoritmusokkal
végezhetd el. A Rademacher-, Haar-, és Walsh-rendszer kodzti kapcsolatot mintaul
véve szerkesztettink diszkrét ortogonalis szorzatrendszereket és Haar-tipusu
rendszereket. Ezekben a konstrukciokban Rademacher-rendszerek szerepét kétreéti
leképezések iteracidjaval szarmaztatott rendszerek veszik at. Az ezekbdl adodo
Haar-tipusu rendszerek olyan waveleteknek tekintheték, amelyekben a dilatacio
szerepét a fuggvénykompozicid veszi at. Ezzel az eljarassal tobbek kozott olyan
diszkrét polinom és racionalis Walsh- és Haar-tipusu rendszereket konstrualhatunk,
amelyekkel effektiv algoritmusok szerkeszthetdk a Fourier-egyutthatok kiszamitaséara
és a figgveény rekonstrukciojara.

A fenti kutatasi téma egy része a cornea rekonstrukcioval foglalkoz6 NKF
palydzatban és az EKG gorbék analizisével és tomoritésével 6sszefliggd
palyazatban felvetédott problémaéakkal kapcsolatos.

Tobb 6sszefoglald cikk is sziiletett. Az egyik egy- és tobb-dimenziés Walsh-Fourier
sorok Osszegzesi kérdései és a diadikus derivalt témakodrében harom 6sszegzeési
eljarast (Fejér, Cesaro és Riesz eljarasok) és haromféle konvergenciat (kipban valé
konvergenciat, az R%beli konvergenciat és a Marcinkiewicz-félét) vizsgal. Egy masik
0sszefoglal6 cikk a harmonikus analizis és a waveletek kdzotti kapcsolatrél szol, egy
harmadik pedig az ugynevezett Sidon-tipusi egyenl6tlenségek alkalmazasi
lehetéségeit 6sszegzi.
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