A. SZABO

TETPATONIZELY

(PLATON, THEAIT. 148 A 6 ff)

Es ist mir nicht bekannt, ob Philologen oder Historiker sich jemals
gefragt hatten, was eigentlich Sinn und Bedeutung des im Titel angegebenen
Wortes in der Antike war. Die meistgebrauchten Worterbiicher, wie z. B.
Passow und Menge-Giithling, registrieren fiir das Verbum terpaywvilew nur
solche Bedeutungen, wie "quadrieren’, "auf’s Quadrat bringen’. Aber was diese
letzteren Bezeichnungen lateinischen Ursprungs in einem antiken Text genau
heiflen sollen, wird gewshnlich nicht mehr erklirt. Man findet auch unter
tetpaywrouds meistens nur die schlichte Mitteilung: "Quadratur’. Ebenso liest
man im Standard-Worterbuch von Liddel & Scott: "to make square, square,
of lines and numbers’, bzw. tetpaywviouds ’a squaring, quadrature’.

Soviel ich weil3, hat man bisher nicht einmal jene Tatsachen klar und
eindeutig festgelegt, von denen ich in meinen folgenden Erorterungen iiber-
haupt ausgehen mochte. Diese sind:

1. Sowohl das genannte Verbum, wie auch das entsprechende Hauptwort
wurden in der mathematischen Fachsprache geprigt, und sie wurden nur als
technische Ausdricke gebraucht.

2. Urspriinglich bezeichnete man mit diesen Worten gewisse Konstruk-
tionen von geradlinigen Figuren; genauer: man hat Rechtecke in flichengleiche
Quadrate verwandelt. Das Verbum bezeichnet an erster Stelle eben diese Hand-
lung. Und dementsprechend ist reroaywriouds 'das Verwandeln eines Rechtecks
in ein flichengleiches Quadrat’. (Man vergesse auch nicht: alle geradlinigen
Figuren wurden dber das Rechteck hindurch ’quadriert’. Das heilit: will man
eine beliebige geradlinige Figur in ein flichengleiches Quadrat verwandeln,
dann wird zunichst die betreffende Figur — wenn sie kein Dreieck ist — in
Dreiecke aufgelost; dann sucht man zu den Dreiecken flichengleiche Rechtecke,
und erst im letzten Schritt konnen die Rechtecke 'quadriert’, d. h. in flichen-
gleiche Quadrate verwandelt werden.)

3. Die Versuche der Kreisquadratur zur Zeit der Sophistik, und ebenso
auch die Mindchenquadratur des Hippokrates von Chios — die ebenfalls mit
unseren Worten bezeichnet werden — sind historisch zweifellos spdter als das
'Verwandeln eines Rechtecks in ein flichengleiches Quadrat’. — Wichtig ist
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diese Feststellung auch darum, weil dadurch eine relutive Chronologie von vorn-
herein gegeben ist. Alles, was ich weiter unten im Zusammenhang mit tezoa-
yovilerw darstelle, ist auf die Zeit vor der Sophistik, und vor Hippokrates von
Chios zu datieren.

Doch erméglicht die Kenntnis der eben aufgezithlten drei Punkte noch
keineswegs das Erkliren der angegebenen Platon-Stelle. Im Gegenteil. Diese
Stelle mag ein schlagendes Beispiel dafiir sein, dafl man einen griechischen Text
manchmal grammatikalisch und sprachlich so gut wie tadellos iibersetzen kann,
ohne dal} dabei auch der wahre Sinn erfalit worden wiire. Ja, es wird in solchen
Fiillen meistens auch gar nicht bewullt, dali der Sinn des Textes nur halbwegs
verstanden wurde. Auch ich habe fiir die fragliche Platon-Stelle vor kurzem
noch eine solche nur grammatikalisch und sprachlich einwandfreie Ubersetzung
geliefert, die den tieferen Sinn der Stelle im unklaren lil3t. Darum michte ich
hier das damals versiitumte nachholen.

Man findet in meinem Buch «Anfinge der griechischen Mathematik»
(Budapest, 1969) auf S. 51 den folgenden griechischen Text mit der daneben-
gestellten deutschen Ubersetzung:?

Soar péy yoauual Tov icdmlevooy xal
éninedov aoBuocv teroayowilovot, pijxos
motoducta, boar 08 Tov Etegourjxn, dvvd-
UELS, O piixet uéy 00 coUuETOOVS Exéi-

Diejenigen Strecken nun, die eine
gleichseitige Quadratzahl
machen, bezeichneten wir mit dem
Wort wuijzoz; diejenigen Strecken da-

viereckiy

yaig, Tois & émmédors, & dvavtat. gegen, die eine Rechteckzahl in Qua-
drat verwandeln, bezeichneten wir als
ovvduer;, nachdem diese letzteren der
Linge nach zwar inkommensurabel
zu den doch

dieselben kommensurabel nach jenen

anderen sind, sind

Fliichen (éncrédos), die sie in Qua-
drat ausmachen (& édvarrar).?

! Man vgl. mit meiner Ubersetzung z.B. diejenige von O. Apert (Platon, Samt-
liche Dialoge, Bd. 4. S. 39, Leipzig,! 1923): «Alle Linien nun, die die Seiten eines nach
Seiten und Fliche kommensurablen Quadrates bilden, bestimmten wir als Liangen,
alle, welche eine inkommensurable Quadratseite bilden, nannten wir (im engeren Sinne)
Quadrate etes (die Hervorhebungen von mir — A. SzaBd). Diese {Tbersetzung,
und ebenso auch diejenige von R. RUFENER (Platon, Spitdialoge, ed. O. GicoxN, Artemis,
Ziirich — Stuttgart, 1965, S. 13), verschleiert allerdings noch mehr die Schwierigkeit, als
die meinige. Vgl. dazu auch die weiteren Ausfilhrungen oben i Text.

* Die Hervorhebungen hier im deutschen Text sind nicht genau dieselben wie
im Buch. Aber es kommt mir diesmal nur auf das hervorgehobene Verbum an; darum
habe ich hier nicht nur die uibrigen Hervorhebungen, sondern auch die hinzugefiigten
Bemerkungen fortgelassen. Es sei iibrigens betont: der vorliegende Aufsatz ist eher als
eine Erginzung, und nicht etwa als eine Korrektur meiner fritheren Erorterungen
gemeint.
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Ahnlich ist auch die englische Ubersetzung von T. L. Heath:3 «Such
straight lines then as square the equilateral and plane number I defined as
.. .ufixoc, and such as square the oblong .. .dvvdueic, as not being commen-
surable with the others in length but only in plane areas to which their squares
are equal.y

In allen von mir bekannten Ubersetzungen wird das Verbum zetpaywnvilew
zweimal wiedergegeben — bei mir einmal: "viereckig machen’, und das zweite
Mal: ’in Quadrat verwandeln” —, wo es im griechischen Original nur einmal
gebraucht wird. Aber man kann gegen diese sinngemiilfe Wiederholung des
Ausdruckes an der zweiten Stelle doch nichts einwenden. Ich finde es viel
schlimmer, dal} dieses Wort eigentlich sogleich an der ersten Stelle jeden den-
kenden Menschen befremden miil3te. Da es jedoch bisher merkwiirdigerweise
noch niemanden befremdet hatte, mul} ich zunichst scharf nachweisen, was
eigentlich daran doch so unklar ist. Man tiberlege sich den Textzusammenhang.

Der junge Theaitetos berichtet iber eine Mathematikstunde (147 D ff.).
Theodoros habe seinen Schiilern etwas iiber Quadrate (dvvduetc) gezeigt; dald
nimlich die Seiten mancher Quadrate — wie z. B. diejenige des Quadrats mit
drei Quadratfull-Fliche, oder die andere des Quadrats mit fiinf Quadratful3-
Fliche — zur Seite des Einheitsquadrats der Linge nach inkommensurabel
sind. Der Nachweis ging im einzelnen fort bis zum Quadrat mit siebzehn
Quadratfull-Fliche. Bei diesem habe Theodoros aufgehort. Darauf versuchten
nun Theaitetos und sein Freund eine beachtenswerte Klassifizierung, nachdem
es doch 'unendlich viele solche Quadrate gibt’ — wie es im Bericht heilit.

Die Klassifizierung besteht aus zwei verschiedenen, voneinander klar
und eindeutig auseinanderzuhaltenden Schritten. Der erste Schritt ist die Ein-
teilung aller Zahlen in zwei Gruppen, und dann der zweite: eine dhnliche Zwei-
teilung der den Zahlen entsprechenden Segmente (oder Stecken). Der zweite
Schritt — die Klassifizierung der Segmente — wird dadurch vorbereitet, dal
schon im ersten Schritt die Zahlen — geometrisch illustriert — entweder als
Quadratzahlen oder als Rechteckzahlen gedacht werden. Diese geometrische
[lustrierung der Zahlen erinnert den modernen Leser daran, dafl in der Tat
auch bei Euklid das Wort zlevpd sowohl die Seite einer geradlinigen Fliachen-
figur (z. B. in den Definitionen 19, 20 und 21 des Buches I der ’Elemente’),
wie auch den Faktor einer sog. "Flichenzahl’ oder *Korperzahl’ (s. die Defini-
tionen 16 und 17 des V1I Buches) bezeichnen kann. Aber bleiben wir noch beim
Platon-Text. Die 'Quadratzahlen’ sind — wie Theaitetos erklirt — Produkte
gleichmal gleicher Faktoren, wihrend die 'Rechteckzahlen’ sich niemals in
gleichmal gleiche Faktoren zerlegen lassen; diese letzteren sind immer Produkte
zweier ungleicher Faktoren.

37T, L. HratH: The thirteen Books of Euclid’s Elements (Dover Publication)
vol. T11 p. 3.
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Dies alles wiire noch vollkommen in Ordnung, wie auch Sokrates sich
mit dem Bericht des jungen Mannes einverstanden erklirt. Aber dann kommt
plotzlich der Satz, den ich oben schon in mehreren Varianten zitiert habe:
«Wir haben dann die Segmente, die eine Quadratzahl viereckiy machen, als
uijrog bezeichnet, etc.» Was soll man nun unter dieser merkwiirdigen Wen-
dung verstehen 2 Man mochte sich eine Quadrafzahl — geometrisch illustriert —
doch als ein Quadrat denken, wie dies auch im Text selbst gesagt wird. Aber
wie kann man das Quadrat noch weiter ’viereckig machen’ (= quadrieren)?
Man muB} zugeben, dafl dieser Ausdruck — wenn man ihn wortlich und genau
nimmt — im vorliegenden Zusammenhang der reinste Unsinn ist. Das griechi-
sche Wort fiir ’viereckig machen’ (tetrpaywvilew) pallt eigentlich nur auf
Rechtecke, nachdem in der Geometrie nur diese ’viereckig gemacht’,
‘quadriert werden’ (vgl. Euklid, "Elemente’ 11 14). Aber ein Quadrat wird nicht
weiter quadriert.

Oder diirfte man die Schwierigkeit nicht dadurch eliminieren, dal}l man
das Verbum tstpaywyilew im obigen Zitat in einem nur abgeschwichteren
Sinne versteht? Wire es nicht moglich, dieses Zeitwort auf ein sog. ’inneres
Objekt’ zu beziehen? Warum koénnte man den Text nicht etwa folgender-
malflen iibersetzen: «Diejenigen Strecken nun, die Seife je einer Quadratzahl
bilden (reroaywviovor), bezeichneten wir mit dem Wort uijxos ete.r? Aller-
dings wiirde eine solche Ubersetzungskosmetik die Schwierigkeit vertuschen.
Aber wir wiren damit doch nicht besser daran. Nachdem man nimlich den
scharfen und prignanten Sinn des Wortes zerpaywvilew (= 'viereckig machen’)
in der ersten Hiilfte des Satzes hinweginterpretiert hatte, miilite man denselben
Sinn in der zweiten Hilfte des Satzes wieder zuriickverlangen. Denn es ist ja
in demselben Satz doch auch iiber Strecken die Rede, ’die eine Rechteckzahl
n Quadrat verwandeln’. Und hier ist der prignante Sinn des Verbums vollig
am Platze. Doch damit es noch schlimmer sei: hier, an der zweiten Stelle — in
der prignanten Verwendung — wird das griechische Wort gar nicht mehr
gebraucht. Nur sinngemdf3 haben wir es in der Ubersetzung wiederholt. Aber
man kann eine sprachliche Wendung sinngemiif} in der Ubersetzung nur dann
wiederholen, wenn man denselben Sinn von ihr nicht frither schon aufgegeben
hatte.

Man kann also — meiner Ansicht nach — die gewohnliche Bedeutung
des Verbums tetgaywrvifew: ’viereckig machen’, ’quadrieren’ an unserer Stelle
nicht anwenden. Man kann weder ein Quadrat, noch eine Quadratzahl 'viereckig
machen’, 'quadrieren’. Dieses Verbum wird im untersuchten Textzusammen-

4 Eben in diesem Sinne vertuschen die Schwierigkeit jene Ubersetzungen, die
ich oben in Anm. 1 namhaft gemacht habe. Ja, man findet dasselbe Vertuschen des
Problems — mit Hilfe einer blo3 sprachlich ’einwandfreien Ubersetzung’ — auch im
Woérterbuch von LIDDEL & ScoTy, wo man (s.v.) liest, die griechische Wendung doat
yoauuai tov icdrievoor . . . dowdy tergaywvilovet, hieBe: «ll line which form an equila-
teral number as their squares.
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hang wohl eine spezielle Bedeutung haben, und wir miissen hier eben diese
nachweisen.

Nun hitte ich den fraglichen Wortsinn eigentlich auch damals schon
prazis angeben konnen, als ich die oben zitierte Textiibersetzung versuchte
— wenn ich nur der Schwierigkeit voll bewulit geworden wire.> Denn man liest
ja in meinem angefiithrten Buch — allerdings nicht unmittelbar auf die hier
wieder behandelte Platon-Stelle bezogen:® Aristoteles sagt in der Metaphysik
wortlich das folgende:? «Was ist tetpaywvilew? — Das Auffinden der Mitt-
leren Proportionales (z{ ot terpaywvilew . .. péone ebpeoig). Der Sinn und
Textzusammenhang dieser biindigen Aristotelischen Behauptung werden im
trefflichen Kommentar von W. D. Ross folgendermalien erklirt:® «The defi-
nition, the squaring of a rectangle is the finding of a geometrical mean between
the sides, is an abbreviated form of the syllogism: a rectangle can be squared
because a mean can be found between its sides.»

Aber auch Aristoteles selber erklirt denselben Gedanken ein anderes
Mal ausfiihrlicher:? «Gewohnlich sind die Definitionen Schluflsitzen dhnlich,
wie z. B.: Was ist der tefragonismos? Die Konstruktion eines einem Rechteck
(frepdunxes) flichengleichen Quadrats. Eine solche Definition ist ein Schlul3-
satz. Derjenige aber, der behauptet, dal} der tetragonismos das Auffinden der
Mittleren Proportionale ist, der macht auch den Grund der Sache namhaft
(6 08 Adyaw 611 otiy 6 Tetpaywyiouds uéons ebpeots, 100 mpdyuaros Adyet 16 aitiov).

Denkt man nun an diese Worte, so wird man versuchen, das Zeitwort
terpaywviley auch an unserer Platon-Stelle mit ’Auffinden der Mittleren
Proportionale’ zu iibersetzen. Und diese Ubersetzung erleichtert in der Tat
aufeinmal iiberraschend die Interpretation der ganzen Stelle. Denn es handelt
sich ja doch um folgendes.

I

Theaitetos und sein Freund fassen alle Zahlen als Produkte von je zwei
Faktoren auf. Das ist gar nichts anderes als das Umkehren der Definition 16.
im Buch VII der Euklidischen "Elemente’:1°

«Wenn zwei Zahlen bei gegenseitiger Vervielfiltigung eine Zahl bilden,

wird die entstehende eine ebene Zahl genannt, und die einander verviel-

fialtigenden Zahlen ihre Seiten.»

5 Anm. 26 auf 8. 51 (CAnfinge ete.’) verrit, dal} ich auch damals nicht vollig
befriedigt. war.

8 ’Anfinge ete.” S. 58 —59.

7 Met. 996 b 18 —21.

8 ’Aristotle’s Metaphysics’, Oxford 1924, IT 229.

9 De anima Il 2, 413a 13- 20.

10 Die Ubersetzung nach C. THakr: *DieElemente von Euklid’, T—V (in: Ostwalds
Klassiker der Exakten Wissenschaften). Leipzig 1933 —1937.
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Die Zahlen werden nun als ’ebene Zahlen” — oder nach einer in der
Fachliteratur heute ublicheren Terminologie als ’Flichenzahlen' — gedacht,
indem man sie als Produkte von zwei Zahlen auffafit. (Dies ist selbstverstiind-
lich auch im Falle der Primzahlen moglich; z. B. 7 = 1Xx7.) Als solche Produkte
lassen sie sich dann in zwei Gruppen einteilen: Quadratzahlen und Rechteck-
zahlen. Man beachte auch die umsichtige Formulierung des Theaitetos, wie er
die "Quadratzahl’ definiert: tov dvvduevov loov iodxis yiyveodar — 'diejenige,
die gleichmal gleich sein kann’. Denn er weill doch, dall man jede Quadratzahl
nicht nur als ’gleichmal gleich’ auffassen, sondern mindestens auch noch auf
eine andere Weise in zwei Faktoren zerlegen kann. Die 9 ist z. B. nicht nur
3% 3, sondern auch 1X9; oder im Falle der 36: 1x36 = 2x18 = 3x12 =
4X9 = 6x6. Es ist also nicht unbedingt notwendig, dall die Quadratzahl in
‘gleichmal gleiche Faktoren’ zerlegt werde; auch in einer anderen Faktoren-
zerlegung bleibt sie Quadratzahl. Nur die Mdglichkeit einer solchen Faktoren-
zerlegung mull da sein. Auch den Rechteckzahlen gegeniiber besteht der
wesentliche Unterschied darin, dafi die Rechteckzahlen nie "Produkte gleichmal
gleicher Faktoren’ sein konnen. Aber gewohnlich denkt man sich die Fliichen-
zahlen doch als 'Rechtecke’, d. h. als "Produkte nicht gleichmal gleicher Fak-
toren’, da eine solche Faktorenzerlegung fiir jede ganze Zahl ausnahmslos
vorhanden ist. Aullerdem hat der naive Beobachter leicht auch den Eindruck.
als giibe es mehr Rechteckzahlen als Quadratzahlen.!! Auch darum ist es also
naheliegend, die Zahlen — wenn sie schon als Produkte von zwei Faktoren
aufgefalit werden — zuniichst als "Rechtecke’ illustriert zu denken. Die Qua-
dratzahlen sind dann jene praktisch selteneren Ausnahmen — unterden iibrigen
zwangsliufig nur als Rechtecke darstellbaren Fliichenzahlen —, bei denen «uch
eine Zerlegung in ’gleichmal gleiche Faktoren’ moglich ist.

Es mull nun hier — bevor wir die Interpretation der Theaitetos-Stelle
fortsetzten — die allgemeinere Frage gestellt werden: was iiberhaupt Zweck

and Ziel jener ganzen Theorie der "Flichenzahlen’ gewesen sein mag, der man
nicht nur an unserer Platon-Stelle, sondern auch bei Euklid im Buch VII der
‘Elemente’ begegnet. Ich mul} vor allem an zwei wohlbekannte Tatsachen
erinnern.

(1) Die Pythagoreer haben die Zahlen urspriinglich aus Steinchen (yijgot)
ausgelegt.’? Aus dieser 'Arithmetik der Steinchen’ Lillt sich nicht nur die alte
Lehre vom Geraden und Ungeraden ableiten,!® sondern auch die Beschiiftigung

1 Je weiter man zihlt, umso seltener werden die Quadratzahlen: 1, 2, 3, £, ...
9,...16 ... Aber es gibt in Wirklichkeit. ebenso viele (d. h. abzdllbar unendliche) Qua-
dratzahlen wie Rechteckzahlen. Doch es scheint, dal3 diese Tatsache (bzw. eine noch
paradoxere Form derselben) erst durch Galileo (Yaliled klar und eindeutig ausgesprochen
wurde.

12(), BeCKER: Das mathematische Denken der Antike. Gottingen 21966, 40 ff.

13 0. BECKER: Quellen und Studien z. Gesch. d. Math., Astronomie und Physik.
B 3 (1936) 533—553.
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der Pvthagoreer mit den sog. Polygonalzahlen.l* Man fragte sich niimlich: aus
welchen (mit Steinchen dargestellten) Zahlen lassen sich regelmillige Polygone
— z. B. Dreiecke, Fiinfecke, Siebenecke ete. — auslegen. Diese Untersuchungen
ergaben zunichst einige interessante arithmetische Reihen. Um hier nur das
allereinfachste zu erwithnen, die Reihe der sog. Dreieckszahlen sieht folgender-
mallen aus: 3, 6, 10, 15, ..., d. h. nur aus diesen mit Steinchen dargestellten
Zahlen lassen sich immer groflere gleichseitige Dreiecke auslegen.

Urspriinglich hat man auch die Quadratzahlen und Rechteckzahlen zwei-
fellos mit Steinchen ausgelegt.’> Aber von dieser ganzen ’Arithmetik der
Steinchen’ findet man bei Kuklid — von der Lehre vom Geraden und Ungera-
den abgesehen, die bei ihm auch nicht mit Steinchen illustriert wird — iiberhaupt
nichts. Die Seiten der 'Flichenzahlen’ (d. h. die beiden Faktoren einer als
Produkt aufgefaliten Zahl) werden bei KEuklid nicht aus Steinchen ausgelegt,
sondern als Streckensegmente gedacht. Natiirlich hiitte man die interessanten
arithmetischen Reihen der verschiedenen Polygonalzahlen nicht finden kénnen,
hiitte man die Zahlen von Anfang an als Streckensegmente dargestellt. Doch
brachte das Umschalten von ’Steinchen’ auf 'Segmente’ in der lllustrierung
der Zahlen zwei solche grofle Vorteile mit sich, die ich hier nachdriicklich her-
vorheben maochte.

Der Begriff der 'Zahl’ wurde dadurch — dall man nickt irgendeinen
'konkreten’ Fall von ihr mit mehr oder weniger Steinchen vorzeigte, sondern
dal} man die Zahl selbst als ein Segment in der Tat nur 'illustrierte’ — abstrakter.
Denn von nun an konnte jedes Segment je nach Belieben jede Zahl vertreten,
ohne sie irgendwie ’greifbar’ zu machen. Aulierdem hat das lllustrieren der
Zahlen mittels Streckensegmente auch cinen epochemachenden Wandel in der
ieschichte der Mathematik sozusagen vorbereitet.

(2) Es war ein aullerordentlich wichtiges Problem in der frithgriechischen
Arithmetik, wie ich darauf schon mehrmals hingewiesen hatte:!® die Mittlere
Proportionale. Man mul} sich vor allem gefragt haben: wann findet man tber-
haupt eine mittlere proportionale Zahl zwischen zwei gegebenen Zahlen. Und
wohl frihzeitig wurde die Antwort auf diese Frage gefunden: es gibt eine mitt-
lere proportionale Zakl (x) zwischen zwei Zahlen — a und b — nur dann,
wenn beide Zahlen (a und b) sich in je zwei solche Faktoren zerlegen lassen, die
Seiten von zwei dhnlichen Rechtecken sind. Das ist der Sinn der beiden Sitze:
Elem. VIII, 18 und VIII, 20 — wie ich dies bei einer anderen Gelegenheit
schon ausfiithrlicher entwickelt hatte.'?

UVgl dazu P.-H. Micaern: De Pythagore & Euclide. Paris 1950.

158, oben Anm. 12.

18 Zuletzt z. B. im Aufsatz: Ein Lob auf die altpythagereische Geometrie’, Her-
mes 98 (1970) 405 ff.

17 Siehe die vorige Anmerkung. Im Aufsatz werden beide Sitze auch zitiert (auf
S. 410).
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Der Begriff der 'Flichenzahlen’ ermoglicht also zunichst das Beantwor-
ten eines grundlegenden Problems der arithmetischen Proportionenlehre —
auch davon unabhiingig, ob die Zahlen mit Steinchen ausgelegt, oder nur mit
Streckensegmenten abstrakter illustriert werden. Doch hat das Umschalten
von ’Steinchen’ auf ’Segmente’ eben in diesem Zusammenhang sogleich auch
eine neue und iiberraschende Perspektive eroffnet.

Solange man namlich die Zahlen mit Steinchen 'konkret’sichtbar gemacht
hatte, hat man nur mit dem vorhin charakterisierten exakten Gesetz der
Arithmetik die Frage beantworten koénnen: warum man in der Praxis so
‘selten’’® jenem Fall begegnet, in dem es zu zwei gegebenen Zahlen auch eine
mittlere proportionale Zahl gibt: Aber sogleich hat man dasselbe Problem der
Mittleren Proportionale in einem neuen Sinne formulieren konnen, als man die
Zahlen nicht mehr ’konkret’ ausgelegt, sondern nur noch als Streckensegmente
illustriert hatte. Denn es war ja doch aus der (arithmetischen) Porportionen-
lehre der Satz bekannt:

Elem. VI1I, 19: «Stehen vier Zahlen in Proportion, dann mufl} das Pro-

dukt aus der ersten und vierten dem Produkt aus der zweiten und dritten

gleich sein; und wenn das Produkt aus der ersten und vierten Zahl dem
aus der zweiten und dritten gleich ist, dann miissen die vier Zahlen in

Proportion stehen.»

Dieser Satz besagt also: gilt fiir vier Zahlen — a, b, ¢ und d — die Proportion
a:b=c:d, dann muf} auch die Gleichung der Produkte gelten:

ad — be. (1)

Oder hat man nur drei Zahlen — a, b und x —, und gilt fiir diese ¢ : x = x : b,
dann auch
ab = 2. (IT)

Die Gleichungen (I) und (II) verwandeln also die urspriinglichen Proportionen
(= Verhiltnisgleichheiten) in Gleichheiten von Produkten, wobei alle benutzten
Buchstaben (a, b, ¢, d und auch z) einstweilen ganze Zahlen bezeichnen.

Man denke sich nun die beiden Zahlen ¢ und b (in der Proportion
a :x = x : b) mit Steinchen ausgelegt. Es ist dann leicht einzusehen — ja man
kann dies mit den Steinchen auch illustrieren —, dal} in manchen Fallen fur
die vorige Proportion die Zahl x sich leicht angeben lifit, withrend in anderen
Fallen dieselbe Zahl gar nicht zu existieren scheint. Sind z. B.a = 2und b = §,
dann ist x = 4; denn in der Tat 2 : 4 = 4 : 8. Wihlt man dagegen @ = 2
und b = 7, dann gibt es gar keine Zahl x fiir die Proportion

2:x=x:7.

18 Das Wort «elteny darf uns wieder nicht irrefithren. S. oben Anm. 11.
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In der Tat legen die oben schon angedeuteten Euklidischen Sitze Elem. VIII, 18
und V111, 20 eben die Tatsache fest: in welchen Fillen ist es éiberhaupt mog-
lich, eine mittlere proportionale Zahl zwischen zwei gegebenen Zahlen zu finden;
nur dann niamlich, wenn die gegebenen Zahlen sich in solche Faktoren zerlegen
lassen, die Seiten von dhnlichen Rechtecken sind.

Denkt man sich dagegen die Zahlen nicht mehr als aus Steinchen aus-
gelegt, sondern bloB als Segmente angedeutet, so kann man die obige Gleichung
(IT1) auch in einem rein geometrischen Sinne auffassen; d. h. man sieht in der
Gleichung ab = z? nicht mehr eine andere Form der Proportion a : o = : b,
und man denkt auch nicht daran, daf in diesem Fall x die Mittlere Proportionale
zwischen a und b sein soll. Man falit anstatt dessen das Produkt ab als ein
gegebenes Rechteck auf, das in ein flichengleiches Quadrat (x?) verwandelt
werden soll. Wohl bleibt auch in diesem Fall das Quadrieren des Rechtecks
(im Sinne unserer obigen Aristoteles-Zitate) dem Auffinden der Mittleren Pro-
portionale zwischen seinen beiden Seiten gleichwertig. Aber man kann nun
dieselbe Aufgabe auch so losen, dall man dabei zunidchst gar nicht an eine
Proportion denkt.

Nun habe ich in meinem zuletzt veroffentlichten Hermes-Aufsatz!® u. a.
eben das grundlegende Problem behandelt: wie verwandelt man, unter Anwen-
dung der Euklidischen Sitze Elem. 11 5 und II 14 ein beliebiges Rechteck ab

in ein flichengleiches Quadrat — ohne jegliche Beriicksichtigung der Propor-
tionenlehre. (Wohl eben diese schone geometrische Errungenschaft wird — im
Sinne meiner Interpretation — an der Platon-Stelle: Epinomis 990 D 1—6

gefeiert.) Ich kann hier den einschligigen Teil meines zuletzt entwickelten
Gedankenganges natiirlich nur in einigen Ziigen wiederholen.
Man konstruiert aus den beiden Seiten des Rechtecks, a und b, ein

a +0)? . . a—oj2 . .
grolleres Quadrat: (—2——J und ein kleineres: R Die Differenz der

a+b)2 a—bJ2

beiden Quadrate ist natiirlich das Rechteck: ab = 5 2

Fallt man nun das eben konstruierte groflere Quadrat als Quadrat auf der
Hypotenuse, und das kleinere als Quadrat auf der einen Kathefe eines recht-
winkligen Dreiecks auf, so wird die Differenz der beiden vorigen Quadrate
nicht nur dem Rechteck ab, sondern (im Sinne des sog. Pythagoreischen

a+b]2

Lehrsatzes) auch dem Quadrat auf der anderen Kathete gleich: ab = (
a—b

2 )
bezeichnet). So quadriert man ein beliebiges Rechteck, auch wenn die Seiten
solche Zahlen sind, zwischen denen es keine mittlere proportionale Zahl gibt.

2
= a2 (wobei z die andere Kathete des rechtwinkligen Dreiecks

1% S, oben Anm. 16,

Acta Antiqgua Academiae Scientiarum Hungaricae 21, 1973



120 £. 8ZABO

(In diesem letzteren Fall ist namlich die Mittlere Proportionale keire zu den
beiden Seiten des Rechtecks linear kommensurable Gréfe.)

Ich glaube nun einige wichtige Ergebnisse der vorangestellten Unter-
suchung in den folgenden Punkten zusammenfassen zu diirfen.

1. Zweck und Ziel der Theorie der ’Flichenzahlen’ war zuniichst, ein
arithmetisches Gesetz zu finden: wann gibt es eine mittlere proportionale Zahl
zwischen zwei Zahlen. (Vgl. Elem. VIII 18 und VIII 20.) Es war natiirlich
moglich, dieses Ziel zu verwirklichen, auch in jener Zeit schon, in der die Zahlen
noch konkret mit Steinchen ausgelegt wurden.

2. Das Tllustrieren der Zahlen in der Formm von Streckensegmenten hat
die Losung jener verwandten Aufgabe gefordert: wie verwandelt man ein
beliebiges Rechteck in ein flichengleiches Quadrat (das Quadrieren des Recht-
ecks). Diese Aufgabe — die ihrem Wesen nach dem Problem der Mittleren
Proportionale zwischen zwei Zahlen oder Groflen gleichwertig ist — wurde
urspriinglich mit Hilfe jener Methode gelost, die wir aus den Sitzen Elem.
II 5 und II 14 kennen.

3. Das Quadrieren des Rechtecks und die Erkenntnis, dall die Seite des
zu einem Rechteck flichengleichen Quadrats immer die Mittlere Proportionale
zwischen den beiden Rechteckseiten sein mull — einerlei, was fiir Zahlen die
Seiten sein mogen —, filhrten zu jener epochemachenden Entdeckung, dal}
man verhiltnismafig leicht solche Segmente gewinnen kann, die man der
Liange nach mit einer im voraus gegebenen Einheit (oder auch mit dem Bruch-
teil einer Einheit) iiberhaupt nicht messen kann, deren Quadrate jedoch
zahlenmdfBig bestimmbare Groflen sind.

I1L

Man wird also die anfangs zitierte Platon-Stelle (und darin das fragliche
Verbum) dem Sinne nach genauer folgendermallen paraphrasieren: «Die-
jenigen Segmente nun, die der Mittleren Proportionale zwischen zwet beliebigen
Faktoren einer Quadratzahl entsprechen (tov lodmAevgov xai Smimedov doducy
rerpaywvilovat), bezeichneten wir als ‘'m e k 0 s’; diejenigen Segmente dagegen,
die der Miftleren Proportionale zwischen den beiden Faktoren einer Rechteckzahl
entsprechen (Goar 0¢ tov Erepounny . . .), bezeichneten wir als 'dynameis’,
nachdem diese letzteren der Linge nach zwar inkommensurabel zu den anderen
sind, doch sind sie kommensurabel nach jenen Flichen, die sie in Quadrat
ausmachen.»2°

Ich wiirde den Gedanken an zwei Beispielen etwa folgendermaflien
illustrieren: Das Segment, das der Zahl 6 entspricht, wird als 'mekos’ bezeichnet,

20 Natiirlich sind die beiden Bezeichnungen (vmekos» und «dynamis») den sprach-
lich vollsténdigeren technischen Ausdriicken im Buch X der «Elementey — unxer ovp-
perpos und dwwdust odpuergos gleichwertig. Vgl. dazu in meinem Buch «Anfinge etc.y
83 ff.
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da die 6 die Mittlere Proportionale zwischen zwei beliebigen Faktoren der
Quadratzahl 36 — also zwischen den je zwei Zahlen: 1—36, 2—18,3—12,4—9
oder auch 6—6 — ist. Dagegen bekommt jenes andere Segment, das der Mitl-
leren Proportionale zwischen den Zahlsegmenten 2 und 7 entspricht, die Bezeich-
nung 'dvnamis’, nachdem dieses letztere sich der Liinge nach zwar gar nicht
messen lift,2! aber das Flichenmafl jenes Quadrats, dessen Seite es bildet,
doch wohlbekannt (14) ist.

Ieh muf} nun hier — um klar und eindeutig herauszustellen, warum die
eben vorgeschlagene Paraphrase meiner friiheren Ubersetzung vorzuziehen
ist — die wesentlichen und neuen Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung
in den weiter unten aufzuzihlenden 5 Punkten zusammenfassen. Denn ich
bin mir dessen voll bewulit, dal} der Leser, der das Problem nur von der sprach-
lichen Seite her beurteilt, leicht den Eindruck haben konnte: es bestiinde
’kein wesentlicher Unterschied’ zwischen der fritheren Ubersetzung und der
neuen Paraphrase; als ob die Paraphrase nur umstiindlicher dasselbe besagen
konnte, wie die friithere schlichte Ubersetzung. Doch steht fiir mich das sprach-
liche Interpretieren im Dienste einer historischen Perspektive, die ich schon
hier andeuten mdichte. Ich erblicke nun die wichtigsten Krgebnisse dieser
ausfithrlicheren Erklirung zunichst im folgenden:

1. Es wurde diesmal eindeutiger als frither betont, dall das Wesen des
‘tetragonismos’ — auch im Plafonischen Dialog 'Theaitetos’ — in der Losung
des Problems der Mittleren Proportionale bestand. Man kann die mathematische
Stelle des Dialogs — ohne die Beriicksichtigung des historischen Problems der
Mittleren Proportionale — auch gar nicht befriedigend erkliren. Ich glaube
nun zwar, daf} die Spuren dieser Erkenntnis auch in meinen fritheren dies-
beziiglichen Arbeiten schon vorhanden sind,? aber diese Tatsache wurde, nach
meinem heutigen Beurteilen, bisher nicht geniigend in den Vordergrund
geriickt.

2. Offenbar ist auch der wichtige Begriff der griechischen Mathematik:
‘dynamis’ = "Quadratwert eines Rechtecks’®® vom Problem der Mittleren Pro-
portionale, und vom Verwandeln eines Rechtecks in ein flichengleiches Quadrat
(‘tetragonismos’) untrennbar. Man bekommt ja solche ’dynameis’, wie die-
jenigen des Theodoros — d. h. also Quadrate von drei, finf etc. Quadratfull-
Flichen — eben auf dem Wege, dafl man Rechtecke mit entsprechenden Zahl-
Seiten (also 1x3, 1 x5, 2x3 etc. etc.) in flichengleiche Quadrate verwandelt

2 Die «Mittlere Proportionale zwischen 2 und 7» wird nach der heute ablichen
Bezeichnungsart als V14 angegeben. Aber VY14 ist nach antiker Denkweise keine Zakl,
weil man weder diese, noch irgendein Mehrfaches von ihr aus Ein hetten herstellen
kann. Auch wir kénnen heute iiher Y14 nur soviel feststellen, daB sie gréBer als 3, und
kleiner als 4 ist, aber ihr exakter Wert durch Briiche sich nur approximieren ldft.

22 8. besonders den ganzen I, Teil meines Buches «Anfinge etc. 38 —130.

Vgl A. SzaB6: «Der mathematische Begriff dynamisy, Maia N.S. XV (1963)
219—256.
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3. Ein neues Motiv der gegenwiirtigen Interpretation ist auch das fol-
gende. Wie hat die frithgriechische Mathematik jene drei Probleme gelost,
die man mit den Schlagworten bezeichnen konnte: (a) 'Mittlere Proportionale
zwischen zwei beliebigen Zahlen oder Grollen’; (b) ’Verwandeln eines Recht-
ecks in ein flichengleiches Quadrat’ (‘tetragonismos’); (c) ‘Quadratwert eines
Rechtecks’ ('dvnamis’)? Man beachte, dali alle diese drei Probleme an der
mathematischen Stelle des Dialogs 'Theaitetos’ zweifellos beriihrt werden.
Man kann nun die vorige Frage, nachdem die Quellen keinen unmittel-
baren Hinweis enthalten, nur mit einer Vermutung beantworten. Denkt man
jedoch an die Platon-Stelle: Epinomis 990 D 1—06, so ist die Vermutung
naheliegend: wohl mit Hilfe der Euklidischen Satze: Elem. IT 5 und 11 11.%

4. Der vorige Punkt (3) erhiirtet auch meine Ansicht in bezug auf das
historische Problem: «Wie mag wohl Theodoros solche dynameis konstruiert
haben, deren Seiten der Linge nach inkommensurabel waren ?» Ich brauche
wohl nicht wieder zu betonen, wie scharf ich jene Irrwege ablehne, die die
gesamte frithere Forschung in der Beantwortung dieser Frage eingeschlagen
hatte.2> Denkt man an die Sitze Elem. 11 5§ und I 14, so wird viel wahrschein-
licher jene Vermutung, wonach Theodoros zunichst Rechtecke (mit entspre-
chenden Zahl-Seiten) in flichengleiche Quadrate verwandelt hatte — ohne
Bericksichtigung der Proportionenlehre.®® Dann im nichsten Schritt mag sein
vielbehandelter 'Beweis’ fiir die Inkommensurabilitiit der betreffenden Qua-
dratseiten einfach darin bestanden haben, dal} er — unter Hinweis auf Siitze
Elem. VIII 18 und VIII 20 — darauf aufmerksam gemacht hatte: es gibt
keine zahlenmilige Mittlere Proportionale zwischen den Zahl-Seiten jener
Rechtecke, die eben in Quadrate verwandelt wurden.??

5. Und zum Schlul}: die vorgelegte Interpretation erhirtet auch meinen
Standpunkt in der sog. 'Theaitetos-Frage der Mathematikgeschichte’. Mit
anderen Worten: auch die hier dargestellte Interpretation des terminus tech-
nicus ’‘tetragonizein’ spricht dafiir, dall die mathematische Stelle im Dialog
"Theaitetos’ nicht als ein historischer Beleg fiir irgendwelche neue mathemati-
sche KErkenntnisse des jungen Theaitetos, oder auch seines Lehrers Theodoros
gelten kann.?® Allein die Tatsache, daf} hier eine ganze Reihe von mathemati-
schen Fachausdricken — wie 'dynamis’, 'symmetros’, 'asymmetros’, 'dynamei

%4 Der vorliegende Beitrag hingt also unmittelbar mit meinem in Anm. 16 genannten
Aufsatz zusammen.

% Vgl. «Anfinge ete.» 70 ff.

26 In diesem Punkt korrigiere ich in der Tat meine frithere Auffassung.
Denn ich dachte ja frither (z. B. «Anfinge ete.» 8. 77), dafl Theodoros etwa den Satz
Elem. VI 13 benutzt haben mag. Erst in der Zwischenzeit, seit dem Veroffentlichen des
Buches (1969) bin ich dahintergekommen, daf3 der Satz Klem. II 14 (und natiirlich auch
11 5) zweifellos dlter und alipythagoreisch sein muf. (Dasselbe gilt nicht unbedingt fiir
Elem. VI 13.) In diesem Sinne schrieb ich schon den Hermes-Aufsatz; vgl. oben Anm. 16.)

27 8. auch «Anfiinge etc.y 77—78.

28 Fis sei hier wiederholt betont: wie ich nachtrdglich erfuhr, hat H. CHERNISS
dieselbe Tatsache unablidngig von meinen Gedankengdngen, ja auch vor mir schon erkannt.
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symmetros’, ’mekei symmetros’, ’tetragonizein’ etc. — mit iiberraschender
Selbstverstindlichkeit gebraucht wird, bezeugt, daf hier nur tiber solche Dinge
die Rede sein kann, die damals, mindestens in Fachkreisen, schon allgemein
bekannt waren. Dies schliel3t natiirlich nicht aus, dafl dieselbe Platon-Stelle
in historischem Sinne schon in der spiiteren Antike leicht mi3verstanden wer-
den konnte, und so entstand die "Theaitetos-Legende’.??

Stanford, California (USA).

29 Vgl. «Anfiinge ete.» 100 ff.
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