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Ergod-elméletnek, vagy més néven a dinamikus rendszerek metrikus elméletének,
amint azt a mai orosz nyelvl szakirodalomban nevezik, els§ igen viharos korszaka a
funk¢ionalanalizis médszereinek a felhasznildsaval a harmincas és negyvenes években
zajlott le. Ennek a korszaknak kiemelkedd egyéniségei kozé tartozik a magyar mate-
matikusok koziil RIEsz FRIGYES-és a magyar szarmazasi NEUMANN JANoS. Ezen elsé
korszak eredményeinek dsszefoglaldsa megtalalhatd HaLmos [6] konyvében és RoH-
LIN [5] cikkében. Az emlitett periédus f8 eredményei kozé tartoznak a dinamikus
rendszerek spektral invariansai fogalmanak a bevezetése, a spektrum és ergodikussag,
valamint a keverés kapcsolatinak a tisztazdsa, tetszéleges dinamikus rendszernek
ergodikus komponensekre vald felbontésa, altalanos ergodikus tételének bizonyitasa.
Mivel a funkcionalanalizis mddszerei kimeriiltek és tjak nem jelentek meg koriil-
beliil 15 éven at, bizonyos egy helyben topogas jellemezte ezt az igen szép, de nehéz
elméletet.

Ujabb, fellendules a dinamikus rendszerek elméletében A. N. KOLMOGOROV
1958-ban megjelent munkéi [1], [2] utdn volt tapasztalhato aki a nagy fejlédésnek
indult informaciéelmélet segitségével egy sor ielentls 0j fogalmat vezctett be. fgy
példaul a dinamikus rendszer entrépidjanak a fogalmat, melynek segitségével sikeriilt
példakat szerkeszteni olyan nem izomorf dinamikus rendszerekre, melyek spektruma
megszamlalhaté multiplicitast Lebesgue tipusi. Tde tartozik a kvaziregularis dinami-
kus rendszerek fogalma, melyeket ROHLIN Kolmogorov-féle rendszereknek, mig
SzINAJ egyszerlien K-rendszercknek mnevez. Ez a fogalom megvilagitja az ergod-
elmélet és a valoszinfiségszamitdsa szoros kapcsolatat is. A tovabbiakban  hol
rendszerr6l (ezen egy 7 automorfizmust dinamikus rendszert értii nk), hol pedig
egyszerlien automorfizmusrél fogunk beszélni.

A K-rendszerek 1ényegében a regularis stacionarius folyamatok azaz mformac:lo
atadasra képes folyamatok altalanositasai. Azonban a K-rendszerek tanulmanyozasa
tilmegy a valosziniiségszamitas keretein.

A legtjabb eredmények rendszeres targyalasa ‘megtalalhaté ROHLIN vilagos stilust
Bsszefoglald munkajiban, melynek magyar nyelv{ forditasa a ITI. Osztaly K&zlemé-
nyemek ebben a szamaban taldlhaté meg. Ez lehet6vé teszi, hogy a szitkséges fogalma-
kat és jeloléseket ne magyarazzuk meg kiilon.

Mir az a tény, hogy az Uszpehi Matematicseszkih Naukban osszefoglalo cikk
jelent meg ezekrdl a kutatasokrol, melyek azéta is elsGsorban a Szovjetunioban foly-
nak, elegendd lenne arra, hogy felfigyeljenck ezekre a problémakra nalunk is, ahol ezen
a téren komoly hagyomanyokkal rendelkeznek a magyar matematika miivel6i. Az a'

* Ez a cikk a MTA III. Osztaly K6zleményei ugyanezen szimaban A KULFOLDI SZAKIRO<
DALOM részben megjelent V. A. RosLiN: Uj fejlodés a mertektarto leképezések elmeleteben c..
cikkhez kivdn tovabbi adalékokat szolgaltatni.
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reakci6, mely a Szovjetunién kiviil tapasztalhaté (14sd *] cikké

enged' kévetkeztetni, hogy hamarosan mas helyekegl is bfl:é;-clzggg(glizgll( a{zc'llk ket), nyh
kutatasok,ba. ROHL‘IN_ sszefoglaldjanak megjelenése Gta t6bb olyan cikk s Taos lg‘éinyu
melyek resz]gtes bizonyitasokat tartalmaznak és ezért kiilonésen aij 11181 116 i
azokna}(, akik npmcsak az elért eredményekkel, de a bizonyitési rjnc?d o kﬁunc'i-
szeretnének megismerkedni (pl. ROHLIN [16] SziNaj [5*] ABramov RSZere el* )
Figyelmemet erre a problémakarre Ja. G. SZINAJ hivta fel, aki nagyn;értgllg;;g ggllt) .

segemre volt az elmélet és annak Iényeges problémai megértésében. Ezfiton is kOsz6

netemit fejezem ki segitségéért.

Ebben a cikkben azokkal az Ujabb eredmén iva fo

ben a ci c yekkel kivanok foglal i

a legutobbi idSben értek el. ROHLIN cikkének végén felsorolt probl%’:;gl(() i]nell’yg;elli);enll(st

tatoknak bizonyultak, egy részitket mar megoldottak, masik résziiknél pedig komoly

el6rehaladas mutatkozik. A dinamikus rendszerek elméletébsl mind Moszkvaban

(SzINAJ vezetésével), mind Leningrddban (ROHLIN vezetésével) folyik szeminarium,

ot 11.( A,Af 1z0morﬁzm’us probléméja. Jelenleg a kovetkezd metrikys invariansok isme-
ctesek: A Neumann. ltal bevezetett spektrdl invaridns, az entrépia és végiil a Kolmo-

gorov-féle automorfizmus va - i s :
utomorfi. gy K-rendszer (KOLMOGOROV »»kvaziregularis” automor-

fizmusnak nevezte Sket). Ezek az invarii ii
nak neve: et). | ariansok nem fiiggetlenek, mert pl. a K-
megszamlalhaté multiplicitist Lebesgue spektrummal rendelkezik. A cli)ir;;m[?krt?sn isnfglt
ok al problém obl; . ROHLIN cikke ¢ Svet-
kezo' elor.eh,aladas tortént. SZINAJ bevezette a gyenge izomorfizmus fzg(::l?nz;tk(()’r;e’t*
nem publikalt), rpelynek segitségével bebizonyitotta, hogy azonos entropiaja K-‘rencei%
§zerell§ a gyenge 1zomorfizmus értelmében azonos tipusuak. fgy pl. a Bernjoulli rend:
szerek gyengén 3zomorfak, ha entrépidjuk megegyezik. Ennek megértéséh iiksé
van a kovetkez8 definicidkra. ' ' L SRR
- Az M, Lebesgue tér T, auto 5
’ 4 morfizmusa homomorf az M, Lebes é ‘
morﬁzmusaval,r ha az M, térnek van oly U homomorfizmusa ZIZ M té%lrl: tﬁ(l;;}: auter

. - IU=UT
Ha U izomorfizmus, akkor a T és T, 1 automorfizmusok izomorfak metrikus érte-~

‘lemben. ~
A T és T, automorfizmusokat N i vezzil
\ gyengén izomorfaknak z

a Ty és T, homomorf a T automorfizmussal. Sakmak nevezzik, hg #homomorf
Kénnyen belathaté, hogy diszkrét spektrumii automorfizmusokra a gyenge e’sv

erds izomorfizmus fogalma egybeesik.

2. A Kolmogorov-féle automorfizmusok és a teljesen pozitiv entrépiaja aﬁto—'

n!(’).ri,izmu_sok. ROHLIN és SzINAJ [6%] bebizonyitottik, hogy a teljesen poziti 5

piaja autpmorﬁzmusok osztalya megegyezik a K-automorfizmusok osztalyav ‘I, eE%t;(’)"-
kovetkezik : K-automorfizmus faktor automorfizmusa szintén K-automgrﬁa : >
au,tomorﬁzmus mverze szintén K-automorfizmus, stacionarius Gauss fol azm?s”lK—
szarmaztatott automorfizmus K-automorfizmus, ha a folyamat spektrulr}l,arziszét)ltgi

folytonos.
Nem ismeretes azonban, hogy folyamatokra egybeesik-e a két fogalom, tehat a

sre s

_K,-fol‘yamat €s a teljesen pozitiv entropiaji folyamat fogalma.

3. Kompakt kemmutativ csoportok automorfi i k |
3. itatiy _ zmusai. ROHLIN [2*] cikkébe i-
zonyitotta, hogy nemtrividlis kompakt kommutativ csoport tetszé']leges ergr(;dbi?(?lls

cre,

automorfizmusa pozitiv entrépiaja.
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s torus ergodikus 7" automor-

GENISz [4*] bizonyitotta be, hogy a véges dimenzi
fizmusanak entrépidja )
k .
h(T) = ._Z;,IOg |2,

ahol A, ..., 4, a T automorfizmust a térus ciklikus koordinataiban megadd egész.

" szamokbdl 4ll6 matrix egynél nagyobb abszolut értékii sajatértékei (kiilonbdz8 sajat-

értékek esetén ezt az sszefiiggést SZINAJ bizonyitotta). Innen lathats, hogy a térus

ergodikus automorfizmusanak entrépidja pozitiv. ; :
4. A ferde szorzat entrépidja. A probléma teljes megolddsa megtalalhaté ABRA-
MoV és ROHLIN k6z8s [7*] cikkében. Bebizonyitottak, ha U az S bazisa és T (x € X)

rétegzddésli endomorfizmusok ferde szorzata

- h(U) = h(8)+h(T),

ahol a h(T) mennyiséget nevezik a rétegek kevert entrépidjanak.

. A kevert entrépia értelmezése a kovetkez8. Legyen M = XX Y a uy €s py
mértékii X és Y terek direkt szorzata. S az X tér endomorfizmusa, T = {T,, x€ X}
az Y tér endomorfizmusainak egy serege. TetszGleges 1€ Z(Y) felbontdsra legyen

: n-1 - : o :
’7::: ]I T;ITS_xl---TS—"l'rxns ‘nx= H T;ITS_"’I"'TS.;‘I“X"x
. k=0 k=0
1 .
E,(n) =7JH(n;)dux, hy(T,n) = inf E,(n)
: n
F. )

h(T) = sup (T, ), (n€Z(T)).

© A dinamikus rendszereknek a sztochasztikus folyamatok elméletével valé Kap-
csolata a kovetkez8képpen vilagithaté meg. Ismeretes, hogy az {S,} mérhets folya-
matot K-folyamatnak nevezik, ha létezik az M Lebesgue-térnek olyan {° mérhetd

-felbontéasa, melyre teljesiilnek a kovetkezb feltételek: :

és

1. S,0=¢=¢ mod 0 ha t, <t

2. JJ&=¢ mod 0.

3. ﬁ &=y mod 0.
A {0 felbontasnak megfelel§ g-algebrat jeloljik Mt ({°)-al. Az 1 —3. tulajdonsagokbol
kovetkeznek ezen g-algebrak megfelel§ tulajdonsagai:’ : -

V. SIR(E) = M(E) 2M(E™), ha 1, <t
2.V ME) =M. |

¥, A MEY =N
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Megfbr_ditva, az 1’—3’, tulajdonsigokbol kovetkeznek az 1-3. tulajdonsagok.
Legyen M az x(r) val6s, stacionaris, sztochasztikus folyamat ¢ realizicidinak a tere
és az {S,} csoportot értelmezziik mint eltolast, azaz '

xX'(r) = §Lx(7:) = x(t+71).

Ha Mi° = M (0) az {x(z) €T’} alakl mérhetS halmazok 4ltal szAirmaztatott s-algebra,
ahol T" atfutja a valds szAmegyenes Osszes Borel-halmazait, mig T az 8sszes negativ
szamokat, akkor i° eleget tesz az 1”. és 2. feltételeknek. Ha 2i° eleget tesz 3’.-nek
is, a sztochasztikus folyamatot regularisnak szokés nevezni. Ily médon a K-folyama-
tok elmélete szoros Kapcsolatban van a reguldris stacionarius sztochasztikus folyama-
tok elméletével. o . o :

Ez a magyardzata annak, hogy bizonyos K-folyamatokra igazak a centiralis
hatareloszlastételek. Pontos endomorfizmusok esetén erre igen szép példat nyujt
IBRAHIMOV [3*] cikkében, ahol lanctortekre bizonyit normalis eloszlashoz valo tar-
tast. Geodétikus folyamatokra SzINAJ bizonyitott hasonlo tételt disszertacidjaban
(lésd még [8 *]). Ezek az eredmények egy olyan kutatasi teriiletre vezetnek, melyet
szintén a legutobbi idSkben kezdtek el igen aktivan vizsgalni (1asd ROSENBLATT [9%],
VOLKONSZKIJ — ROZANOV [10*]). Azokrol a kutatasokrol van:szd, melyeknek célja
effektiv médszerek keresése a centrilis hatireloszlastétel érvényességének. kiterjesz-
tésére, nem fiiggetlen megfigyelési véletlen valdszinfiségi valtozd sorozatok esetére
(altalanosabban folyamatok esetére). '
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