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BEVEZETES

A sztochasztikus folyamatok statisztikai vizsgalata minddssze mintegy 20 éves
multra tekint vissza. Az elsé jelentds eredmény MANN és WALD [1] nevéhez fiiz&dik,
akik az n=dimenziés diszkrét stacionarius Gauss— Markov folyamatok paramétereinek
becslésével foglalkoztak. Itt kell megemliteniink NEUMANN' JANOs nevét is, aki az
egydimenziés id6ben diszkrét stacionarius Gauss— Markov folyamat paraméterei-
nek becslésével foglalkozott és & javasolta az Gn. széria-korrel4cids egyiitthatd .
bevezetését. Az elsG Osszefoglal jellegi munka U. GRENANDER [1] 1950-ben meg-
jelent dolgozata. Munkéja 1ittor6 jelent8ségli, elsdsorban az id6ben folytonos folya-
matok statisztikdja terén s mind a mai napig nem vesztette el aktualitidsat, amit
az is mutat, hogy orosz nyelvre nemrég forditottak le és konyv alakban adtak ki.
A. N. KoLmMoGOrov még 1948-ban felvetette a staciondrius Gauss— Markov folyamat
paraméterei becslésének a problémajat, mint az egyik legfontosabb feladatot a folya-
matok stat:sztlkajaban Mar akkor megjegyezte, hogy a problémanak csak tigy van
értelme — €s kiilonleges sajatossaga, — ha a paramétereket nem killon-killon vizs-
galjuk, hanem egyiittesen. Részleges megoldast nytjtott Linnik [1] dolgozataban.
Tovéabbieredményeket ért el ebben az irdnyban LUVSZANCEREN [1], [2]. A probléma
teljes megoldasat, abban a formaban ahogyan azt KOLMOGOROV felvetette és lényegé-
ben a megoldast is varta, a szerz6 adta meg disszertacidjaban [1].

A sztochasztikus. folyamatok (vagy egyszerfien folyamatok) statlsztlkaja az
.- dtvenes években oridsi fellendiilésnek induit, elsGsorban a radidtechnikai és més
fizikai alkalmazasok hatisara. Ebben az 1d0ben bontakozik ki a valdszin{iségsza-
mitasban a folyamatok elmélete és kezd ott kdzponti helyet elfoglalni. Az utdbbi
id&ben jelent meg P. BILLINGSLEY [1] értékes konyve Markov folyamatok statisztikai -
vizsgalatardl, azonban & f6leg id8ben diszkrét: folyamatokkal foglatkozik s Jelen
dolgozattal nincsen kapcsolata.

Dolgozatomban’ a matematikai statisztika elememek és a sztochasztikus folya-
matok elméletének ismeretét feltételezem, azonban ahol erre szilkség van, a meg-
felel§ irodalmi utalas szerepelni fog. Az olvasé szaméra talan Iényeges megszoritas-
nak tiinik, hogy eleiate csak Gauss folyamatokkal foglalkozom, de amint az irodalom-
bdl megallapithaté, az eddigi kutatasok tulajdonkeppen csak Gauss folyamatokra g
vonatkoznak — bar sok eredmény atvihet8 mas tipust. folyamatokra is'— és az
ismert alkalmazasi problemakban ez a feltétel teljesul s, Masrészt latni fogjuk,
hogy a feladatok még Gauss folyamatok esetén is joval bonyolultabbak mint fiig-
. getlen megﬁgyeleseknel
~Jelen™és a késGbbi dolgozatok is Osszefoglald - jellegliek, tehat az ismertetett
» anyag részletes targyalasat adjak az Gj eredmények ismertetése mellett, hogy ily médon
az olvasé teljes képet kapjon a targykorrdl, ElsSdleges célom azoknak a sajitossa-
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goknak a megmutatasa, melyek éppen a folyamatok statisztikai Brobléméira jeiif:,mv
z8ek s fiiggetlen megfigyeléssorozatok esetén nem ford’ulnak el’o. A legalapvetsbb
ily tulajdonsag annak megvizsgalasa pl. paraméter l?ecslesek esetén, hogy az 1smfare:£-
len paraméter becslései milyen hatreloszlassal birnak? Itt az glapveto nehézség
abban 4ll, hogy az ismeretlen paraméterértékek kézlel lehetnelg (és a gygkoﬂatban
legtbbszor ez a helyzet) egy olyan értékhez, mely értekrg az addlg r§gular.1s folyarfle}t
szingularissa valik. Szingularis folyamatok esetén pedig nem érvényes a centralis
hatareloszlastétel, ily médon a becslések eloszlasa nem lehet egyer_lletesen (a para-
méter értékekben) aszimptotikusan normalis eloszlfisﬁ (még ha mmde‘n‘ paraméter
értékre az is), ami azt jelenti, hogy a becslések alapjan nyert konfidencia intervallu-
mok szerkesztése nem ‘torténhet a hatareloszlas segitségével. Természetesen ez az
egyik megfogalmazasi lehetSség, mas uton a folyamatqkra jellemzd specialis tulaj-
donsagokat az informacié elmélet segitségével nyerhetiink. -

Erre a problémakorre aspiranturam ideje alatt A. N. KoLMOGOROV hivta fel

a figyelmemet. Az § Gtmutatasai és allando segitsége, valamint JA. G. SZINAT értékes -

megjegyzései tették lehetSvé disszerticidm megirasat. Ezen a helyen is kifejezem
‘mindkettGjiknek koszonetemet. ‘ .

: Dolgozatom felhasznilja disszertaciom eredményeit és részletes blzonyiyéssz?}
tartalmazza azokat a tételeket, melyek a [2], [3] dolgozatokban bizonyitds nélkiil.
jelentek meg. .

IDOBEN FOLYTONOS, STACIONARIUS, NORMALIS,
EGYDIMENZIOS ESET

1.§. A folyamat jellemzése. Fizikai értelmezés és matematikai leiris
A fizikai folyamatok egy igen- jelentSs részében a folyamat lefolyéséfnem a

™ dx (%)
dt
differencialegyenlet irja le, (melynek megoldésa‘ X =Xxge~*"), hanem egy Gin. sztochasz--
tikus differencidlegyenlet, melyet :

(1. 1) ) . dE(t) =2 @di+d (D), (ML) =MER)=0)

— _ix() " (2=0)

alakba irunk, ahol {(#) az Gn. Wiener folyamat (fiiggetlen ndvekményli, Gauss—

Markov folyamat) ((z+7) és £(¢), T>0-ra fiiggetlenek. A tovabbiakban — aho‘IA
ezt kiilon nem jegyezzilkk meg — csak Gauss folya_matokkal foglalkoz:unk.'A' fe_1'1,t1
differencialegyenletnek az értelmezése a kovetkezd integralegyenlet segitségével tor--
ténik: £(¢r) a megoldasa a :

t N .
(1.1) E(D)—E(ty) = —4 [-&(s)ds+ ()~ L(zo)
to ‘
integralegyenletnek, ahol az integral ﬁégyzetes koézépben értend8, a megoldas. 1éte--

zése és egyértelmiisége kovetkezik 4ltaldnos tételekbél (Doos [1], ITo. [1]), természe-
tesen négyzetes kozépben. . - :

T TR T
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Az (1.1) differencidlegyenlettel jellemzett sztochasztikus folyamat lefolyasa

~ abban kiilonbozik a kdzonséges differencialegyenlettel leirttdl, hogy a csillapodas. .
~nem torténik folyamatosan, hanem bizonyos perturbalas 1ép mindig fel. X .
Amennyiben pl. a Wiener folyamat leirja az idealis gazban vagy folyadékban

lev8 részecske mozgasit maginak a részecske sebességének a figyelembevétele -

nélkiil, ugy a staciondrius Gauss—Markov folyamat figyelembe. veszi a részécske
sebességét is. Megemlitjitk még, hogy a kis sztochasztikus perturbald tagot figyelembe:
vev8 eljarast a differencidlegyenletek elméletében ANDRONOV és PONTRIAGIN [1}

- vezette be.

Az (1. 1) egyenlet interpretalhatd ugy, mint a £(7) sebességli véletlen hatasok-
nak alavetett részecgke mozgasegyenlete, ahol a surlddasi erd aranyos a részecske:
sebességével. Hasonldan interpretalhaté ¢(f) mint egy véletlen véltozasoknak ala-
vetett potencial, ahol a potencial ndvekedése ardnyos magival a potenciallal.

Mivel feltettiik, hogy a folyamat Gauss tipusi és ME(r) =0, a folyamatot
egyértelmiien megadja a kovariancia fiiggvénye. Bebizonyitjuk a kovetkezd ismert.
tételt: ‘ :

1. TETEL. Az egydimenziés E(f) Gauss folyamar (ME(f)=0) markovitdsinak
szitkséges és elégséges feltétele az, hogy R(s, t) fiigguénye eleget tegyen az -aldbbi
Sfeltételnek ; ' ' '

(1.2) . R(s,O=R(s,u) R(u, ), s<u=<t,
ahol . ” ;
‘ _ MEs)E@
“ R(S, t) = —Df_(s)— N

Bizonyitds. Ha é E(?) folyamat Gauss és .Mar]%ov tipust, akkor
M{é(()[f (), £(8)} =M{EDE W)} = R(u, 1) &(u)
és. () —M{E(DIE(w), £(s)} merdleges &(s)-re (ha‘s'<,u), amit a kovetkez8képpen:

- jelolink: S(1) —M{E()|E(w), E(s)} LE(s), igy

M{EWEE) =M{EOEW R, 0} =Rw IM{E)EW).

D& (s)-el osztva megkapjuk az (1.2) Osszefiiggést.
Tegyiik most fel, hogy a valds Gauss &(7) folyamatra teljesiil a (1.2) Osszefiiggés,,
akkor nyilvan teljesil az : ' _

 MEDEE} =R OM{E)EW} = 0
6sszef§iggés is, azaz f(t)—R(q, &) L E(s), ha s<u, tehat 1 valdsziniiséggel
R, HE@ =M{DIE@} =M{EDIEW), £5p), .., E(sD) )
ahol si=u, (i=1, n), '

tehat a folyamat Markov folyamat. \
Abban a specilis esetben, amikor a folyamat stacionarius és thf(s)=a'§,,
R(s, 1) = R(t—.s), ‘ : ‘

a.3) ‘ Rty +1)=R(t)R(1,),
kovetkezésképpen ’ S

1.4) | R()y=cje ",

I |
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Egyszerii szamolassal belathatd, hogy az (1. 1) egyenletben szerepld A paramé};er
- és a korrelaciés fiiggvényben szerepld A paraméter azonosak. Az (1. 1”) m§goldasa
ugyanis stacionarius Gauss— Markov folyamat lesz, ily médon ko".rreléc}os ,fuggvénye
1. 4) alaki. Ha M(d((?))? =0 dt, akkor fennall a of =240} Osszefiiggés is (1. 1)
alapjan. ' : .

pJKénnyen’ belathatd, hogy a szeperabilis &(7) folyamat folytonos, nem differen-
ci4lhaté 1 valoszintiséggel (Kolmogorov tétele, 1. DooB {11, 576. 0.).

t . B . -
Az f E(t)dt=n(r) folyamat létezik négyzetes kozépben és igaz a kovetkezd
1 . )

%

6sszefﬁggc°%s: , . |
(1.5) - Mn(n(s) = %[e_ls—l—E"‘t—l—le— 1 —e -9,

.Nyilvan

<t s
- My()n(s) = f./ C’?'{Mt’“—mdﬁd‘z

to to

. és innen egyszerii szamolassal adédik allitdsunk. Bebizonyitjuk még a kovetkezd
tételt:

cidlegyenletet, azaz a E(t) — E(tg) + An(t) folyamat egy Wiener folyamat.
Bizonyitds. Az (1.5) Osszefiiggés alapjan « .
L

! 20 .
1.6) M(n (O = Tf fe=#+ A —1],
masrészt, ha 1, =1, =5, =5y, akkor

W7 M) )6 —n(s) =5 (é“% —er)(emH—em i) =

= L M) —E@))(E () —E(s).
Igaz az is, hogy , |
. ’ 075_[2_6—Ar_e—2(t—5)] ha 1=s
€y - MOOIE) =y |

,ﬁ[e*ﬂs—f?-—e"“] ha 1=s

és igy . '
(L9 M[(n(e) —n(t))(Es) — E6n)] = - (@ —e) et —emt) =
o — M[(1052) ~ ) € £ |

(1.9) és (1.7) alapjan belathatd, hogy a ’
n(6)+E(1) = &(to) « -

2. TETEL: A staciondrius Gauss— Markov folyamat kielégiti az (1. 1) diﬁ"ereni—
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~ folyamat fiiggetlen ndvekmény(i és normalis, azaz Wiener folyamat, amivel allitasun-

kat igazoltuk. . ‘
BAXTER tételébdl [1] kovetkezik, hogy

(1. 10) o lim  F[E@) —E@-] =ol-T (1 valosziniiségged),

max{f—1r-1)—0

ahol O0=iy<# <...<t,=1T egy felosztasa a {0, 7] intervallumnak. Ity médon bar
az egydimenzids stacionarius Gauss— Markov folyamatot 3 paraméterrel, az m, o2, A
paraméterekkel (ahol m=ME(r)) lehet megadni, (1. 10) segitségével a of ,,diffGzids
egylitthato” egyetlen realizdcié alapjan 1 valdszinliséggel meg van hatarozva, igy
a o7 =21g% Osszefliggés miatt az ismeretlen paraméterek szama 2 (vagy m és
vagy m €és o%). Természetesen ebben a specialis esetben nem szilkséges altalanos
tételekre hivatkozva bizonyitani az (1. 10) Osszefiiggést, elemi szamolasok segit-
ségével is belathatjuk (1. 10) helyességét. ' B
Egyszerll szamolassal belathatd, hogy

co

2 " int
Cr
RO =2 [
D =57 | e

— oo

igy a folyamat spektral sliriségfiiggvénye
Tz

(X4 1
S = o W
alaku. :

2. §. A likelihood hanyados. Elégséges statisziikak és azok eloszlsa

. Az (1. 10) 6sszefiiggés mas megfoga}mazésban azt fejezi ki, hogy két kiilonbozg
o}, #of, ,,diffizios egylitthatéju” stacionarius Gauss—Markov folyamathoz tar- .

tozd, a &(f) (0=r=T) realizicidk terén értelmezett P; és P, mértékek egymasra
nézve szingularisak. o :

A &(8) (0=t=T) realizéciék R, tere felfoghaté mint a £(0) valds szamegyenes
és a n(t) = E() —E(0) realizaciok terének direkt szorzata. Jeldlje W a jolismert
Wiener-féle feltételes mértéket (0, o,) paraméterekkel a O<¢=T intervallumon
értelmezett fliggvények terén, L pedig a kozonséges Lebesgue mértéket a szam-

egyenesen. Legyen V' = L X W. Ha P jeloli az m, A, 6} paraméter(i &(7) stacionarius

Gauss— Markov folyamathoz tartozd mértéket a P mérték abszolut folytonos V-re
nézve és a V szerinti Radon— Nikodym derivaltja (lasd Cu. STRIEBEL).

' P /21 Ala 1 o, 1 o
(2. 1) . d—V = . ;C—exp {—75 [S(n ——5 ot T+—2— %Soz]}
lesz, ahol ) o ‘
2.2) : : w=AT,

@Y sh= o {IEO) P D) ), s&z%/@@ﬂﬁﬁ;T

2 II1I. Osztdly Kézleményei XIV/'I

RV S
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Innen lathat6, hogy ismert m esetén s2,, 2, alkotjak az ismeretlen 4 (vagy o§)

paraméter elégséges statisztikai rendszerét. Ha A ismert és m ismeretlen (2. 1) kovet-
kez8 alakjabdl (vo. GRENANDER 65. 0.). '

P 71 A (0)+ £(T) '
oYL ool 2255254 fn

i (Hz] ; o T+5 /6 (t)dr+52(0)—+52(T_)}

. 4)

‘yléthdté, hogy az ismeretlen m paraméter elégséges statisztikija az

@ 5) — 5(0);€(T)

/ () ar

statisztikdk silyozott szdmtani kdzepe

»®
— My,

m1+2

(2. 6) v , m* = I

—

L%
145

Ismeretlen m, A paraméterek esetén (2. 1)-et irjuk at a kovetkez8 alakba

| dP']/iLylg Afa 12, 1 5 I 2SS | B
Q. 7) A ;.Eexp{—g[m———z—agT+—2~xs%+(m—m1) +2(m—m2)]}}

ahoI

@9 5= (@ mP D -mi} = D EOF,

= 1f €@ —my)dt.

A @7 formula alapjan lathato,- hogy az my,m,,s;,s3 rendszer egy elegseges
statisztikat alkot.

A . —
2.9) 1=t.T, ¢=8a )T

leképezéssel az altalanos feladatot a T=1 és o, =1 esctre vezethetjiik vissza, amikor
is ¥ =A. T=x, azaz az idGegység megvalasztasatol fiiggetleniil ismert m esetén a
folyamat realizaciéi egyetlen paraméterrel, »-val vannak Jellemezve A késébbiek-
ben gyakran feltessziik, hogy a (2.9) leképezést mar elvégeztik és a A- parameter
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helyeétt egyszertien =-4t irunk. Ekkor (2. 1) a kovetkezd alaku lesz

7 TIPS U
= Xp “® SOl—E *2—%S02 .

@.1)

Formalisan a (2. 1) ill. (2. 1") dsszefiiggések ,,levezethet(’ik” a kovetkezé modon

is.
Legyen M¢é (t) 0, akkor £(0) siirliségfiiggvénye
1 xo . T - /".xg
2.10 n(Xe) = ——=——e 20 L e o
2.10) o) = 5= e

alakt, mdasrészt az (1. 17) 6sszefilggés alapjan a ((¢) és £(7) folyamatok siirliség-
fuggveny ,»funkciondlja” kozott a kovetkezd Osszefliggést kapjuk

1 faz (d.f+/15dz)
@1 éxp{ 207 / dr} { 2o<f }
~exp{—i[fd'fz +2/1/édé+12féz(t)dt}}
20"g p

Felhasznaljuk kozben hogy az m(x, 1), b(x, ) egyiitthatéjt 5 (¢) difftizids folyamatra
az g, My, ..., N, valtozok egyuttes slirliségfiiggvényének kozelitd kifejezése

n-1 . 1zt x, —x, - V4,
P(Xgs «or5 Xn) = Po(Xo) 'ﬂo [2rb(x;, t] 112 GXP{"‘E 2 [‘%——‘_at] b—l}

i<o

.

lesz, ahol

tivr—t; = Ay, ny=n(ty), ai:fl(xi, 1), bi=b(x;, 1)), t;,=T, 1o =0.

Ebben a kifejezésben szereplé dsszeg pedig a

| dt
"/ [ ate ’)] b(x, D
alaka mtegralhoz hasonlit, ’ ‘
Ismeretes azonban, hogy (lasd DOOB; 444, o.)

f gdt =2 [éZ(T)~52(o)]—1 To?.

’

‘Igy (2 10) ﬁgyelembevetelevel (2. 11)-b8l formdlisan kiadddik (2. 1"). Az 1lyen

szerli ;,szamolasok’ preciz bizonyitasa azonban oval hosszadalmasabb, amirdl
2

2%

g.;.f...,_,_,__i



o

20 : : ARATO M.

az olvasd meggyozodhet a fenti (2.1) osszefugges (CH. STRIEBEL), de mds ossze-,

fiiggések bizonyitasa kapcsan is (lasd pl. Ju. V. ProuoRrOV cikkét).

my = (0) '; é(T} ' / 50) dt,

S = 2 IE) P HED P Soz-—/ (O —m)2 ds

elégséges statisztikarendszer eloszlasanak meghatarozasat végezziik el a kovetke-
z8kben. Legyen az egyszeriiség kedvéért m =0, akkor a fenti Valoszmusegl Valtozok
egyiittes karakterisztikus fiiggvénye

2 Viei(%z —2To? ioc4)z )

(2.13) Mexp {ioymy + iozzs?n + ity my +i0455,} =

1
VT Iy (@2, )T
foc i A oy 0 0
-cxpl“{~———————alasag+a3ag T+[21 e C]'
2 2Ta¢ zo¢4 , # —2Toz iy

a' 1 — ~V%2=2T62 ia
[[loclzac (l-l- l/y ~2T 4)_|_m36g2 e [} ]

l/ 2 2To}io, .
(%—Ta;zocz—l-l/,az 2Taczoc )esz 2Tog i, *(A~T0510€z J#*> —2To; —2T0;1064)
J_ : T ¢’(°‘z> oy) _
¢ : . I/—nZ—ZTa'z i,
! 0y 5 1[7-—2T52ia e g L€ J
+l—== 1+e ity SR
| _[2’.%( o 3 4) 39¢ VZ 2T0;l<x4
(#—Tot zocZ—H//c T 2T0R dng) — (n— Topin, —Vr* —2To}in, )e- Y= 2To}ia, ]} \
T(P(‘XZ: 064) T
ahol

1 _ I
- (2.14) oy, o) = el =2To}ia, (/—Ta; oty + V52 —2Ta§ lOC4)2

L e'—V”Z—zT“? e (;w, — TG‘Z? ioc2 —Va? —2Ta;2ioc4 ).

T*

A (2.13) és (2. 14) osszafuggesbol kovetkez1k hogy my, m, karakterisztikus fiigg- |

vénye

| *—1
._, o CZ[T+ - o ]
@) bxp Lo ;x&%&t‘i.Jr wya, au L) o )

101ims dasm%; hasezade - x S B
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mig s3,, s3,” karaktirisztikus fiiggvénye

A x B e
2‘/Te2(%2—2Ta§ia4)4

(2. 16) I

‘ - . [<P (fxz s O‘4)] 2 -

Ha #=AT—~0 (Vim,,Vim,, As3,, A%s2,) karakterisztikus fiiggvénye
’ ' (ar+as)? S no?

£ 2

(o3]S

{1 —ofioy + = [(1 —oio,)? +1— ?;4]}

Q.17)

—+o0(x)

alakd, amibdl kovetkezik, hogy » -0 eseten my és s&, aszimptotikusan elegseges-
statisztikarendszert alkot. :

A (2.13) osszefuoges bizonyitdsa.

Legyen o
n + n 1) 2 ;% n 7 . n 2
m(l) = é“z—f—) S(Oi = 61—25—> m(Z) = Z fi'Ats SE)% = Zéf'At7
. 2 2
ahol ‘ . ‘
T i—1 , . \
A= o &=¢ . T, (=12,....,n) é f=e 2 =1-14t+0(41).
" Nyilvan - '
(2. 18) ‘ Mev(cqmﬁ Y oSy +asm ’+a4s6£)) _
(27:) Tomn(l— g7 f f 2 DA g,
ahol
( ay —f 0 0- 0)
— a —f  0---0}
IR B - “ /3 -0 1
s D I N (e Ol
A R a 2
, 0, o0 ----8 alJ .
@y =1—inopdt, a =2(1-AAt—in,oF At -+ 12 (41)* +o(4D)),
N _ o
2 .
- jog At
ct=21 :
' iy At
iy
2

1
i
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Kozben felhasznaltuk, hogy a &, &, ..., &, 'Valészini’iségi valtozdk egy'uties,elosz-
lasanak siir{iségfiiggvénye: '
n—1

: (2' 19) f;zl’“-ain(xl’ M x") = (27[)_76—" (1 —ﬂz)——z_exp {—m)—’

Ja-m+ Sopu)

vagy matrix alakban .
n—1

(2.19) Fevne X1y s x) = Q) 2o (1-p% %
ex ~—;—~1——XR_1X*
Pl 2=
~ alaky, ahol ‘ :
(1 —B 0 0 0
p1+p> —B 0O 0
o] O —F L+p* —p 0
0 0 1+ﬁ2 —B
0 0 B 1
és
x1 _
X=(x1, ...,x"), X*: E
xn

{2.19) ¢gyszer1’ien belathatd, ha figyelembe vesszik, hogy ¢, kielégiti a
(2 20) n+1 = ﬁf +Cn+1

differencia egyenletet, ahol {, egy fuggetlen Gauss' eloszlasu Valoszmuségx valtozé

sorozat (fehér zaj) és o = (1— %)%, ahol o7 -et egyszerlien o2 -el jeldljik. A (2. 20) .

leképezés (i=1, 2, ..., n) fiiggvénydeterminansanak értéke 1, igy (2. 19) egyszeriien
kovetkezménye a C (z—T n) valtozok fiiggetlenségének. ,
Elégitse ki a d,, d,, ..., d, szamsorozat az
a1 dl ﬁdz = 2 At
(2.21) " — Bd, +ady — pds = iy 0} (Af)>

—“Bdk— 1 +ady— . = inyof (At

—Bdyy +ayd, = SratAi

{2.26)
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egyenletrendszert, akkor » ‘

(2.22) ; XAX*—XC* = YA, Y*—

alakba irhat6, ahol ( ‘

(2.23) Dn=aidi+a(d+ ... +di-1)+ard; —2p(drdr+ ... +dydu_1) =

= dy(aydy — pdy) +d,(ad, — pdy — Bds) + ... +dn—-1(ad»«1-ﬁd —a—Pd)+

l“l

+d,(a1d,— Bd,_y) = 5 (dy + dy) ot At+la30c(dt)22 d.

A (2.21) egyenletrendszer partiku_]éris megoldéasa

ity 0¢

d=d = e

. i=2,...,n-1),
mig az &ltaldnos megoldas 7
{2.29) ‘ dy=d+0,u,+60,u, - (i=1,..,7n)
alakt, ahol u,, u, az :
o Bul—au—p =0
egyenlet két gyoke, azaz
’ —Va? 2

uy = % Ath 20'¢ iy + o(Af),

a+Va®— 4[52
28

8;, 0, a (2. 21) egyenletrendszer €ls§ és utolsé egyenletébd], mint ,,kezdeu feltételek-
bbl” hatirozhatok meg, tehat '

(2.25)

Uy = = 1+Atl/112 —20}in, + o(At):

o iy 6F At (A —io, 0)
0 — 1 2 3V¢ 29¢ .
! { cAt=—"7 —20¢io,
- n n—1 ) 2
. Cayuz—Pur  —(aruz— Puz)
(@1uy — Pus) (as s — Bus™") — (@s 2 — Bu3) (ar i — Puii™")

iy ioy0f At(A—ia, 0%)
b, = (_2—0‘-;%”_ 3 /12——20'521'0(42 '

] ayuy — pus —(a*u} — Bui™h)
¢ 2 — R
(arus — Pud)(ar vy — Puls™ ") — (aruz — Bud) (ar s — But™ ")

CrAMER ismert tétele szerint (CRAMER 136. 0.)

; ., .
/i../exp {—-;—XA,,X*} dxy...dx, = (2m)% |4, 2
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és igy (2.22) alapjan (2. 18) a kovetkez8 alaki lesz:
‘ | R T
(1 _ﬂZ)z IB,J 2 207 4t .

Dy .

(2.27)

M ) B c 2 7 r vr r = ; 7 br r
ElG8szor hatdrozzuk meg e 2°54* hatarétékét amint n — o=, Egyszer(i szamolassal

kapjuk, hogy o
ayuy — pud = At(A—ioto, + V2> —2¢}in, ) +o0(41),

ayu, — fud = At(h %iofocz — V22 —20}i0, )+ o(41),
il — il = &V (o, — Y= 37 ) + o (1),

ayils— st = V=20t (A—iodoy + VA2 =20in, )+ o(l),
" és igy ' . ; o

- o . D, 1] ocloc3a§+&§a§T
B 1 - = 4
(2.28) N 20RAr T 2 { =202,

. , iy o o ) VS
,[&_ it L+ 5 0,0F } [[""l o 4+ AL VI, |y g 1= e TR J
2 A% — 202 iy 2 2 ' vz = 2070,
_ (- iofo, + VA2 —~20';2AZ'OC4 etV =20%ia, _ (}, —ioy 0F — Va2 —20f oy )J n
(P((x2 > TOC4_) 7 ’ . '

io o R ) I_BT] a2 ia
+ (——i o+ opeTV#-200in, — o6} ——:__—{__—4] .
12 2 o }/&2—20;21&4

G- iofo, + VA% — 20 iy )—e- TV"sz”é i (2 —ixy T . 207 oty ) }}
‘ @y, Tuy) ’
|B,| kiszamitasanal vegyiik figyelembe, hogy

(229 B, =a}|B,,|—28a;|B,_s|+ F*|B,-s],
“ahol |B,| kielégiti a_ | ‘ -
(2.30) |Bal. = a|By-1|— B*By_2|
| differenciaegyénletet és igy ‘
.31 |B,| = oy v} +o,05,
) ahol vy €S v, a } |
vP—av+p* =0

egyenlet megoldasai, mig o, és o, az

|Bi| =a, |B:|=a*—p

(2.35)
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feltételekb8] hatarozhaték meg. Azt kapjuk tehat, hogy o -

- o vy by
if 321) e b—v,” 27 Up=Uy
égu
. - =3 n—3 S )-1/2
(2.33) |B,|=112 ={ e C7r L o Py
M; 1 UI '—1)2 Ul —_— UZ :
1ve ’ .

; vy = 1~ldt+AtVﬁ»—20’gia4 +o(41),
- v, = 1—Adt— AtYIZ =20Zia, + o(d1),

azt kapjuk, hogy
ayvy — B = At(h— o io, + VI =207, ) + 0 (A1),
a,v,— p?* = At(ﬂ—agiaz—l/l—z—ZJgi%)+0(At),

n=3 eT(]flT—Zogia4—l)+0(1)’

V1. =
. v = T TUETIEE D o,
€8 18y .
8y . o
’ - 2-112_ 2 o 2.
@.34) (1 poybig -t = VA 20t )e? g

: P (o, Toy) - . ,
(2.27) (2.28) és (2. 34)-bél kovetkezik (2. 13), amivel 4llitdsunkat bebizonyitottuk.

Azittismertetett eljaras természetesen az egyik lehetséges modja az iy, my; 534,525
funkcionalok karakterisztikus fiiggvényének meghatarozasara. Méasik ut kinlko-
zik oly moédon, hogy a feltételes karakterisztikus fiiggvényre (a £(0)=x feltétel
mellett) differencidlegyenietet frunk fel,” s amely differencidlegyenletnek a megolda-
sat (melynek egyértelmiiségét DUNKIN [1] eredményei biztositjdk) keressik meg.

Legyen ugyanis : ,

T -M i(ouml+o¢zsgl+oz3Tmz+a4TSr752)I_ »
u(T, x) = M{e : ,é(O)zx}'

Ekkor egysZerﬁen belathato, hogy

A (ei—x 4 AxAT)?

. T’ = — 24Ta 1 S . ¢ — ) !
(2.36) u(T'+471, x) VardT o, K : i u(T, x) x, 1xl:x(k x1)+
- %u (x V—x‘)2 ‘ o . o
+5Ex1:x*12—_+ ven (1+ZOC4XZAT)(1+MX3XAT) 1-—~2—£(x1~x)—

2

—%i(xl — X+ ] [1 —Z%Z—i((xl —x)? +2x(x; —x))— .

) .
— 2@ )+ } dz;

SO
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AT-0 eseten (2. 36)-bdl a kovetkezd parcialis differencialegyenletet kapjuk u(7, x)-re:

ou 16u éu

2)
e +— x()+zoc2)-—]+u[ Z[Aiocz-{—ioc,,,-—ﬁ]jt
8T ~ 2 ox? ' ox 2

(2.37)

A (2. 37) differencilegyenlethez hasonlé egyenlet megoldasa szerepelni fog a kesob-
biekben, igy ezt most elhagyjuk.

3. 8§ ‘A paf‘miiéterek becslései és eloszldsaik.

Legyen A ismert, akkor a varhaté érték maximum likelihood becslése (2. 4)-
b6l ' :

. E@) +E(M+4 [ E@ar
G- : m = 21T

. a? ' .
normalis eloszlasi (m, o,) (ahol o3 :2—(—1—75—%?‘ (4x+1 —e™%)  paraméterekkel B

{v6. GRENANDER 115. o0.).
: . L dpP .. . .
Ez a becslés minimalis szorasu, mivel a v likelihood hanyados a LEHMANN‘—‘

‘Scuerrs [1] értelemben teljes fuggvenyrendszert alkot ismeretlen m esetén. :
Legyen m=0 és A (vagy o) ismeretlen. 2 maximum likelihood becslése 2.1

alapjan ‘ &
4P 1A A 1 ]
= ¢+—log = T le
log 7 ¢+ 5 log 0;2 pe [sm 50 + 562

 miatt a kovetkezé egyenlet megoldasa lesz:

) ; ) ‘0_2 ’ 1 -,
(3. 2). ' ) z—j—— (S%l.—i 0';2 T)—‘ATSOZ =0,

2
" vagy o}-re [a% =% alapjén)
' 1 T
3.3) : ’ og—(s31~2 T]ag 2a;soz-()
Konnyit belatni, hogy (3. 3) egyetlen pozitiv megoldésa 7
3.9 6% = 1/2(s3y — /262 T)+1/2V (3, — 1/26¢ T)* +2T0¢ 555 -

Legyen az egyszerliség kedvéért
d = 1/2(s3, —1/26¢ T),

N

(3' 6 - B Ds3,

R
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akkor, mint az kénnyen belathatd

3.5) P{62<yo}} = P{d+Vd*+1/2To?s3, < yoi} =
2l 22 v
= .P{ # 02+ <1+1}.
»? 0'; Yo ; y

2

A (2. 16) osszefiiggésb6l belathato, hogy a 7, = %sgl +—y~?—s§1 val6-

szinliségi valtozo aszimptotikusan normalis eloszlasa, ha » — e es a 6% becslés

ekvivalens az 53, becsléssel. Igaz a kovetkezd (tegyuk fel, hogy o?=1 es T=1,
azaz elvégeztiik a (2.9) transzformaciot).

3.1, TETEL: Ha m=0 és x>0 az
’ 2 2
S0, ™~ O
becslés aszimptotikusan efficiens és az
i 2 2
S6, —0¢
582 }/2/ x
hdnyados eloszldsa tart a (0, 1) normdlis eloszldshoz.

Bizonyitds. Bgyszerii szamolassal adodik a varhatd értékre és szérasnégyzetre,
hogy :
MS%z = O’%
- a2 '
o¢ _2
= Qx+e 1),

és 55, karakterisztikus fiiggvénye

3.7 | f@) =

( . 1/4
) [1 _ 410(0'%) o2

.

o (g

alakd (v6. (2. 16)) x— oo esetén az

S(Z)z - O’g
a2 V2/x

valOsziniiségi valtozé kardkterlszukus fiiggvénye e 2 -hez tart, azaz normalis elosz-
140 lesz. Masrészt 53, ~0% Valoszmusegben ha % —ec, igy CRAMER ismert tétele
szerint (CRAMER, 281. 0.) a tétel allitasa igaz. Mivel a (2. 1) likelihood fliggvény-
rendszer nem teljes (erre a problemara késGbb még visszatériink), nem létezik mini-
mélis szérasu torzitatlan becslése o%-nek (vagy »-nak).

Egy becslést asznnptotxkusan efficiensnek neveziink, ha aszimptotikus eloszlasa
létezik s az megegyez;k a maximum likelihood becslés aszimptotikus eloszlasaval,
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Legyen tovabbra is o2 =1 és T'=1. (2. 16)-b6] lathat, hogy = 0-esetén 2xs,
és xs3, karakterisztikus fliggvénye
(38) } f(dly '3(2) = (1__10, 210{ )1/7 +0(%)5

alakt, azaz s3, és s3, asmmptotzkusan ckvivalensek. A (3. 8) osszefuggesbol 1at-
hato, hogy

% —0 esetén y* eloszlasu 1 szabadségfokkal:

(3.9 | P{if—zz<x} V; /e v2 ‘J/Zay—l/ /e Vz/zdy
ve

» nem tal nagy és nem tul kicsiny ériékeire az 53, és 53, statisztikakat keﬂ fethasz~

nalni » (illetve o%) becslésére. A x parameterre vonatkoz6 konfidencia intervallu-
2

P x :
mok megszerkesztese a (3.5) Osszefiiggés alaojan az 1, ‘y_S°2+ ;-SOI— valé-

szmusegl valtozd eloszlasanak meghatarozasa segitségével tOrtenhet Az n, valtozé
karakterisztikus fuggvenye (vo. (2. 16)) .

(3.10) i . f,,y(oc).’: _
: ‘ 5 Y4 )
2[1—y—2'ioc] eil?

) . 5 \2 /2 1/2
[ o 1/1——2‘ ia ( 10 2 . ] ~x1/1-——5ia1
- l——Y 1l—=iaj e V ¥
(1 i R w] . v } »or ‘

o

alakti. Tetszdleges el6re megadott o szint és of esetén a (3.11)

(3.11) Pa{¢?=x} =«
egyenlethek egyetlen x = ¢(g?) mégoldésa lesz. ‘Ennek inverz’fiiggvénye‘ :

(3.12) 100 = Yul)

szintén egyértelmilen meghatarozhato és o2 ' _re konﬁdenmahatart szolgaltat azaz

o%-ben azonosan

(3. 13) S {agéwa(a)} =a.

oo &3 % — 0 esetén ezek a konfidenciahatarok megegyeznek a megfeleld aszimpto-
tikus eloszlas 4ltal szolgaltatott konfidenciahatarokkal. .

A konfidenciahatarok effektiv kiszamitiasa egydimenzids esetben még nem
tortént meg. Komplex stacionarius Gauss— Markov folyamat esetén a »x ,,csillapo-
dasi egyiitthaté”-n (melynek becslésénél a megfelelS elégséges statisztikdkbol nyert
- maximum likelihood becslés karaktensz’ukus fiiggvénye (3. 10) négyzete) vonatkozd

egyiittes eloszldsa tart a (O 0,

: 1wie2 (1 , | 202 (1
(3.17) f(OanCz)—CXP{ 5 z ';+ [J}exp{z%%——a%%%—‘o(——)}
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. szamitasokat a MOSZKVAI LOMONoszov EGYETEM Valosziniségszdamitdsi Tanszékén
vegeztuk el A. N. KoLMOGOROV vezetése alatt (lasd ARATO, RICSKOVA, SZINAJ).

- Ismeretlen m és A (vagy o) esetén (2. 7) alapjan a maximum likelihood egyen-
letek a kovetkezSk lesznek:

. 2 ) . -
G4 SLGE - 120F 1)~ ATS — fm -, — AT(n—ma)? =0,
2(m—niy) + ﬂ,T(m —my) = 0.

-A (3. 14) eayenietrendszex megoldasa talsdgosan bcnyolult érdemes azonban
megjegyezni, hogy az i és A becslések kozott

N 2my + zm 7
3.15 _ 2ty
(3.15) m D

alakﬁ Osszefiiggés aﬂ fenn. Amint. késébb l4tni fogjuk, o? (Vagy A) becslese esetén
a legtermészetesebb olyan statisztikikkal dolgozni, amelyek nem fuggnck a &0
folyamat kiindulasi pontjatol. Ilyen rendszer lehet pl. s7,s5%, (m; —m,)?. Nagy x
értékek eseten nem nehéz az m, A parametelekre megfelel§ becslést talalni (legyen
ismét of =1, T'=1), fennall a kovetk

3.2 TETEL: % — <o esetén az
| My, 03
becslések egyiiitesen aszimptotikusan efficiensel és

My, —m 52 —0f

23 s3V2p

O 1
‘Bizonyitds. Egyszeril szamolasokkal adédik, hogy

] normdlis eloszldshoz.

20¢(x+e*—1)

5
?‘42

Mm, = m, Dms; =

{3.16) Ms} = o7 — 2;‘; [1 4— L _ 1)}

- . 4" N 1 ’ ‘ .
Ds; = iﬁ'{2+~— (e=?*— ey (/+e ’~1)2 = (4%+2%e“”—7—{—8e‘”—,e-2>‘)},

(2 13) b6l lathatd, hogy x — oo eseten i, —m, 53, egylittes karakterisztikus ﬁigg-
vényé

2 %

alakuq, amibél Ié,thaté, hogy aszimptotikusan normalis eloszlastak. CRAMER mér
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emlitett tétele szerint, mivel m, >~m és s3, ~0% valosziniiségben, a

m,—m 53, — 0%
20% ’ 2
0 - 2
x+e*—=1 o: )/ —
e (+ ) & %
és 5
: m,—m  $3—0%
23 2
. 52l —

mennyiségek egyiittes aszimptotikus eloszlasa megegyezik (felhasznalva, hogy

0% = 21) Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.
»?

Tetszleges T és of esetén — ami a-gyakorlati alkalmazasok szempontjabol
fontos' — a 3.2 tétel nyilvanvald kovetkezménye a
3.2" TETEL: Ha % = AT~ az

0' o7 ~
m~my; A~ =41
& 253
becslések egyiittesen efficiensek és az
m,—m , A—4 0% —s3%

o3 > 7 vagy >
0% —AT _ nide 2]/ =
1/).2T2 (AT+e i3] T agl/;;

(1‘) (1)’} normdlis eloszla'shoz

hdnyadosok egyiittes eloszla’sa tart a (0 0,
%0 esetén az m, és m, stausztlkék asmmptotlkusan ekv1valensek ‘ami belat-

‘haté karakterisztikus fiiggvényiik viselkedésébdl. Ugyanakkor az 5% és 53 statisztikak -

=—[§(1) £, Loy
G.17)
- = f (5(;) f(O))Zdz—[ f (é(t) ) dt]

alakjabol lithatd, hogy asmmptohkusan fiiggetlenek mind az m, x paraméterek-
~ t8l, mind pedig az m, , m, statisztikdktol, ha x 0. Ez azt jelenti, hogy ebben az

esetben az m paraméter teljesen szabad (nincsen ra semmllyen megkotésiink), mig
a » paramétert nem lehet alulrél becsiilni (azaz a of paramétert feliilr&l).

A matematikai statisztikaban jol ismert tény, hogy ha &, &5, ..., &, (R=2) egy
fiiggetlen megfigyelésekbsl 4116 minta, ahol az egyes valtozdk egy ismeretlen (m, o)
paraméterii normalis sokasagbol szarmaznak, akkor az ismeretlen m paraméterre
tetszGleges o megbizhatésagi szinten véges konfidencia intervallum szerkeszthetd.

(CRAMER 563 0.).
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" Ez azt jelenti, hogy tetszSleges o > 1/2 szint esetén is léteznek olyan Z(x1 s Xk
és h(xy, ..., x,) fuggvények, melyekre

P{hy, ., &y =mbza, Plh(y, ... &) <m}=a

m és o-ban egyenletesen. A i—z() és h—() fuggvények fiiggetlenek o-t6l. Ha n=1,
azaz egyetlen ¢, megﬁgyelesunk van, ilyen h() és h() véges értékil fiiggvények

nem léteznek (azon térmészetes kikotés mellett, hogy fi(ec) > — oo és h(— o) < oo)..
Stacmnanus Gauss— Markov folyamatokra igaz a kdvetkez§ (tegyuk fel, hogy

3 3 TETEL: Legyenek a>1/2 és u(%), ,u(zf) valos értékii (— oo és + oo értékeket
is felvevs) az R; téren a Cpo yy metrikdban folytonos funkciondlok,! melyek eleget
tesznek minden m és x ertekre (—e<m<o, x=>0) a

| P{m=i(9) =«
Pim=<u©)=a

P{i(&) = — =} =(x, )

PO = + =} =f(x, o,

ahol f(x, a) a funkciondldk vdlasztdsdtdl fiiggetlen (azon természetes feltevés mellett,.
hogy mf (o) > — oo, sup H(<oo)<oo, vagy pl. azon feltevés mellett, hogy eh‘olasw

Seltételeknek. Akkor -

esetén a funkczonal erz.‘eke az eltolds ertekevel vdltozik ) és
S, ) ~1/2, ha % —0.

3.4. TETEL: Legyen a >0 és x(E) az Ry téren értelmezett pozitiv, a Cpq, 1y metrikd-
ban folytonos funkczonal mely minden m és » értékre eleget tesz a

Pixz=x(0)}za
PO =0)=g(x a),

ahol a pozitiv g(.)‘ fiiggvény nem fiigg a funkciondl vdlasztdsdtdl (azon természetes
Seltétel mellett, hogy (o) =x(—oc)=co) &s

Sfeltételnek. Akkor

g, )~>1, ha »-0.

: ‘Mégjegyzés. Természetesen x — o esetén az [ ¢és g fuggvények tetsz8leges fix
o<1 esetén 0-hoz tartoznak. Ez a 3.2 tétel kovetkezménye, melynek értelmében
asmmptotlkusan j6 konfidencia intervallumok szerkeszthetok

A 3.3 tétel bizonyitdsa.

Szimmetria okokbdl elegend§-az allitast pi 1 (€)-re bizonyitani. Korlatos (&)
funkcionalra nem 4llhat fenn a P{m<u(f)} =0 Osszefiiggés minden m, x-ra, mivel,.

ha p()=K<-
Py {K<p(&)}=0.

t Végtelen értékeket is felvevd . funkcionalok folytonossiga a — oo, + oo pontokkal lezart:
szamegyenes topologlaja altal indukalt folytonossagot jelentl .
/
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Feltevéseink szerint elég nagy ¢ értékre Iétezik olyan (u-tél fiiggetlen) &,(f)=
=—k>—oo, hogy f(§)=c ha E(1)=<¢y(D) (minden'_O =¢=1-re). Legyen

I'={&u@=<ch, Iy={&—ntm=l=4},
ahol 0<0<1/2. Nyilvan I' DIy, P(N)=P(I) és

619 o=@} = 1= Pol{I}=1- P T,

Felhasznalva a

9| 2 e et 07— 12D EW) ~ 0 (O P} -

—uto2 [ (ED—c)al}

]/l/_é—x(xo )= i - (o~ AL d.

e EO) 26 0) ),

Bsszefiiggést azt kapjuk, hogy

(3. 19) PU{Fl} / [

Legyen
r, =& —,¢—1+6<5>50,0<r<1

ahol ¢ a 0=e=<0/2 intervallumban tetsz6leges, ¢s

Iy = {&: sup £ —EO)=x* —%'“"+f¢“5”5(0) 50(0)*% g

O=t=1

A Wiener folyamatra jo! ismert (lasd Doos 353. 0.) ’ -

' i s‘ 2 - —228
(3.20) o /dW:l — 2 ‘/ e

s

sszefiigést felhasznalva, az

. ” ‘ s
(3 21) /6_7[&1,—@27()‘0_&2} dW%e‘,"_a(_"d"’lclx)/dW%e“"uc(“é"’C[”D-

A . [ ) . . -

. [1 — 2/‘/? e‘T] ’
n .
egyenlot]enseget nyerjiik.

Jelohe ‘@(x) a (0, 1) normalis eloszlasfuggvenyt akkor
(6.2 |

/‘/Eeé(xo'-c)z dxy = 4‘531/5?;(50(0)“?—?“_,5)}*@%@(— %_1+5“C+%i8)}' '
. . 7'E -
I » 8 .
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(3.19), (3.21) és (3.22)-b8l nyerjiik a
| 220 \ s —
(3.23y P, A }=|1—- 5 (I —50=2) 1 —2ue V?e 2 ] [@{VZ%({O(O) —

— )} — Y2 (— %140 — e u9)}]
egyenlbtienséget. Innen x —~0 esetén lathatd, hogy

1

Pc,n{c<p(£)}=1_Pc,x{F1}§7+809 ha %<%0(80):

tetszbleges kicsiny g, >0 értékre. Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

A 3.3 tétel a kévetkezé’képpen is megfogalmazhatd: ha a staciondrius Gauss—
Markov folyamat m és » (vagy ¢%) paramél‘ere ismeretlen, akkor m-re a folytonos
funkc:onaiok segitségével nem lehet véges konfidencia intervallumokat szerkeszteni.
Nem véges konfidencia intervallumok szerkesztésére (x-ra valé minden megkodtés
nélkil) a tovabbiakban még visszatériink. Szerkesztésiik hasonlé ahhoz a maodszer-
hez, ahogyan x-ra (vagy ¢-re) torténik ismert m esetén a konfidencia intervallum
szerkesztése, azonban a 3.3 tétel altal kifejezett specidlis tulajdonsédgokat figyelembe

" vessziik.

KOROLLARIUM, A4 bzzonyztasbol ldthatd, hogy zetszoleges &>0-hoz van oly A(e)

hogy (elég kis » esetén)
1

sup P, {u(&)=m}=- +Ax0
M, <xg
Ezzel az f(x, o) fliggvény Vise]kedésére kaptunk becslést.

A 3.4 tétel bizonyitdsa hasonldan torténik, mint a 3.3 tételé. A tétel Allitasa
szerint a » paraméterre nem lehet 0-to1 kulonbozo alsé konﬁden01ahatart szerkesz-
teni semmilyen megbizhatésagi szinten.
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A NEWTONI INFINITEZIMALIS ANALIZIS KIALAKULASA
A XX. SZAZADI MATEMATIKA TORTENETIRAS
TUKREBEN

frta: VEKERDI LASZLO

MoriTz CANTOR nagy miive! 85. fejezetében kezdi az infinitézimalis szAmitds
ismertetését. A fejezet cime: ,;Sorok. Mercator. Brouncker. Gregory. Newton.”

A XIX. szdzad matematikdjanak egyik legjellemz&bb teriiletét alkottdk a vég-
telen sorok. Az a tény, hogy CANTOR ezek fel8l.indul a matematika mindméig legna-
gyobb kalandjanak, az infinitézimalis szamitasnak az 1smertetesebe mar magaban
véve is jelzi az interpretdcidé varhatd jellegét. :

A végtelen sorok elméletének legfontosabb, alapvet§ kérdése ma az, hogy egy"

sor Osszetartd-e vagy sem, konvergens-e vagy divergens.

Mit tartott err6l a XVIL. szidzad? CANTOR szerint — semmit, .

Szerinte egy sor konvergencidra valé megvizsgalasanak a sziikségessége ,ter-
mészetesen” csak a XIX. szdzadban meriil fel, a XVIIL. és XVIIL. szizad erre még.
csak nem is gondol. Az egyetlen kivétel akkor allt el8, ,,ha egy sort egy vele azonos.
fliggvény gyakorlati kiértékelésére akartak felhasznalni. Ebben az esetben 6nmagatol
jelentkezett az a kellemetlenség, hogy divergens sorokkal valé szdmolds nem vezet a
kivant eredményre, s ezen segiteni kellett” — ugy, hogy 6nkénteleniil is, intuitive
konvergens sorokat alkalmaztak, a fogalom tisztazasa, st felvetése nelkul fgy jar
el Iényegében James GREGORY, a nagy skot matematikus 1668-ban megjelent
Exercitationes Geometriae-jében.?

Teljesen a GREGORYEhoz hasonld sorfelfogassal €s részben azonos eredmenyek—»v

kel talalkozunk NICOLAUS MERCATOR 1668-ban Londonban megjelent Logarzthmo-
technica-jaban. Ez a németalfoldi matematikus Londonban élt, ahol ,,WALLIS és.
kozvetlen tanitvanyai olyan felilletek kvadraturajara voltak képesek, amelyeket az.
abszcisszatengely, két ordindta és az

y=a;x"t+a,x"+..+a,x"

egyenletli gdrbe hatérolt.. Az egyenld szard hiperbola esetében ez mar 1647 éta

. ismert volt GREGORIUS A SANTO VICENTIO altal, aki ezt a teriiletet logaritmus segit-

ségével szamitotta ki, a hiperbola egyik asymptotajat valasztva abszcisszanak. De
a hxperbola egyenlete ebben az esetben nem a fenti alakot oltdtte, hanem xy=1
volt, és ezért a két eredmény egyetlen tétellé vald osszefogasara minden kisérlet
sxkertelennek blzonyult

1 Vorlesungen iiber- Geschichte der Mathematik. 3. (Schluss-) Band. Von 1668—1758. Leipzig
1898. : i
2 Uo. 58—60.
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