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BEVEZETES

v _ _ — staciondrius
- idé folytonos egydimenzios § iszkrét
5 tészében [2] idSben . dszerint diszkré
Ddgozatomfo‘lﬂsa(;natrél volt sz0, a megﬁgyelesek‘?ﬁ?i‘?ﬁﬁté:nennek az esetnek
Gauss——bll(%rkozjrtgnnek s igy a statisztikus szemponyabo
idépontokban

A ]’ 1 A d"b f ] 4 : L '3
A3 ? 4

om m, 0, 0%, (vagy m 2), ahol
2 g?), aho
szama mar harom 7, @, 0¢. (vagy m, @, )

M{é(n)—m}{é(n—l)—m} ’

@ - m=Mm oi =DM, = .

2 = -
ag:(l—gz)a’:’ (n'—1>_23 -')

. i ' qkség van s igy arra
Az id6ben folytonos eset eredményeire jelen dolgozatban szikscg
‘Az 1dobe . ., . ~ . 2
, ; PN ; atkozas. B 4 , ismert 0%
‘4llanddan t?itenlkhglgz;]da;l 1i‘;mert o és 0% esettel LUVSZAiiiiE?g][Seé][?ogla]kozott.
Megemlitem, : samert a2 esettel LUVSZANC I8 .
7 ismert a7 €S . e A tlen s meg
“m esetteldLllN?;b[Z}; rflfl:ll%e::sziik hog; mindharom paraméter 1Smere ,
Jelen €0 80 tsek viselkedését. .
L s15nboz6 becslések viselke . ¢t szerepld iro- -
Vlzsgi}ljuk k;ili:rljlbqlogy sok cikk (lasd pl. I b IA;leaRg;);qrb[ng: Zsz(:)éria—korlieléciés
-~ Megeml 5 soének a kérdésével, elsos - dolgo-
. tt o becsléséne © lalasa szerepelni fog a
dalmat) foglalkozo znveknek az Osszefoglald - ssének SO
5 ¢ knek az eredmeny . a probléma felvetesene _
egyiitthatéval, ezexne® annyit emlitenék meg, hogy & P! . -eszeredményekre.
zatban. El6ljaroban meg sbban mindig megnyugtato TeSZeEE T ToL )
‘ g tett korabban nem e (3], azonban a tétele
esctben hibas volta VEI&'® " & szerepeltek disszerta,qomban e bta eltelt idBben
- dolgozgtt, eglzeisttejrslggg ilég elc'?szér. A disszertacié megirasa ota €
és bizonyitaso

. ismertetése is (lasd pl. ’6 §).

‘ ' NA NORMS DIMENZIOS ESET
IDOBEN DISZKRET, STACIONARIUS, NORMALIS, EGYDIMENZ .
| | 1 § A megﬁgyelééek eloszlasas a Jehetséges becslések

ik, h ionarius, Gauss—
: 1626 dolgozat (2] 1. 1:ételéb<'51.1<:6vetkez1k,émfy1 1 sz'ta'c.1.<)>nar1
Mar l?ozv-i?o?;amat R(n) korrelacios fiiggvenye (n=0,+1, %2,

ORI
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M (k) —m} {S(k—1)—m}

alaku, ahol ¢ = D7E(k) . Masrészt 1smeretes (lasd pl. ROSEN-

BLATT [11]), hogy ugyanakkor ¢(n) eleget tesz a
@1 Em+1)—of(m) = C(n+1)  (feltéve, hogy ME (n) =0)

differencia egyenletnek, ahol C (n) egy fuggetlen normalis eloszlgst valészinﬁségi
véltoz6 sorozat (Gn. fehér zaj) és {(n) fiiggetlen $(n—1)-t6l. Ha D (n) =62, nyil-
van fennall a P

(1.2 or=(l —az)aé
Osszefiiggés.

Az (1.1) ossiefuggesbol kovetkezik, hogy a*¢(1), ..., &(n) valdsziniiségi valtozdk
egylittes siirliségfiiggvénye, ha ME(k)=m, a kovetkezo alakt - £ °

.3 Peci, ... é(n)(xl, s %) =2m) "o "(1— %) =

7 1 ! 2 2 1
R e L
= Q1) 67" (1— %) exp { b [<x1 (1=
20'§ .

-+ i;;_(xi - Qxi_;l ‘*'m(]. _ QZ))Z}} >
vagy matrix alakban . ' -

' ‘ “n o—n n—1 .
Dy, o, §(n)(x17 s %) =Q2m) o "(1 - QZ) I
eXp{ 1 (X m)R;l.(X - m)*
——— — w (X—m
20;(1—¢%) ) }

1 -=¢ 0 0 ... 0
_ —0 1+0* —p 0 ... 0
R 0 —e¢ 1+ —¢ 0

Oueevirreieaies 1402 -0
Oiiiiiiies T =p 1
; A _ X1 —mj
X——m_———(xlrmf,..?x,}—m),(X—m*= .
©\x, -m
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A E(Q), ..., E(n) valdszinliségi valtozdk feltételes sﬁrﬁségfﬁggvénye a é=x,
feltétel mellett

(1~ 4) a p(x29 cees ané(l)‘-: xl) =

-1 !
e l n .
(Zﬂ) T o; " Pexp {— 5 2 (= oximy —m(1— Q))Z}
20‘{ 2

lesz.
A maximum likelihood becslések vizsgalata elStt nézziik meg a sfirliségfiiggvény

logaritmusa dlfferen01alhanyadosanak a viselkedését. Legyenek az ismeretlen para-
meterek m, aé, o és vezessiikk be a kovetkezo jeloléseket :

dlogp
R,(,I)z———= X{—m —|-———~ X;—m—o(x;- m
o qf{(l e 2( ey —m)],
(1.5 o g fler __n o
dog 20¢

+§—17{(x1-—m)2-r Z(x m—o(x;_q— m))é},

O¢
o1 ~1
Rp = foer  e=le e Stnom el mp+
~ de 1—@ oi(1—¢%) % _
1

+——2[x g (xig — )] (xig — )]
oi(l—¢%) 2

Ha viszont az ismeretlen paramétereknek az m, of, @ mennylsegeket vesszuk,
a megfelelo derivaltak alakja a kovetkezd lesz: .

Hs): dlogp I {(1+Q)(x1—m)+2(x—m o (x;- 1—-m))}

om : Ug
€6 : @ = %lep . n |
. ooy 204 '
+;—{(1_ ) (x, — m)2+2(x—m Q(x_ —m))z}
t » ,

dlo o 0 1 n |
rH(S) 8P _ _ 5 +—5{o(x;—m)? ~+Z(xi—m—Q(xi-l‘-m))(xi—r‘m)}'-
a@ 1— e 0o - 2 N ’ ’
Felhasznalva a mar emlitett M(E()—m) ({(i+k)—m) =0 (ha k=1) & a
Gauss eloszlasu valtozokra jellemzs (feltéve, hogy M¢E;=0) v

MEE88, = M§1€2M5354 +MEEMEE +MEEMELE,
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ssszefiiggést, konnyen kiszamithaté (bar hosszadalmas szimolast igényel), hogy
24+(m—-2)(1—0)

DAY = MRVRY = 24
(1+0)o¢

D*R® = MRPRD =
: 20;t

! — 2y ‘
(1.7 DRY = MEVRD = & (1—“11(;——;;29- ),

W p@ _ MRD R®
MR,’R,” =MR,'R;" =0,
MROR® — __(—De

2 2
' oz (1—0¢)
¢és hasonlé modon T

(1-9R2+@®—-2)1-0)]

2
D’ H = 2
44 !
. DZ.H;EZ) =%
_ZJC .
2,3 - n—l 2¢* ‘
(1.8) _ D H, —lA—Q2+-(1—QZ)2>,

MES Y = MBS =0,

o MHEIHY _ 0)2 ]
ci(1—¢» DHPDHD — Vnln—D1-e)+2e7

MH H? =

Mint 14that6, ha mindhdrom paraméter m, o, o (vagy m, o}, o) ismeretlen (1.5)
(vagy (1.6))-bol a maximum likelihood becslések meghatarozasa igen firadsigos.s a
kapott eredmények aszimptotikus viselkedésének vizsgalata nem remélhetS. Ehelyett
inkdbb egy WALDtSl szarmaz6 otlet alapjan- el6bb az RW R® RO (vagy H®,
H®, H®) mennyiségeknek az aszimptotikus viselkedését vizsgaljuk, majd meg-
mutatjuk, hogy az egyenletrendszer megoldasa (normalva a megfeleld szérasokkal)
az ismeretlen paraméterekben egyenletesen ugyanazzal az eloszlassal bir- mint

RO/DRW, RO/DRP, RD/DRY). A normélé tényezd, mellyel szorozni kell éppen

DRI, DR®, DR lesz. - . ; , o

Az (1. 7) és (1. 8) szérasok Osszevetésébdl azonnal lathato pl., hogy ha ¢ kozel
van 1-hez m maximum likelihood becslése nem konzisztens az (1.7) esetben, mig az
(1. 8) esetben a szérds nem is marad vége,s.\
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Mivel benniinket a _becslések aszimptotikus viselkedése érdekel elssorban,,
elégséges az (1. 4) feltételes siiriségfiiggvény alapjan adddé becsléseket tekinteni..
Ekkor ugyanis pl. s ‘

2

—q) Odlogp(..]) 1—g = '
A = ZOECD) _ 258 8 (o gy ),
g cL

—o  ologp(...]. A—l 1 =z o
(1.9 HP = gp(z D st > (i—m—e (o —m)?,
66; 2 20’§ 2 )

a;
= alogp(...|. 1z '
Hrfa) = —“’—’—“‘—ggg( 1) = ;{; (xi_‘m—‘Q(xi—1"m))(xi—1—m)a

és a megfelel§ maximum likelihood egyenletek megoldasa egyszertibbé valik. Az
i, 62, b becslések kozodtt a HY =0, H® =0, HM =0 egyenletekbdl a kvetkezd.
Osszefiiggések adddnak: : T

. n /
X, — 0%, +(1—0) ;' X;

’;1 = - EN - ’
r-1D1-0)
~2 1 2 PR .
9 =77 ;(xi—m_g(xi—l_m))Za
P ACTROICRED
Q =

Zn’ (x;— 1 —)?
2

Innen lathatd, ha feltessziik, hogy megﬁgyclési sorozatunk ciklikus (azaz x,=x)
m a szamtani 'kéizéppel becsiilhetd, mig o becslésére az in. széria korrelacios egytitt-:
hatét kapjuk. Ezek az egyszer(isitések azonban nem mindig megengedhet8k,! gon-.

doljunk csak arra, hogy ¢—1 esetén m legjobb becslése x—lj—xl lesz, amint azt.

alabb latni fogjuk. ; T
Az (1.3) sfirfiségfiiggvény alakjabol leolvashaté a paraméterekhez tartozé-

. r—1 n—1 n .
- elégséges statisztikarendszer VX +X,, > x;, X3 +x5, 2x7, 2 XXioq(-
’ 2 2 2

2.8§. Az egyes paraméterékre vonatkozé becslések s azok eloszlé’lsai»

‘. 1. Abban az esetben, amikor egyetleh‘ ismeretlen_paraméterﬁnk van, a kévet-
kezd becsléseket kapjuk.

t A folyamatok statisztikdjaval foglalkozé irodalomBan azonban igen gyakran lehet taldl--
kozni ilyen egyszeriisitésekkel (Jisd pl. T. W. ANDERsON. [1] cikkét s az ott szerepld irodalmat) s.
ezért szilkséges a jelen dolgozattal valé kapcsolatuk megmutatasa. - ,



" mennyiség szorasnégyzete aszimptotikusan (1 — g?)-el lesz egyenld.
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Legyen m ismeretlen, akkor m maximum hkehhood becslése (vO. az 1. rész
(2. 6) osszefiiggésével)
xi+xn+(1—e);’xi
@D » =T (- 9-2)

. , » i 1 -+ 0 ' .
lesz, ahol m Gauss-eloszlas [m, agl/ T =2 (= Q)] parameterekkel. Legyen

m=0, akkor ¢} maximum likelihood becslése

1 n
(2.2) ' : 6'2 = —‘(1——2‘{(1 —@%)x% + Z (i — Qxi—-1)2}
lesz. A 6% becslés y* eloszlasu valtozd ¢? varhatd értékkel ¢s
' , o 2riae ) 2 [, 20%ia B
N ]

ki karakterisztikus fuggvennyel
ala 1iegyen ismét m=0, o',: (vagy of) ismert és o ismeretlen. A maximum likelihood

becsléshez harmadfokl egyenlet megoldasara van sziikség, viszont a feltételes valo-
szinfiségeloszlas alapjan (1.9)-bdl a

jxiqu
~ )
ey 0=

becslést kapjuk
Az ergod-tetel alapjan

Q.5 n’lT "151, £ (i)~ o: |

négyzetes kozépben és 1 valésziniiséggel, mig a

A2.6) Z ¢@ea— H-e Z &6 = 25(1—1)(50) e(—1) = 25(1—1)5(1)
Viltozs szérisnégyzete (n—1) (1?0} = (n—1)of. Tnnen adédik, hogy a

I ;’é(z)é(z—l) 0T 0
Vn=1@-09 =Vn-1 - -

S o0
Foei-n-oZ e0)
= n-1 E2(j)" - .]/n——l

12 n—1
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A ¢ becslés aszimptotikusan normalis eloszlasti minden fix ¢ értékre, ez kovet-
kezik pl. VOLKONSZKIJ és ROZANOV [13] eredményeibdl, azonban az aszimptotikusan
egyenletes normalitas csak a —1+¢e<g<1—¢g (ahol £=0 tetszSleges) intervallum-
ban 4ll fenn. Ebbdl kovetkezik, hogy konfidencia intervallumok (alsé és fels§ becs-
1ések) o-ra csak a (—1, 1) intervallum belsejében szerkeszthet8k. ¢ becslésének
problémajaval foglalkozik Linnik [7] cikkében.

2. Két ismeretlen parameter esetén csak azt az esetet emhtjiik meg, amikor
az ismeretlen parameterek m €s ¢. Azzal az esettel, amikor ¢ =1 LUVSZANCEREN
foglalkozott [8] [9] és megmutatta, hogy m és ¢ maximum likelihood becslései
—co<m=<e &8 —1<g<1 intervallumban egyenletesen aszimptotikusan normélis

eloszlasfiak
V 1+o 0
2+(n—-2)(1—0)

0 .l
Vin—1(1+¢%)

kovariancia matrixszal. Bizonyitdsa azon alapul, hogy az R és R(® mennyiségek
a megfelel§ intervallumban egyenletesen asmmptoukusan normahs eloszlastak.
Abban az esetben azonban, ha g7 =1 (és ez felel meg inkabb a fizikai valésagnak
€s egyben az idSben folytonos esetnek is) az aszimptotikusan egyenletes normalitds
a becslések eloszlasdra mar nem all fenn a kérdéses — oo <m=< oo, —1 <p <1 inter-

~ vallumban. (Lasd majd az 5. §-ban). Megemlitjiik még, hogy egy sziikebb inter-

vallumban — oo <m-~<o, —1 4¢< g <1—¢gaz aszimptotikusan egyenletes normalitas
fennallasa kovetkezik altalanos eredményekbd] (ldsd pl. VOLKONSZKII—ROZANOV
[13]).

A o7 =1 és 67 =1 megkotések esetén adédé kiilonbség érzékelhets a (1. 7) és
{1. 8) Osszefiiggések megfelel§ szdrasainak Osszehasonlitasabdl is.

3.§. A likelihood fiiggvény derivéltjaihak egyiittes eloszlasa

. A maximum likelihood becslések a321mptot1kus viselkedésének vizsgalatdhoz
ls§ 1épésként megnézzitk az R, R, R(Y valtozdk egyiittes eloszlasdnak viselke-
dését n—oo esetén, Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: :

R ~(2) R? ~3) RY
’ n T Ty n T T 3)°
DR DRY DR

RO
"",,
Igaz a kovetkez§

3. 1. TETEL: A=z 1~2(l) 13(2) R® valbszintiségivdltozdk f,(t,, t,, ts) karakterisztikus

Sfiiggvénye n— o esetén aty, t2 , t3 vdltozok bdrmely veges intervallumdban egyenletesen
konvergal a (0,0, 0) vdrhaté értékii és-

1 0 0
0 1 —p

' 2
O ~efira b

. 3 III. Osztdly Kozleményei XIV/2
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. izt iiocovényéhez. A konvergencia
S, Al lds karakterisztikus fuggven;tfe , i
korrellaczos.matrwcg nr1w<r;laoaltg :lggzé e o<1 tartomdnyban, ahol K tetszé-
egyenletes a — = 4 - ,

t . p .7 r r
legesle"izxmﬁ)t;?gsfuzsz (1. 3) matrix alakjabol és az (1. 5), (

R R®, R iszti tiggvénye
juk, hogy R®; RY, R® karakterisztikus fiiggvenye

6.1 filttasty) =Mexp (iR

1 . . '—.1 ) . ’
; . (X—m)R, (X—m)*+
. = cnf...fexp{ 20_2(1—92)‘( m) '

~ ad . ~(3 Ly .
+it, RO it RSP +its RE )} dxy .oodXn =

~ . ~ 3
W i, R +its R} =

alaky, ahol net

6.2 ¢ =@n) Zoi"1-0) *
B 4 b0 0.+ O
b a b 0. - 0
’ l » ) ()rb a b PR 01
(3.3) 4, = )
‘ ' 0 a b
0 b 4
B ”1=m[ Vo V=Dl +e?) |
RS {(HQZ)(I Viﬁ]fr -1+
@4 . PEEACS ‘[9[1‘* m]J“ Ya—1D(1+e%)
A*=\' P T afroRre-20-al
’l(l—Q)C o . '
¢

1. 7) kifejezésekbdl azt kap- ‘

. S .
il -1 YA,,Y*—YA*]}dy ey
= ¢, eXp {— it;_‘/";——kltag‘/ﬁ?} ‘/"Tfe%p{ 5 [ 1 _
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‘Valasszuk meg a d; (i=1, 2, vy 1) szérnoka;c gy, hogy kielégitsék a kovetkezd
egyenletrendszert

c.
a1d1-l—ba’2 = 5
bds+ ady + bd, = (l—g)—;—
(3.5) o
bd,_y+ad,_,+bd,_; = 1-05

bd, - = £,
n-1Ta1d, 5
Az y; = z;—d; leképezéssel YA,Y*—YA* a kovetkez§ alakba megy at:

‘ zy—d,
3. 6) (zy—dy, ey 2,—d) A, -D,,

ahol |
G.7)  Dy=aidi+a(ds+..+d)+ad +2bdido+ ...+ dy_ydy) =

—0)e -1
= 5 @+d)+ 02005y,
2 3 2

A (3.5) egyenletrendszer 4ltalanos megoldasa

(3.98) . 4= d+91>ui1_—}02ui2, i=1,...,n),
ahol ‘ ' o
1—-9)c
3.9 _(-e¢
3-9) d 2(a+2b)’
€S Uy, U, a ‘

5u2+au+b ~ 0

egyenlet gyokei. 0; és 0, meghatarozdsa a (3.5) egyenletrendszer elsd és ﬁtoléé
egyenlete segitségével torténik: : :

aruz+bus~ t_ (aruz + bug)
(@yus + bus) (ay s + bus™ ") — (ayuz + bud) (ay vy + bl 1)

6, = [g-d<a1+b))
(3. 10) “

‘ . ‘ 2 n n—1y
92 =[§—d(a1+b)J agiy +bu1—(a1u1+bu1 )

(@yug+ bus) (ay vy +buly ™Yy — (ayus + bud) (ay ot + bt~ Y)

3*
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Ujabb helyettesitéssel, legyen most z;—d; = x; a (3. 1) karakterisztikus fiiggvény
a kovetkezd alaku lesz:

3.1 fults, ta, 13) = CneXP{"ltz‘/ +lt3Q‘/1+Q —‘}
-/:._./exp {—%XA,,X*} dxy...dx,.

Mivel (lasd pl. CRAMER [5] 136 0.)

/ f exp {—% XAHX*} oo, = QT2 | 4,112,
és igy

QG. 12) f,.(tptz,ts) = @2n)"2 ¢, |4, |—1/2exp{—zt2 |/ +1t301/1+ 5+ }

3. 3)- -bél 14thatd, hogy
6.13) 4] = arl A2~ 2621 s 45 sl

‘:ahol lfi,,l a kovetkezd differenciaegyenletnek tesz eleget:
(G-19 - 14u] = a|Ap-s] = b A2,
Ily médon konnyi megmutatni, hogy.

(3.15) | Ap| = g 1 + 0203,
ahol vy,v, @ ' ' vzk—av+b2 — 6
egyenlet gyokei, mig az _
|d;]1=a, |A2|=a?—b*

feltételekbdl adbdik, hogy
‘i vy » U2

(.16) - “= vy — 0y BT =y

A . 15) és (3 13) kifejezésekbe behelyettes1tve kapjuk az alabbi ket osszefuggest

u+1 n+1

. to vy —U2 .

(3. 17) | 4a) = T oi—vy
1

(3.18) |l = ——

. v’{_ 3 (a1 Uy — b2)2 [1 _ (l’_i]"—s (01 Uy —sz)Z] .
- SV — s vy (a;v,—b?)?

W (@oy b)Y — 03 (@2 —bY)] =
vy : .
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A szamitasok egyszerfisitésére legyen

FP(t1, t2, t3) = exp {%},

1 . n—-1
2y ~% -n 2, ~—5— , n . n—1
FPty, t2,13) = |4, 205 "(1—0°) 2 exp{—ztzl/§+zt3gl/ 1—4—_9_2}

és vizsgaljuk meg kiilén mindkét fliggvény aszimptotikus viselkedését. A tovabbiak-
ban az M;, M; konstansok a 1, t;,_ , t3 valtozok tetszdleges véges Ty X T, X T

1ntervallumaban és a o€(—1,1), o} 6(0 K] tartomanyban egyenletesen korlatos
mennyiségeket jelolnek. v

(3. 4) alapjan

1 o 2it 4it 0
= |1 +0¥)|1-22 S L S
ag(l—gz) [( +Q)[ ‘Vzn]+ V(in—1)(1+0?) *

2ty 412
- Z)V{l Vzn] (n—»1)<1+92)]’

1 2it, 4it, 0
=——— |+ |1 -2 |+ —P— -
a?(l—ezy[( e )( Vsz+ VoD (+0)

) ZV 2it, 4¢%
—(1-¢) ( Vzn] (n—1)<1+Q2)]

(3. 19) vy

: ‘Elegendc’)’en nagy n esetén

. _2 B
(- 2] oo e 30,

. V2n V2n n
és - -
. 2 ; 1/2 2
[1+ 413 [1 4”;2 +% -»-"=1+_2t++_ﬂ_{{_?_’
(=11 +0?» Von  n (m—1D(1+0>) n¥?
ezért (3. 19) a kovetkezd alakba irhaté: ' _ |
‘7 ) . . 2(1 _ n2
Uy = —3 ! 3 - 2& + %—-2”39 + 51— % +£2‘],
. os(1—-¢) Voan  Va—D(+e%)  (—D(+e») n*?
- (3.19) ' _ : '
' B 1. [ - 2it, 2tz 3(1—g?) Mz]
v, = —5 5—{1— — . +—=1.
o5 (13" Voan  Vo-D(1+¢®) (-D(A+e>)

2 3 R
Alog(l+x) = x—%—i—@% (ahol 6] <1 ha le<12~’)‘ sorfejtés segitségével (3. 197}
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alapjan ahol : . .
mst N 20it . - Al 0y
R R exp{_ n [_ LA W— gt ) = 1T (=0 | — +
2 Vo V=1 1+ e?) 5 —d(@;+b)
B1-0) 40ty t5 +_1_[&+ 40%13 ]+M§]} .
m—1)(1+¢) V2n(r-1(1+e) 2 (m—1(1+¢?)) n¥* [1+u 0= (1 gyuzm+? ! ug_z] -
: : . 1— :
¢ ily médon | | | L e+
S L =t n—1_ . 1/n-1 #(1-0) 5d
T sr D g 2 {it ———ity0 _3 + Ily médon _
(3. 20) y1 oi (1 Q)A exp (2 e e T it o) 6.2 D, —_—_ﬁ[ ] 7 (1 M1] 2it, .
L 2ebts Bl QZzg}(H% Vn 2+(1-0)(n—2) Vo) V-1 (1+¢?)
e ) ) 4
e ) . ‘En ty, 12, 13).
| n—1 | 2 . .6§(1+Q)g(1 25 13)
Kénnyli kiszamolni, hogy : - ~ Mivel u; és u, eleget tesznek a
’ 2it, o 2it, 0 My ' .
avi—b% = [( ] +2t3{1 ) |, .,
t ox;(l—@) Von ) Ve—1)(1+¢®) n C (.29 Uy =—1’b3, Uy =—’;—1, u =1, |wl=1, |ul=1
3.21 R -1 1— 2lt2+M5 IR - '
(3.21) 1 o-§ V2n  n " Ssszefiiggéseknek, azért egyszeril megmutatni, hogy
: 1 M, _
01(01—02)1’2:m[1+f:] T . 1 [{1 2”2] +2it [1 Zitz] 0 L M2
: | } T b ia-o) Uy TR yalVem D+ e
212 1 M : '
= TR . | 11 M
. , si—e (3.25) ayu+b=——— 23
(3.21), (3.20) és (3.18) alapjan nyerjik az ) - , _ b o: (1__Q Y n .
, 1 Bn-1 4 20t,t Ms] ; i
(2) - i o2 33 2°3 — — 4
I (fu f2,13) = €Xp |—if, w2 a2 + ——n———z— [H' Vn ; » | ay +b?z =4 =0 = O_g—.n,
G.22) | V25 ) S : |
B Osszefiiggést. : b 2 %
Az fO(t,, t,, t,) fiiggvény aszimptotikus v1selkedese a kovetkezokeppen vizs- ay+buy = a;—v, S o 1 V—
galhaté. (3.7)—(3. 10) alapjan ' ) ~ ) . .
| ) " " 1—0)c } ‘ Uy MG
ol v P P ) B (e PP 1 i) ol i ‘
N \ | +91u1——1j——+02u2 T—u, |~ 4(a+2b)[2+(n' 20 -ol+ = - b= m(—gﬁ-ﬁ], ahol M7%0 ha ¢=0.
v,;; i 2 N
‘ ‘5; 4( _|_2b)[“+2b (1= )@ +b)-g(t1, 12, 1), Jelolje az egyenletesen korlatos 1/6#(1—@2)(b?—v,a;) mennyiséget Mg és
g ,
| i . i
||
pe ~ N
|
10
A .
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not(1— @*)(b* —v,a,) mennyiséget 1173, akkor
‘ ’ aytuy+b)— (ay + buy)uz P
(326) ( 1“2 ) ( 1_2 2 —
@+ bu) @4y +B) — 25 (@ + buuy) @y g +)
. uz

sl o)

n 2 =
»=0'§ = Xj I =G§‘M11,
1——-—5—-1-‘4?9——1 =3, Ms
Vn non

ahol )

u n—1 _ . .

Bl 2 Me=1, |uy~t-D=Mpo=1,
. uz . ‘
Ugyanigy v 2

‘) . ay+buy —‘(a:it;+b)u1 . =6} My,
(ay +buy)(aguy +b)-— 5 (ay +buy)(ayuy +b)
) C Uz

ami az ‘

) = Mz =1, v,

. 1 My
—, ag(l—gz) [1+ Vﬁ]

osszefuggesekbol adodlk Az u1 és u,-re vonatkozd (3 24) osszefuggesekbo’l azt ’

kapjuk hogy az

n—2

1
T+ui™ +(l~g)u1$ B
3.27 LI = My
3.27) 1+ - 2+(m—-2)(1-0) 13>
| 1 1 -2
1+us " V41— e)u;" 2 1=
1 1—u, =A_46
T+o 2+m-2(1-0) '

mennylsegek egyenletesen korlatosak. Ily médon a (3.27), (3. 26) és (3. 23) Ossze~-
fiiggések alap]an

; M,
D,=—13 [1+——)

(3728) ‘ 7 |

M1 211’3 — — —

-3 (1+ =3 [ M5 My + Mie-Mid],

17] ¥( ---1)(1+92) .

és végiil ;
D 1 My
(1) . _ “nl _

(3.29) fol (1, t%, t3) — exp{2} exp{ 2} (1 + 7 ]
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A (3.12), (3.22) és (3.29) osszefiiggésekbsl R(l) R(Z) R(3) karaktensztlkus fiigg~
vényére az

(3. 30) St 12, 1) =130 (1, b, 1) S (b, 1 1) =
) 2 .

—exp{—t——ﬁ—t3+——__2gt2t3— 1+A[-

2 2 V2(1+¢?) Vn

kifejezést kapjuk. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy f,(¢;, ¢,, f3), ha n—>o a para-
méterek tetszéleges véges Ty X T, X T tartoméinyaban a normaélis eloszlas karak-
terisztikus fiiggvényéhez tart, mégpedig a —c<m=<oo, —l<p<1, 0<gi=K<co
tartomanyban egyenletesen. Ezzel a 3.1 tételt beb1zony1tottuk A megfelelo for-
mulak atalakitasaval meghatarozhaté a konvergencia gyorsasiga is.

4.§. A maximum likelihood becslések aszimptotikus eloszlasa

A 3.1 tétel alapjén most mar megvizsgalhatjuk az
4.1 - RV =0, RP=0, RP=0

egyenletek megoldasabdl ad6dé maximum likelihood becslések asz1mptot1kus visel-
kedését. Eloszlasok konvergencidjan tovibbra is a gyenge konvergenciit értjik.
(lésd GNYEGYENKO— KOLMOGOROV [6]). Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

4.1, TETEL: A (4. 1) egyenletrendszernek n- oo esetén 1-hez tartdé valdszinii~
séggel van olyan m(&y, ..., &), 63(&y, ..., &), 0(&y, ..., &) megolddsa, hogy az

h_my|[2EO=D0=0 e ZL‘/Z s Vm=D(A+e?)
m)V (1+Q) , (O'g,n oz) 5 (0n .Q) I—o%

vdltozok egyiittes eloszldsa n— oo esetén tart az R(l) R(Z) R(3) vdltozék hatdrelosz-
lasahoz mégpedig avalodiparaméter értékek — o <m < oo, 0 <0i=k<eo,—1<g<1
tartomanyaban egyenletesen.

Bizonyitds. A (4. 1) egyenletrendszer helyett tekintsiik a Vele ckvivalens
S LY =1+ R =0
4.2) | [P =2(1—0)etR? =0
LY = (1-0)eRY =0

egyenletrendszert (4.2) baloldalai m, 6%, g-ban polinomok, ezért Taylor-sorba fejtve
Bket az my, 0, 0o valodi értékek koriil a kovetkezd egyenletrendszerre jutunk:

6L(1) 6L$,1) N
L( (mo, 63, 00) + (m —mg) +— (e—0o)+ ... =0
i mD’aa’QU '"0:‘7%,90
@) ﬁL(z) ' ’
(4 3) L (mO: UO) QO)+ (m—m0)+ ees ’ =0
mOsC’%.’Qo ) -
' aL<3> ;
Le )(Wlo,O’o, 00) +  (m—mg)+ .. =0,
my, 68,00 .
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A @3 egyenletre,ﬁdszerben sz_@re’plé’ derivaltak kiszamitasa nem okoz nehézséggt,
-azonban a pontos képletek kifrasat mellSzziik. Az

,_n;l _'XV ag(l'+eo)
S M = XY S =) (1 — o)

2 2 21/ 2
gg — 00 = Y00 n’

1—03

R (TR (e

. 'helyettesitéssel és (4.3)-ban az elsG egyenletnek a ooV 1+ 0, V2+(m—2)(1—00)

‘mennyiséggel, a masodiknak az (1 —‘Qé)ogf’m mennyiséggel, mig a harmadiknak
a (1—g2)o3 V(n—1) (1 +02) mennyiséggel vald osztisaval a kovetkezd egyenlet-
tendszerre jutunk: :

- oLt 1
L - + o=
R X o o2 (=D —gg)
. aL®? 1
4.4 RP4y—2-| ——+... =0
S ¥ 60? On(l—Qg)
. ‘. 0L(3) 1
Q) m .. =0.
Rt @D+

Konnyi megmutatni, hogy
oLy 1

. =1,
om |o 24+ (n—2)(1—go)

ad| 1
oos 0.n(1——Q3) a

g > 1
0 o oa(n—1)(1+¢d) ’

ahol a konvergencia valészinfiségben értend6 és egyenletes'a — oo <my < oo,”O < a’% =
=K<, —1<g,<1 tartomanyban. A (4. 4) egyen}etrendszerben szereplcl) @ovabbl
tagok nulldhoz tartanak valdsziniiségben, mégpedig egyenletesen a valodl.,para-
méterértékek fenti tartoméanyaban. Elég nagy n értékekre, a 3.1 tétel alapjan, az

IRO| és | ﬁgj)| /IRD| (G, j= 1, 3) mennyiségek valésziniiségben korlatosak, egyenlete-

FOLYTONOS ALLAPOTU MARKOV-FOLYAMATOK STATISZTIKAI VIZSGALATAROL, II 153

sen ugyanabban a tartomanyban. Ezért az

. 1 —&+... = 0
4.5 : l—g,+...=0
) 1 —33 'I‘ ree — O
egyenletrendszernek, ahol
x ¥ z

8 = =, £ = =, &3 = —riv
RO’ D D

elég nagy n-re 1-hez tetszdleges kozeli valésziniiséggel van olyan &, e§, ¢§’ meg-
oldasa, mely 1—0 és 146 kozé esik (ahol 6=0 tetszbleges) a .— co<my~< oo,
0<03=K, —1<gy<1 tartomanyban egyenletesen. Ebb8l kovetkezik, hogy az

X, =eP-R®, y,=eW.RD, z= & R

véaltoz6k hatdreloszldsa n— <o esetén megegyezik az R(, R®, R® valtozok hatar-
eloszldsaval, mivel &M=1 (i=1,2,3) ha n—c egyenletesen a — co<my=< oo,

 0=02=K<o, —1<g,=<1 tartomanyban.

Ezzel a 4.1 tételt bebizonyitottuk.

2+ (m—2)(1-00)
03(1—_Qo),

a2 1 ]/n
ynz(o'n—o%)T DY)
0%

- CEDETT

. AZ‘ ) Xn = (’;-ln—mo)

Zy = An—"

(¢ @o) =g
dsszefiiggésekb6l lathatd, hogy g, és 62 becslések egyenletesen kdnzisztensek,- mig
az m, becslésre ez nem all fenn. @ '

A 4.1 tétel segitségével, valamint CRAMER ismert tétele ([51 281 o.) alapjan az
m, 6%, ¢ paraméterekre megfelel§ konfidencia tartomdnyok szerkeszthetSk.

5.§. Az idGben folytonos folyamatra vonatkoz6 eredmények diszkrét megfelel6i

Az el§bbiekben mar szerepelt, hogy az id6ben folytonos esetnek az felel meg,
amikor az ismeretlen paramétereknek az m, o, ¢ paramétereket tekintjiik. Ekkor
n— oo esetén nem lesz igaz a HY (lasd (1. 6)) mennyiségek aszimptotikusan egyen-
letes normalitdsa. Igaz lesz viszont a H{) mennyiségekre is 3. 1 tétel megfelelSje -
s a 4.1 tétel megfelelGje, ha ¥ = (1 — p?)n— . :

5. 1. TETEL: % ~ o esetén a H§P=H,§">/DH§P (i=1, 2, 3) valoszintiségi vdltozdk

100
eloszldsa tart a (0, 0,0; 010 ) paraméterii normdlis eloszldshoz.,
001
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Bizonyitds. A bizonyitds pontosan ugyanugy torténik, mint a 3. §-b.:m. A(3.19
képletben szereplS v, és v, mennyiségek azonban a kovetkez§ alakiak lesznek:

_ 1 o[ 2its } ity 20/1— 07
6.1 vy =27 a +’92)[1 a0 + Vn——_f +
. 2it, Y digty [1 2 ]+ 4(1—0*)13 }1/2]’
e —QZ){[I B V2<n—1)] G-Da-0) | R2a-h) a-1

2it, ]+ its20V1— o2

‘——1—[(1+ 2)[1~ :
2= g ¢ 2e-1) Va1

' 2it 2 4iot, ’ 2it, 4(1— )2 )12

—(1—)|1- 2| ——————|1- + P
- V2(m-1) n—1(1—¢? V2(m—-1) n—1

(5. 1)-bél lathaté (3. 20) alapjan, hogy aszimptotikusan normalis eloszlas csak » — oo

esetén all fenn. . ‘ ’
% — oo esetén a maximum likelihood becslésekkel ekvivalens becsléseket kapunk,

ha a kovetkezd becsléseket tekintjiik

L1z A PEIA
= 280, 6= A=)

5.2) L
0= g & 1tnGE=1, e
ahol _ ;
I 1 % 2
63 () = E@y=m, Se = 3 (0.

Egyszerii szamitasok mutatjak, hogy

2 ‘ 2
~ 2 A _ O¢ 2@ O¢ (l]
Mm = m, Dm———n+———1__g—n fon,

3

1 L 1-02 (1}
.9 M(é—e)=9[5], D¢ = nQ +o[;).,

o 1 O 2(1—g2)? 1
. M(&{Z"—G?) —_ 0[;], DZU'? — ._(.;l_g_)__.o-g.i_o[;]_

Az el8bbibez hasonlé médon bizonyithato az

5.2, TETEL: % oo esetén az

~

n 2 2
m~m, Go;~0;, Q0~@
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- becslések aszimptotikusan effektivek és az

~ A2 2 A~
m—m 0; — 0y e—e

(.9 2 22 2 2

]/-1+e i . l/z(l—em Vl—@.
l—¢ n n _ n
» . |1 0 0]y
hdnyadosok eloszldsa tart a 0,0,0,(0 1 0 ) normdlis eloszldshoz.
001

Egyszeriibben bizonyithaté a koévetkezd
5.3. TETEL: n—cc esetén az (5.2)-b6l adéds
6% ~o?
becslés aszimptotikusan effektiv és a
» : A2 2
0y — 0y

21/ 2
ot ;l-

hdnyados eloszldsa a (0. 1) paraméterii normdlis eloszldshoz tart.
Bizonyitds. Mint mar a 2.§-ban lattuk (2.3), a

6 z,,'=—]/%Jr;i?]/%{(l—eﬁ(f(l)—m)%

G.6)

+ Z[EO-m—o(ca-D-m}

valtozé karakterisztikus fiiggvénye a kovetkezd alakt lesz:

- ) o
V2n ¥V 2)

"~ Ebbdl azonnal adddik, hogy {, aszimpfotikusan normalis eloszlasli, ha n-» oo,

Mésrés)zt 0o, m—m valoszinliségben és igy CRAMER ismert tétele alapjan ([5]
28l.0.)a . : TN co

a=-)rem) Ha-men - L) 2 Sro-a-
; AN A : . : D) ;2 2 —m)2 1) — ~\2
—(&G—- 1)—-m)e]2} = —-V—E E V% 1-e )S¢+(6@ ) +(E(1) - ) |

i -
2 20’;2 I/Zn-cr;2

valtozd hatéreloszlésa”’inegegy_ezik {, hatéreloszlasaval n - o esetén. A (¥ =0 egyen-

tétel allit4sa.

let megoldasa adja a G becslést, egy O(1/Vn)-s tagtél eltekintve, amibGl adédik a
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Az el3z8 dolgozatban [2] szerepld 3.3 és 3.4 tételek érvényesek maradnak
a diszkrét esetben is, ha ismeretleneknek az m, o, ¢ paramétereket tekintjiik. Ehhez
azt kell bizonyitani, hogy a diszkrét stacionarius Gauss— Markov-folyamat trajek-
téridinak folytonos funkcionaljai valészinfiségben konvergalnak a megfelel§ idSben
folytonos folyamat funkcionaljaihoz, mégpedig a paraméterekben egyenletesen.

Legyen &,(f) (0=t=T) a {(?) folyamathoz tartozé véletlen tdrtvonal, azaz

5.8 & (1) = é(%}ﬂc—'} [t—%] [f [k:_l T) =< [k—nTH
ha - ~

KT _,_ k1
n . n

[IA
[IA

T, k=0,1,...,n—=1

Igaz a kovetkezd lemma

5.1. LemMa. A E(2) staciondrius Gauss— Markov-folyamatra a —o<m=<eoo,

0<A=Al, (és 2A6% =0} dllandd) tartomdnyban egyenletesen teljesiil a \
|

_ 2073+07+Ad”

(5.9) - P{ sup IE()—L()]=¢}

[t — 7] <
egyenlitienség. ‘ ‘
Bizonyitds. A [2] dolgozat (1. 1) dsszefiiggése
o, . ,
()& =—2 [ e ds+ [ di(s)
e R K
alapjan

(5.10) M{ltlfg}i}.6[25(1/),—f(t’/)lz}§2M{itI§1t}%)<'a’1:/. 5(S)ds|2}+‘;

fao)=

P

+2M {“’sub

[t/ =t <8

t’; . ;‘ . v
=25 [ M) ds+207 -6 0728 +207 5.
s ,

(5. 10)-b81 (5. 9) a Csebisev egyenlStlenség alapjan ad6dik. A 4 — oo esetet kiilon
kellene vizsgalni, azonban ebben az esetben mint a [2] dolgozat eredményei mutat-
jak konfidencia intervallumok szerkeszthetSk s igy ez az eset nem érdekel benniinket.

‘Az 5.1 lemma biztositja, hogy teljesiilnek MARUYAMA [10] dolgozatdban sze- .

repl8 tétel feltételei, azaz igaz a kovetkezd : ,

. 5.4, TerEL: Legyen &(1) “staciondrius Gauss— Markov-folyamat és é‘,,(t) a meg-
felels (5.8) véletlen tértvonal, legyenek tovdbbd az f(f), g(f) folytonos fiiggvények -

63y 2=t jg(kT],

(0=t=T) olyanok, hogy f(0)<£&(0)<g(0) akkor )
.11 Iim P{f()=¢,()=g®),0=t=T} =P{f(t) =E(D=g(), 0= t=T}

n—roo

egyenletesen a — oo <m<-co, 0<A=A, tartomdnyban. -

.

FOLYTONOS ALLAPOTU MARKOV-FOLYAMATOK STATISZTIKAI VIZSGALATAROL, IT 157

Az 5. 4 tétel kozvetlen kovetkezménye a kovetkezd 4llitas

COR‘OLL,A%HUM: Ha i_z(é(t)) és h((n)) (0=t=T) folytonos funkciondlok, ahol
£(2) staciondrius Gauss— Markov-folyamat, és ¢ >0 tetszéleges olyan szdm, amelyre:

(5.12) P{h(E@) <m =< h(¢ (i))} ~ 1,

akkor tetszéleges e, >0-hoz taldlhatd csak e-t6l és e, -t6l fiiggd olyann (a — o <m < oo,
0<A=A, tartomdnyban egyenletesen), hogy

(5.13) P{h(&,(0) = m < h(& @)} >1—s—s,.

(5.13) éppen azt jelenti az el6z8 dolgozat 3. 3 tételével egybevetve, hogy diszkrét
esetben sem szerkeszthetd ‘m-re véges konfidenciaintervallum.

, 6.§. A megfigyelési pontok siiritésének kérdése

-~

. N r . . . } ”_1
‘Mint a 2. §-ban lattuk m maximum likelihood becslése a &(1)+ &(n) &s S E(i)-
2

statisztikak sﬁlyozott szamtani kSzepe. Ennek alapjan varhato, hogy a [0, T] inter-.
vallumban megfigyelt £(r) folyamat kozépértékét a

61 R )

n+1 k=0 n

Osszeggel becsiilve talalhaté olyan n érték, melyre 7, szérisa minimalis lesz. Bz:

- pedig azt jelenti, hogy a beosztas stiritését nem érdemes minden hataron tul névelni..

Hogy ez valoban igy van, azt szemléletesen a kdvetkez&képpen lehet belatni, legyen

T=1,63=1 és m becslésére szolgaljon egyrészt my = @—;6& masrészt.

m, = f ¢(f)dr. Konnyen belathaté (lasd pl. az €l6z6 [2] dolgozat (2. 15) képletét),.
0 N . -
hogy o ’

p=A
©.2) D2m, = 1T€

_ Ate -1
ar Y R

13

20 .
D?*m,

és innen lfénny.en adé.dik, hogy 0 <A<2 esetén D2m1<D2m~2,’ mig A=>2 esetén
D?m, <D~m’1; Ez p?dlg azt jelenti, hogy a fenti feltételek esetén (7=1, oz=1)a
1&A:<2) tartomanyban jobb az m; becslés, mint az m, (egyenléség a 4 =2 csetben 4ll
enn). : ' " o

Hasonlé moédon vethet§ fel a folyamat szérésa becslésének a kérdése. Tegyiik
fel, hogy m=0 és a sz6rasnégyzetet az : C '

l’l+1 k=0 T

mennyiséggel becsiiljiik. Kérdés, milyen n érték esetén lesz minimalis szérasa?



o

et

_.fsszehasonlitasival -a kovetkezd egyenlGtlenséget adja T-re
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Tsmét vizsgaljuk meg a T'=1, 67 =1 feltevés esetén az

£2(0)+¢2(1)

1
e s?=/52(t)dz
0

becslések szérasanak viszonyat. Konnyil belatni, hogy

6.9

§2 =

. 1
6. 5) D253 = o*(1 +e~2) = ¢* (1 te ]

4 Lo
D2s? — %(65214_21_1) = 40.3.{e "2+?——1).

Ismét egyszen’i szamolassal adodik, hogy D?s? <D2s?2 a 0 <i<1 tartomany-
‘ban (vagy a ¢>=>7% tartomdnyban). Itt azonban nehézséget jelent hogy ¢* maga
.az ismeretlen paraméter, tovabba, hogy az s7 és s? viltozok mar nem normalis elosz-
lastak, ezért a fenti becslések, csak kozehteskent hasznalhatok.

Annak eldontése, hogy adott 4 esetén milyen hosszisagn intervallumon jobb az

T, = L0+
. ' 2
“becslés, mint az

T
6(0)+§(7)+6(T)
. mZ = 3
“becslés, a megfelel§ szorasok

a? ,
D77, = S (1+e-37)

-, A
D?m, = %—[l-i—%-e‘”-}-'—ge—lT/ZJ

AT

6. 6) 3+5e-*T=8e 2,

Altalaban legyen a &(f) folyamat R(r) korrelaciés fuggvenye kétszer dzﬂ'erenmalhato
£s masodik derivaltja legyen korlatos (0, T)-ben, akkor igaz a kovetkezd tétel (Sz J
“VILENKIN [12]):

6. 1 TETEL: Ha a {(0) folyamat R(7) korreldciés fiiggvénye eleget tesz még a

T
/R(r) [1—3;-]'61»0 -
0

" felte’telnek, akkor az (6.1) becslések koziill van olyan (véges n-re), mely minimdlis

Szordsil.
Hasonld feltételek keresése a sz6rés becsleselre szmten kivanatos lenne.
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