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FOLYTONOS ALLAPOTU MARKOV-FOLYAMATOK
STATISZTIKAI VIZSGALATAROL, 1V.

irta: ARATO MATYAS

Bevezetés

Ebben a dolgozatban azoknak az eredményeknek az ismertetésére keriil sor,
melyek az n-dimenzidés — idében diszkrét — stacionarius, Gauss— Markov-folyama-
tok paramétereinek becslésével s azok eloszlasaival kapcsolatosak. A kézikonyvek-
ben (v6. pl. GRENANDER— ROSENBLATT [8]) az 4 matrix (lasd alabb az (1. 2) 8ssze-
fiiggest) sajatértékeire tett kikotésckkel torténnek a paraméterbecslések és azok
eloszlasainak meghatarozdsa. Ez bizonyos el@ismeretet kiovetel meg a folyamatrdl .
.magarol s els@sorban az ismeretlen 4 matrixrél, a gyakorlatban azonban ez a leg-
tobbszor hidnyzik. A dolgozatban egy olyan lehetséges targyalasi modot mutatok
be, melynek segitségével az altalanos feladat bizonyos specialis esetei konnyen vissza-
vezethet8k az egydimenzids valds és komplex esetre (egyszeres sajatértékek esetén),
masrészt az altalanos feladat megoldasa is kénnyebben kezelhet8vé valik. Az 4
matrix (vagy differencidlegyenletek esetén a Q-matrix) Jordan-féle alakban torténé
felirdsa azonban nem a probléma statisztikai, hanem el6zetes nem-sztochasztikus
vizsgalatat teszi sziikségessé. Amennyiben ez nem lehetséges, az egyes feladatok
megoldasa igen bonyolult s igen hosszi megfigyeléssorozatra van sziikség az egyes
paraméterek megbizhaté becsléséhez (emlékeztetni kell arra, hogy matrixok sajat-
értékei meghatarozasa komoly numerikus nehézségeket jelent). Megmutatom, hogy
mely paraméterek becsiilhetSk jol (azaz kevesebb megfigyelés alapjan is nagyobb
pontossiggal). Ismertetem a targyalt folyamatok elégséges statisztikaira vonatkozd
korabbi eredményeket [S] is. A tobbdimenzids stacionarius folyamatok elméletére
vonatkoz6 eredmények megtalalhaték Rozanov [11] nemrég megjelent kdnyvében,

- melyre gyakran utalds nélkiil is hivatkozom. A dolgozat alapvetS eredményei disszer-

taciomban [4] szerepeltek, azonban nyomtatisban nem jelentek meg.-

A dolgozatban sehol nem tOrténik hivatkozas konkrét gyakorlati feladatokra,
megemlitem els&sorban a hiradastechnikai és kozgazdasagi dlkalmazasok jelentSsé-
gét (L pl. QUENOUILLE [10] konyvecskéjében szerepld példakat). . '

AZ IDOBEN DISZKRET #-DIMENZIOS STACIONARIUS,
' - NORMALIS ESET :

N

1. §. Konstans egyiitthatés sztochasztikus differencial-
és differenciaegyenletrendszer

Ha a &.(r) =&} k=17 n-dimenzids reguléris folyamat stacionarius, Gauss—
Markov tipusti, akkor — éppen gy, mint az egy- és kétdimenziés esetben — kielé-
giti a kovetkez8 sztochasztikus differencidlegyenletet )

(LD dit) = Q- E()ydt+dL(1),

2%
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ahol Q= {q”}l 1—: egy négyzetes matrix,"melynek A; sajatértékeire fennall, hogy
Re <0, és ((t)={ut) )t ety n-dimenzids Wiener-folyamat; MAL(t) =0,

MAL (1) AL (1) = At - s, {SU}J L ~ pozitiv definit. A O matrix egyértelmiien meg van
hatarozva. (Lasd Doos [6 ]).

A é(ke) (e=0, k=0,
tipusd és igy k1e1eg1t1 a (Iegyen az egyszerliség kedvéért e=1)

1.2 E(kH 1) = AR+ L(k+ 1)

egyenletet, ahol {(k) egy fiiggetlen Gauss sorozat. Az 4 matrlx 0; és a O matrix
A; sajatértékei kozott a kovetkezS Osszefiiggés all fenn: g, =e*.

Az R" térben az S nemszinguldris matrix segitségével végrehajtott linearis
lekepezessel a 0 és 4 matrixok '=S50S5"1, ill. A'=84S5-! matrixokba mennek
at és a &=S¢ valdszinliségi valtozdkra vonatkozé differencial-, 111 differencia-
egyenlet

(L) , de(t) = QE@dt+di (),
illetve .
a'y - - Sk +1) = AT+ k+1)

- alaki lesz, ahol ¢'=SC(. Az S matrix megfelel6 valasztasaval elérhetd, hogy Q’ (A)
a lehet§ legegyszeriibb alakt Iegyen Altaldban egy tetsz6leges matrix nem hozhaté
diagonalis alakra, azonban az n. Jordan-f¢le alakra hozds minden matrixra elvé-
-gezhetd. » :

Az m-edrendil matrixot Jordan-fele elemi matranak nevezziik, ha

(21 0.0
c 11
10 ,1

]

- alaku. Egy. B matrixrél akkor mondjuk, hogy Jordan- -tipust, ha egy vagy tobb elemi

Jordan-féle matrixbol all, melyek a fédiagonalisa mentén helyezkednek el, mig a

matrix §sszes tobbi eleme nullaval egyenld.

Az R" tér hl s s By vektorsorozatat a B matrix A sajatértékéhez tartozo szérid-
nak nevezzilkk ha teljesul hogy h(#0, Bh;=2hy, Bh, = Jh,+hy, ..., Bh, =
= A, +h,—,. Igaz a kovetkezd tétel, mely azt mutatja, hogy tetszoleges matrix
Jordan-tipust alakra hozhat6. (Lasd pl. PONTRIAGIN [9] 34.§).

Tétel. Az R* térnek létezik olyan bazisa, mely a B matrix altal meghatarozott
leképezés egy vagy tobb széridjéhoz tartozd Osszes vektorokbdl all. Ha B valds, a
bazist alkoté széridk kivéalaszthatok tgy, hogy a valds sajatértékeknek megfelel§
széridk valésak legyenek, és a komplex sajatértékii széridk pedig paronkent komplex
konjugaltak legyenek.

A tételben enilitett koordintarendszerben a B matrixnak megfelel§ leképezés-
nek egy j matrix szerinti leképezés felel meg s ez az (j matrix mar Jordan-tipusii.

...) folyamat diszkrét stacionarius Gauss— Maikov’
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Az (1.17) és (1.2) egyenletek (elhagyva a vessz8s jelolést) a kovetkezd alakuak
lesznek a Jordan-féle alakra -hozés utin: )

dly(t) = 2&3(@)dt + &, () dt +dl, (1)
dey(t) = Aa&a(t)di+Es(0)de+diy (1)

(1. 3) : :
dé, () = A & () dr +dl ()
dfklﬂ(f) = lthu(f)dt+fk1+z(t)dt+d(:k1+1(t)
_ dé @) = L E()dt+dE (),
illetve

(k‘l'l) = 0:¢4 (k)+fz(k)+é1(k+1)

‘fkd(k_l_l) = Qlékl(k)+ck1(k+1)
(1.4 _ §k1+1(k+1) = Qz‘fk1+1(/v)+fk1+2(k)'|“Ckﬂ-1(k+1)

Ek+1) = 08,00 +L,(k+1).

Ilyen alaktl egyenletrendszar esetén az egy- és kétdimenzids esetben kapott ered-

* mények minden kiilondsebb nehézség nélkiil atvihetSk, hiszen sztochasztikus diffe-
_'renc1alegyenletrendszerunl\ valds és komplex folyamatokra vonatkozé egyenletekre

esett szét. A késSbbiekben, amikor feltételézzitk, hogy a Jordan-alakra hozis elvé-
gezhetd, csak egyetlen Jordan-féle blokkal fogunk foglalkozni.

2.§. Elégséges statisztikak
_ Kiszamitjuk a ' :
2.1 ' O+ alt—D+ . Faft—p) =L@

sztochasztikus differenciaegyenletnek élegef tev8 €(¢) staciondrius, Gauss-folyamat

egy véges realizécidjanak stirfiségfliggvényét. Feltessziik, hogy MZ(r)=0 és a 40}

folyamat fiiggetlen valdsziniiségi valtozok sorozata (természetesen normélis elosz-
last). A E(1), E(2), ..., E(N) valdszinfiségi valtozok kovariancia matrixa a staciona-
ritds miatt mindkét d1a@onahsra nézve szimmetrikus lesz és ugyanezzel a tu]ajdon-
séggal rendelkezik Ry 1-el ]elolt inverze is. A £(1), 5(2) ., E(N) valtozdk slirliség-

fuggvenye (
Peuy, ... & (X145 s Xy) = (27?)_7 IRNI“%eXp {*]7 (XN-nglXﬁ\?)}
esz. Az ‘ ) » .
Xy = X
x.p = Xp

Xpp1 T Xp+ Q% = 2,14

Xyt axy-1+ ... +qXy_p = 2y
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leképezéssel (melynek determindnsa 1) és felhasznalva azt, ho
A Sty > hogy a (£(D), ...,
valtozok fiiggetlenek a {(p+1),...,¢ (N) valtozoktol, melyek eloszgését ismeélrggl)(?

a fﬁggetlenségi feltevés szerint kapjuk, hogy

PE1), s &), G+ U ey & (K15 s Xy Zp (5 ooy Zy) =

. v .
N e 1 _ &

=(2n) 2 |R,|"*o; N-p) exp {5 [(XpRp 1X;")+% > ZLZ]}

és innen. Frh

-

Py, ..., e (%15 vy X)) =
N ,
_ TR -t (N 1 1 X )
=Qm) 2|R,|"*o; P>exp{—— KoR X)) +— S (tayx_ i+ ... tax,_ )
; 2 ] O-C P i—1 pNi—p.

A (2 1 el6é11it,é§bél az Ry' matrixot a mindkét diagonalista nézve szimmetri-
kussag felhasznaldsaval teljesen meg tudjuk hatirozni. Legyen a,=1, akkor

2 .
ap . dpay Aotz c dody 0 0..0
2 2 ) ) : .
dody Ao+ aj apgadi+aa; ... aoap_l—f—alap dodp 0...0
. 2 2 2 : )
dody dody+aidx ap+ai+a;s ...
) _’1 _ M P p—1"
(2.2) Ry Qoa, Golp—1+aa, o Da?, > al g ..
0 1 1 ! -
- - * . 2
G ) - /1Y

azaz az Ry' matrix r,; eleme a kovetkez8 alaku

0, ha [i—jl=p+1
p—]Ji—if .
s akak+|j—i|7 ha ll_Jléi)+lalj<l>]<N*p+1
2.3) =4 & ‘
! k__oakaHj—i, ha i<p,i=j

i

kz‘;akak+(i~j)a - ha j=i=p

Ezenkiviil : :
(2.4) Ry = Ry R
DUNKIN ismert tételéb6l [7], mely szerint
' log p(X, a)—log p(X; a°)

fix qo eset'e'n szitkséges €s elégséges statisztikdja a p(X, a) eloszlasseregnek, és Rt
fenti alakjabol kovetkezik a i
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2.1 TéteL: Ha a (1) staciondrius Gauss-folyamat kielégiti a (2. 1) egyenletet
4z X1, X2, -, Xy (N>p) minta '

N-p , N-p+i v L, v A
(2 Xis D XiXi—gs s 2 XiXj_ps X1HXN, XiXpHXyXyogs e XgXp+
p+1 p+1 p+1

2 2 ) 2 2
FXNXN—pt1s X1 T XN_gs s XpXp+Xyo1Xn_ptis ...,xp—l-xN_I,H]

rendszere sziikséges és elégséges statisztikdt alkot.

 TIsmeretes (lasd pl. Rozanov [1]), hogy a (2. 1) egyenletnek eleget tev folyamat
spektral sfiriségfiiggvénye e* olyan racionalis fiiggvénye, melynek szamlaldja
konstans. Kérdés, hogy altalaban a racionalis spektral slirliségii folyamatok esetén
talalhaté-e egy elégséges statisztikarendszer. Amint az alibbi példa mutatja, altala-
ban nem létezik ilyen (N-nél kevesebb elemet tartalmazd) rendszer. Tekintsiik

ugyanis ‘a -

@) = al @) +a l(t—1) »
folyamatot, ahol {(¢) egy fiiggetlen normalis eloszlast sorozat. Legyen ME() =0 és
| _MEDEC-D _ aa

o T aptai

of = ME(t) = (ao+a)ML* (1), ¢

Nyilvan
MéE()E(—7) =0, ha |r]=1.

A EQD, EQ), ..., E(N) valdszindiségi valtozok egyiittes siirfiségfiiggvénye

. N 1 N
Ny 1 ,
pis-yy) =0¢ (2n) ? |By| Zexp {~—2 bi*jyiyj}
. i 20'5 i j=1
“alakd, ahol By' ={b#5} - 2N a By korrelaciés matrix inverze. Konny(i kiszdmitani,
hogy
by = (= 1Y~V B 1| |By-jl 75—
| Bl
ui+1 RS
ha i<j és |B] = ! 2 (az inverz matrix természetesen ismét szimmetrikus

uyp—u,
mindkét diagonalisra nézve.) Eszre kell venni, hogy |Byl kielégiti a

|By| = [By—1] —0*|By-»l

differenciaegyenletet és u,, u, az
u? —u+0? =

' . 1 — 402
egyenlet gyOkei, azaz uy :———Jig——ﬁ-—, Uy - 2
(i=1, ..., N) fuggvények mint ¢ fiiggvényei fiiggetlenek, nem Iétezik az xy, ..., Xy
valtozék olyan fiiggvényrendszere, mely elégséges statisztikarendszert alkotna
(lasd DUNKIN [7] 2.§.). :

T6bbdimenzids folyamatok esetén csak azt a Markov-tipusu stacionérius Gauss-

VT 4.2
I AL VR ROy

- folyamatot tekintsiik, mely kielégiti a

E(t) = AEG—D+1()
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differenciaegyenletet, ahol A ={o}["1%, £ ={E0},m L= {00}, &5
M(;()=0 '
ML) () =1 ha ©=0
A V= 0, ha 70

A ((¢) sorozat fiiggetlen.
A &(1) folyamat B(t) korrelaci6s fiiggvénye,

2. 5) ‘ B(1) =4 B(0)
alaku, ahol
2. 6) B(0) = A-B(0)- A*+ B,(0).

A B(0) matrix meghatérozésa a kovetkez8 médon tSrténhet akkor, amikor

az A matrix egyetlen Jordan-féle blokkbol all és B(0) diagonalis. A &(¢) folyamat -

ekkor eleget tesz a
é.n—l(t) = Qén—l(t - l) + fn(t - l) + Cn—l(t)
’ Ei(t) = o€yt =D+ &= +84(2)
Osszefiiggéseknek. Az els6 Osszefiiggés mindkét oldalat beszorozva E(t—1), majd
Eu(t)-vel és minden alkalommal varhatd értéket képezve, a kdvetkezd Osszefiiggé-
sekre jutunk ' )
‘ M, (1) ((1) = s,
M¢, ()8, (1—1) = 0Bz, ahol  f,,=ME?
< ' m:;: Qz' nn 1 ’ :S_n
R
Ugyancsak az els§ Osszefiiggést &,_(1)-vel és &, (t—1)-gyel beszorozva és
varhato értéket képezve, az '
ME(1)E,-1(0) = eME(t =D&, 1(0)
MEOE -t —1) = o MET—DE, (1)

Osszefiiggéseket kapjuk. Ezek felhasznalasaval a mésodik egyenletnek Lo i), E(D),
Ca—1(t) és &, (t—1)-gyel vald beszorzdsa és a varhat6: €rtékképzéssel azt kapjuk,

hogy
Mén;l(t).gli—l(;) = Spo1
P ) ’fn
M@-l({)gn_(f— D= =
) o%s,
M€"_1<1_1)é,,kt) = (1 792)—2 »
o ' S
an—1(f)§n—1(?_ D= 0fu_1,n-1 +(_1~£QW

. 2

ﬁn—l,n—l‘(} Mgz) = Sn_l—i'f'sn»—l .

=7
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Ezt az eljarast folytatva a B(0) matrix Osszes elemei meghatérozhéték.

- Feltettiik, hogy a {(¢) folyamat komponensei is fiiggetlenek, masrészt a (D,
..., E(N) valtozék és a &(1),{(2), ..., {(N) valtozoék kozotti (1. 1)-nek megfelel-
leképezés determinansa I lesz, ily modon

@ Py, ...,§(N)(x11’ vy XqNs Xoqs oo XoNs -0 5 Xals "_'aan) =

Nn 1

o L 1.
= (21) 2 |Ry,| Z.exp{—EXRN,} X*}:

X _(N—l)n " 2
=pg<1)(x11, e Xg)(21) . 2 [H Si] .
13

N—-1 n .

, 1

+ EXp {—“ Z 22— (41— i Xgj— - *“inxnj)z} -
j=1 i+1 &5

ahol ,
(2.8)  Pey(xins s Xn) = @m) 2 [BO)] 2 eXp{*555115?(0)“1?1’3k

A fenti 8sszefiiggésbdl latszik, hogy

Lot
(2.9) Ryl = |B(0)|‘(._1"S.s] , 4
ahol az Ry, matrix
dio D11 O e 0 aj, by 0 ceeien 0 .aj, byy O ceienn 0}
bll all bll .:‘:‘..':.. 0 biz a12 b.12 --..'Q...O .--b;n aln bln ceseeeaan q
0 ay1 by 0 3% blz ayn byn
0 byy ain O ’ aiy-ays bi, ais
aj, b, 0 ... 0 0 ay by, ‘O 0 ...
by, aiy biyn 0 0 by ayy by 0
- (2.10 " -
(_ ) 0 ¥ a3z by
b,y A3
a, b, 0 .. 0 0O ) o b O - 0|
bln aln‘ bgn - 0 0 bnn Ay bnn 0 p
0 ""aln in 0 ""b‘ann bnn /
0 v by afy ‘ 0 by anoh
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n ) ) 2
aio = P+ Z—(au) s
j=o0 S

J

aly =~
@2.11) i = Pt 3 W '
. . alk_‘,[))lk—l—"‘_yl—ra aik:O: ha k¢l>k¢03
) Jj= J :
a, = 1+ (o) > (o) ’
Si iF S
ay = ZM’ k?ﬁl,
J=1 8
s _
bi —_ —Isl‘,
k 5
’ i k=m
blk - _E— s B(O) z{ﬁik}i=ma

-elemekkel. Ebbé8l kovetkezik, hogy eiégséges statisztika a

(ZN' N N . N-1

: Xij Xiyj Xij Xy j Xty ) iy, 0, = : 2 2 2

“~ Js j;; i1j Xiajs gi i1 jXizj+1, LI,y 1,n, X11s coesXnis XINs -rs XuNs
X1t X215, X11X31, «--5 X11Xn1, x21x31>"-9x21xnl>---:xn-—llxn-l)

‘rendszer lesz.

Példaként vizsgaljuk meg azt a specialis esetet, amikor A = (_E g] Ekkor,

-amint az konnyen belathatd

COS T Sin Wt
‘Ar — e—;ﬁl’( ]

B —sin Wt cos mt
| B(O):[ﬁli /f] _'

hol | b1a B2 |

Byy= yls; (1 _a2+ﬁ2)+2ﬂ°‘s12]+’5[52(1_az'f‘ﬁz)“z‘xﬁslz]
. ) y2—52

/37 :ﬁzz“ﬁ—ﬁnaﬁ‘!'su
12 1—oa?4p2
By 6s; (1 —o® + B2+ 2051 ,] + 95, (1 — 02 + B2) —2afs, )]

,))2__52

_2;,_’ 2 ' _ﬁ S,
e~ =q2 4 B2, tgco—;, y=(1—-0?)2+p2(1+0a?), S=p*(1+a2+p?),

>
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specialisan, ha s1, =0, 5;; =8, =5,

: 1 s 0
s0=r—iply 1)

Formalisan nyilvinvaléan felirhaté a sfirfiségfiiggvény abban az esetben is,
amikor a {(k) valdszinliségi valtozé komponensei nem fiiggetlenek, a megfelelS
Ssszefliggések azonban talsdgosan bonyolultak ahhoz, hogy itt ismertessiik Sket.

A késEbbiekben viszont sziikségiink lesz olyan folyamatok stiriségfiiggvényeinek
meghatarozasara, melyek Jordan-tipusi differencialegyenletnek (egyetlen blokkal)

tesznek eleget.
Legyen &(t) = {&(O}k=1% ilyen. Akkor az Ry» matrix

Ay Ay O 0. 0 0

Al, Ay Ay 0. O 0.
@.12) :

4] a ; An—ln—l An—ln

l@ . Al 1, A

alaki, ahol az A matrixok

;41 0 0 0
1oe 0
S S5
{2.13) Aiie1= :
o .2 9
o5
0 1 0
S
a; -2 0 0
Si
_e 1+er e 0
8; 8; 5;
: o 1+¢?
2.14) dy=|° DR |
1+¢*> ¢
S; 5
5 s

- alakuak.
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Specidlisan az n=2 esetben kénnyii kiszdmitani, hogy

-0 ¢

all = —Sl (1 —Q2)+s2_ z
__o(l=0n? g
- is Ty
1= )5 (1 0®)? +5,(1+02)] 1 0*
gy = LZOBA =P 45,4 0)] 1, 2

’ Sz{sl(l_Qz)z‘l“sz] Sy Sy
Az altaldnos esetben a ‘ '
COFCLE=D+...+Cl(t—p) = @)

differenciaegyenletnek eleget tevd n-dimenzids &(¢) folyamat vizsgalata tiinik ter-
mészetesnek, mint az egydimenziés autoregressziés séma altalanositasa. Az ilyen
tipusu folyamatokkal altalinosan nem fogunk foglalkozni, bar a korreldciés-matrixra.
vonatkoz6 osszefliggések ugyantigy felirhaték, mint a p =1 esetben.

-

3.§. Regressziés problémak » ‘
A ‘gyakorlatban Iegtébbszb‘f nem az n-dimenzigisl folyamatot, &(¢)-t figyeljiik

meg, hanem az
n@) = C-h(®)+&(@)

1,m

folyamatot, ahol a h(t):{hk(t)}k:l—,,; fiiggvények ismertek, mig a C ={ci}iso
matrix elemei ismeretlenek. -
Az n(z) folyamat megfigyelése esetén a c, ; Tegresszids egyiitthaték becslése az
id8sorok elméletének egyik kozponti problémaja. A gyakorlatban leggyakrabban
el6forduld eset az, amikor a A(r) fiiggvények polinomok vagy trigonometrikus
polinomok. Az aldbbiakban az el6z6 pontok eredményei alapjan a maximum likeli-
hood becslésckkel fogunk foglalkozni s ezen becslések bizonyos ‘tulajdonsagait
vizsgaljuk meg. ‘ ' o
Feltéve, hogy a &(r) diszkrét folyamatot lefré egyenlet mar (1. 4) alakd, vizs-
gdljuk egyetlen — valds sajatértékii — Jordan-féle blokk altal leirt n-dimenzios

folyamat sfiriségfiiggvényét. Feltessziik, hogy a {(t) valtozé komponensei fiigget-

lenek, bar ezt a feltevést a gyakorlatban mindig ellendrizni kell. A komplex sajat-
értek eset vizsgalatat kiilon nem végezziik el. A tett feltevések mellett 4 £2), ..., ENY
valtozok feltételes siiriségfiiggvénye a E() =x(1) feltétel mellett

: N--1

1 1

Cx exp '{Z [fs_(xljﬂQxlj—xzf)erzT(xzju*szj~x3j)2,+
Jj=1 i 2

o - 1 S
+ 28, (Xn—1j+1”an—1j—x,,j)2+7(x,,j+1_anj)z J},

2
Sn

alaki lesz. A £(1) valtozd stiriségftiggvénye a (2. 6) Osszefiiggés alapjan a B(0)

\ , S
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matrix meghatirozasaval szamithaté ki (M(2=s)). Az el8bbi pon‘gban lattuk,
hogy a feltételes slirtiségfliggvény:

2
Lie? 2 L @) i Q—z 3 [ +Q—_)xf +
Cy exp ”’3{39&1 +[S—l+£ ¥21+ 5 —I—S3 X31t .+ DRSS 1 |
’ 1 - N 1 5
-I—lx%N—*——x;N-i—-.- : -I-S—xnzv-i-
Sl SZ n
: 20 20
+2——Qx11x21+—5x21x31+... +S‘_‘—xn—11xn1+
Sl SZ n—1 )
' —~1
o : - 1+ 02 N,
1+Q2 ) i xni‘l‘
S ;_xm... | +=, 22
N-1 2 N-1
—2—92x1i+1x1i+-:' , v _S_,A?/,xni+1xni+
Sl 1 N n
' N-1 l
2 . 2 Xy g3 1 X (-
s lei—{ﬂxzf{_‘“ . R ;Y n—li+1 mI

- Az egysze:rﬁség kedvéért csak a feltételes (a é(l)=_x’(.1) feltétel melletti) maxi-
mum likelihood egyenletekkel foglalkozunk. Legyen specidlisan 4(¢) = 1=(1, ..., 1),

tehat a £(¢) folyamat my, ..., m, varhaté értékeit akarjuk becsiilni. A feltételes

maximum likelihood egyenletek a kovetkezSk lesznek

2y N-—1
—%(xn_mﬂ—gz(xw—ml) 5 (321 —my) 51 ;( 1i 0
5. N—1 5 N=1
‘i‘gg Z [(xli_m1)+(x1i+1_ml)]+ r 217 (x25—my) =0
1 i=1 ‘ i= _
2 2 20 :
-2 l_’_Q_ (X21 —=mp) = — oy —mp) — — (X1 — 1) —
sy 82 Sa 81

. 2y N-1 2, N-1 i )
20 (x31 —m3) _%_(_1_"{‘_@_) 2 (2 —my)+ ?Q Z [(ras— M)+ (Xpi41 —112) | +
Sa 8 2 » 2 7

’ N-1 : N-1

2
473 2D Gigper—mg) + — Z (x3,—m3) =0
8§11 \Sz 1 )

; 20 :
. 1. ¢ 2 ) — =22 o ) — 22 (s — s )~
_Z[Sk—1 + Tg;](xm—mk) 5 (y — ) 5o 1 (k11 —1) 5 kfl,l

3y N-1 N-1
—M 2 (xki"mk)‘{'z_‘gz [(xki_mk)+(xlc—1i+1—'mk)]_!_
Sy 2. Ay
2 N—17 ) N-—1 )
+— Z (—1ir1—Mgemg) +— Z(xkﬂi‘mkﬂ) =0
Sp—1 1 ) Sk 1 o
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20

n—1

1 o 2
_2( +'Qs,_](xn1 _mn)_m(an—mn)_s

Sn_q (xn—ll_mn—l)—

_2(140) Z(M_mn)Jr }[(x,,, M) + (i g —my) ]+

Sy

n—1i+1 ‘“mn—1) =0

Innen egyszer(i, de hosszadalmas atalakitasokkal nyerjiik az alabbi

QZ_Q I—Q Q—l (1__ )2 N-1
5 X113+ 5 Xin+ 5 X1+ 5 2 "__ Zsz
(1-0*  o-1 (1 a)z -2
=S ma W-2m =,
1 QZ—Q _ 0 1 (1__ g N-1
— _ = 0)
(S1+ SZV]X21+ XN+ 1x11 Xiny+ 31+ 5, 2 2
1 N-1 1N—1 [ (1_
_ = . 0) —1 0o—1
x — —
51 ;7 s, 3T Sy Jm2+ Sy et Sy 3
1-9)? .
+( 0) (N—2) (N—2) N—-2)
S2 1 8y

1 02— 1—po 0 1
+ x = L -
[sk 5 ] T 5 XN +Sk—1 Xp—11 o Xp-1n+ 5 xk+%,1+

(-0 5 1) 1 (1—op
+ R - 0)
Sk ;’ ”S ;" ‘)/ck+11 Sk_l + Sk ]mk+
01 L e—1 N-— _ '
et mk+1-—|—( Q) V-m- N2, N2,
- k Sk—1 ) Sy '

1 o*—g]. ,l-0 4 1 -0 5
(s,, + an1+ p an+S xn—ll_s xn—1N+( Q)'ani_

n cPOp—1 n—1 n 2

S

1S 1 (-9 _(N—
2 Xp—1; = (_4‘——( k‘Q) N-1) mn_]-g_(LQm _
2 Sk Sk Ay .n 1

-1 n~1
e gyenletrendszert mely lényegében

CiX = ayymy +ay,m,
CZX = aymy +a,,m, +a237}13

CkX— g~ 111 — 1+akkmk+akk+1mk¢1

CnX = nn—-lmn—l +annmn
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'alaku ahol a megfelel§ konstansok jelentése az e]ozo egyenletrendszerbdl

Jathato.
Ha az 0sszes s; szorasnegyzetek azonosak, legyen s;=s, akkor a fenti

. b=A4A-m
egyenletrendszer 4 matrixa

‘ as b 0 0 ... 0
b a b 0 ... 0

0 b a b ... 0

P
, a b
0 - b a

alakt. Az A matrix inverzének meghatarozisa az edd1glekben sokszor felhasznalt:
valdszintiségszamitasi meggondolasok alapJan torténhet. Az n=2 specidlis esetbern
a fentl egyenletrendszer

N-1 Ne1
T o—1 1—9)? 1
T St Xin+ e x21+( lei—— szi:
1 §1 2 8§12

1 1

1—0)*(N—1 N—2 1-g)
_(1-02( )ml_[ N Q]m2
5y S¢S

1 e*-9of  1-¢ 2 1 (1-0? 'y 1S
[-———l— 5 }erl’ B sz+S—x11“S—X1N— _ ) ;xﬁ_}g;xli:

2 1 1 2

. —_ _ 2
0-N 1m1+m2[i+(N D{-—2) ]
S8y 5y S5
alakt lesz . :
Emlitésre méltd, hogy ellentétben az egydimenzios esettel, o- -nak 1-hez kozeli
értékei esetén is a varhaté értéket a megfigyelések szamtani atlagdval lehet job
becsiilni.
Ebben a specialis (n =2) esetben a feltétel nélkiili maximum likelihood egyenle-

‘tek (a szamitasok: mellGzésével) a kovetkez8k lesznek

o, (1-0%° } 1—¢ = fe—1 _o-0» |,
{s1 Ft—errs) T S TRa—er ™

*(I*Q)”z"xh—l = [(1_Q)2(N D, (-e ]ml_

R 54 s (1—@?P+s2

|N=2 1-¢ o(1—¢%?
[ S * Sy s1(1—02)2+s, e
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1, e—0 (1=0)[s5;, (1= 022 +s,(1 + 0 1—
.{_+@ 0, (1=0)s (1-0%) s2(+g>1}x21+( 0, .

451 S2 Syl (1—0?)* +5,] Sy

¢ __o(l—¢? 1 (1-02 'S 1 N
N - I S —
sy s1(1—0%)*+s, T S it Sy - ;le Sy Lzlxli._
NPT

(51 si(1—e®)*+s, sy |

2.

[ 1 1— o2 1— 02)2 4 1 2 _ DAY
S 0P s e -na-e?]
| 51 Sy (1—02)% +5,] )

Ha ¢~1, a kozelit6 egyenletekbsl a kovetkezd becslések adédnak:

] Nt
my = N_2 ; X2
. N—-1 . N-1
o X1N~x11 !. . 1 le
™ME=TNTy TNz ;x“f(N—z)z 2 Fm s
Az eredménybdl lathat6, hogy az egydimenzids esettel szemben itt mindig a
szdmtani kozéppel valé becslés lesz jo.

4.§. Az A matrix elemeinek becslése

Tegyiik fel, hogy ME() =0 és a (1) Gauss-folyamat eleget tesz az (1. 2) egyen-
letnek. A &(¢) folyamat =1, 2, ..., N idSpontokban valé megfigyeléseibdl az isme-
retlen 4 matrix elemei maximum likelihood becsléseinek meghatarozasa a meg-
felel§ siirliségfiiggvény alapjan elvben kdnnyen elvégezhetS. Az egyszeriiség ked-
“veért tekintsiik ismét a konnyebben kezelhet§ feltételes stirfiségfiiggvényt s az ily -
~mbdon adéds feltételes, maximum likelihood becsléseket (az tn. széria-korrelaciés
-egyiitthato becslés tobbdimenzids analogonjarél van szé, vo. [2] 1.§). Legyen

,AZ{ocij}f:%: és legyenek a {() valtozék komponensei fiiggetlenek, M((;(i))? =s;,

“M((;,()¢5,(k)) =0, ha j, #/,; paraméterekkel, ekkor a £(2), £(3), ..., E(N) valtozdk
feltételes stirfiségfiiggvénye a &(1)=x(1) feltétel mellett R ]

ng_z,),..j, f(N)(lea G XoNS e Xgs eens Xy |E(L) = x(l)) =
N-1
CnN=1D( oy, T2 " N—1 B
= (2m) ? 1 s eXpy— Z" . (xij+1 T Xy 0y X e — 0 X )2
. 1 _ i=18; j=1 < .
-A maximum likelihood egyenletek ‘
; dlogp - ot ) '
P = Zlv (xij+1 T Xy O Xp i — . _“inxnj)xu =0
i i=
x(4 l) :
dlogp & :
T a :vzl(xiji»l_ailxlj—'amejH"';O{inxrtj)xlaj =0 :
in J= H
i=1,n,

. . ) ; N =
@3 W) ==
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alakiak lesznek. Bevezetve az

I = 3 U+ D=t (D aa o) -~ D=

1 N-1 . v R
=7 5 LU+DED),
1 N-1
“4.2) - niZ(N):W—TT—‘ngi(j+ DEG) ‘ -
: 1 N-1 |
77in (N):V]\TTJ=1 Cl(]+ l)én(])

valésziniiségi valtozékat és a (4. 1) egyenletrendszer megoldésait a ¢, ,f ('N)
megfigyelések esetén a;;-vel jeldlve az ny(N) véltozok a kovetkez$ alakba irhatok:

1 N-1

S (@1 — 00 E1(1) + (Clip — 0:2) E, () A -ov A+ Gl — 0)En (NIEL)

=1
: i’k:i_n;,
felhasznalva kozben, hogy (4. 1) alapjan
Cowe N1 o
]gl GU+DEG) =J§1(&ufl(,]’)+ oo 8 & (D) EG)-

Kis 4talakitdssal (4.3) a kovetkez§ alakba frhato

1) VN1 @y ) 3 Sy

4.3) =

' N-1g /. .
---+Vm(&m—a,-,,)__21 D& )

N1 i,k%ﬁ.

" A (4. 2) osszefliggések alapjan *ktinnyﬁ kiszamitani — felhasznalva a {(j) val-
tozok tulajdonsagait — hogy ,
4.4 M,y (N)1;,(N) = 5;ME, (7) () »
Masrészt, ha az .A matrix sajatértékei 1-nél kisebbek, a folyamat ergodikus
€s igy ‘ .
(4. 5)

. N-1 .
7 2 GOED-MEDEG),  k=Tn

3 HIL Osztdly Kozleményei XV/2
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1 valészinlséggel. Fix oy (G, k=1, n) értékekre az 13(N) valdszintiségi valtozék
N — = esetén aszimptotikusan normahs eloszlasuak (lasd pl. Rozanov [10])

s:{ME, () ﬁzz(j)}lF 1,_,, = {M”;tI(N)’?uz(N)}

kovariancia matrixszal. A (4.5) 6ssZefﬁggések felhasznalasaval (4. 3') azt mutatja,
hogy az nu(N) (k=1, n) valtozdk az VN —1(aty —ay) valtozdk (k=1, n) linearis
kombinécidi, igy azok is aszimptotikusan normalis eloszlastiak :

s AMEL ()LD 1
kovariancia matrixszal.
Nyilvan az &;; (i, j=1, n) becslések torzitatlanok és konzisztensek is.
Megjegyzem, hogy a (4. 1), egyenletrendszer helyett tekinthetd a

N—-1-1
Z; [fi(j+f)—05i1f1(j+’f'“ D=y &+ 17— 1)]fk(j) = 0; i,k=1,n
J= .
egyenletrendszer is az oy becsléseinek meghatirozdsara (t=1,2, ..., ) értékek

esetén. A megfelel§ becsléseket jeloljik -a;(t)-val. Nyilvan minden 7 értékre més
és mas becslést kapunk, kérdés, hogy az igy kapott becsléseket atlagolva milyen

 rendszerek esetén jutunk jobb becslésekhez? Amennyiben a folyamat stacionarius.

Gauss— Markov-tipusy, a becslések nem javulnak, azonban megadhatdk lennének
olyan, az emlitett tipushoz kozel 4li6 folyamatok, melyeknél ez az eljaras hasznos-
nak bizonyul pl. nem Gauss-tipust folyamatok esetén.

Az eddigiekben csak azt az ismert eljardst mutattuk meg, hogy hogyan nyer-
het8k az o ismeretlen paraméterekre becslések. A tovabbiakban azzal a probléma-
val kivanunk foglalkozni, hogy ezek abecslések mennyire megbizhatéak s melyek
azok a nehézségek, amelyekkel szamolni kell ezeknek a becsléseknek a vizsgalatanal.

~ Pontosabban megfogalmazva az a kérdés, hogy az igy nyert statisztikai becsiések

segitségével megallapithatok-e az A matrix sajatértékei? Tehat N nagy értékeire
(mégpedig milyen nagy N értékek esetén mekkora pontossaggal) elvégezhet8-e pl.
a Jordan-alakra hozas?

Ehhez els6 1épésként vizsgaljuk meg az (1. 4) alakil egyenletrendszernek eleget-

tevd £(¢) n-dimenziés folyamat egyetlen -ismeretlen g . paraméterének becslését.
A (2. 12) bsszeftiggésekbdl megallapithatd, hogy a £(1)=x(1) feltétel_melletti fel-
tételes slirtiségfiigevénybdl nyert maximum likelihood becslés

N-1 . N-1 N-1 - ON=1
;xlix1i+1 2x11x21+ S’lexzwrl 2x2;x314 _2 Xn— 11xm+2xmxm+1

nN—l2

P

k=1i=1-
lesz. Konny(i belatni az (1. 4) osszefug gések alapjan, hogy

N 1 -
‘ ;’fnguﬂ‘i‘»“ + 2 fn1(ni+i
0—0 = n N-1

szkl
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és a jobb oldal szdmlaléjanak varhatd értéke 0 (mivel ME,(y; 11 =0). Iiy moédon
a becslés asmmptotlkusan torzitatlan. N nagy értékeire — az ergodikussig miatt —

a nevez8 az (N -1 Z’ o2 értékkel assmmptotlkusan egyenlS, masrészt a szamlald
k=

negyzetenek varhaté erteke

Z80¢.
Ily mdédon
— 2 IS0p
M(VN 1@-@) ~ Gonr ha Noe
Az n=2 specidlis esetben, ha s, =y,
(1—0?)?

_ M(VN‘_YI_(@_Q))ZN 21— 022+ (1 + &%)

(v6. [2] 2.§, ahol az egydimenzi6s folyamat esetén VN —1(3 — o) szérasnégyzetére

“(1—0?) adédott).

Ugyanugy, mint az egydimenzios esetben, sziikség van a fenti becslés aszimpto-
tikus eloszldsanak vizsgalatara 1-hez kozeli .¢- értékre. Lattuk az egydimenzids

_esetben, hogy o%=1 feltétel esetén ¢ becslese a321mptot1kusan egyenletesen nor-

malis eloszlast — 1 <g<1-ben, mig s=1 esetén normalitdsrdl szé sincs. Eppen
amiatt volt szitkkség s=1 esetén az id6ben folytonos folyamat paraméter becslései
pontos eloszlasanak meghatdrozasara, 62 =1 esetén pedig a diszkrét folyamat para-
méter becslései aszimptotikus eloszldsdnak meghatirozasara. Ez a megkiilsnboz-
tetés a tobbdimenzi6s esetben is fenndll, a megfeleld szamitisok gyaKorlati kivite-
lezése azonban igen nagy és nehézkes szadmitasokat igényel. Heurisztikus meggondo-
lasok alapjan lathatd, hogy 67 =1, 02 =c (1) esetén ¢ becsiése aszimptotikusan
egyenletesen normalis eloszlasn a —1<g<1 intervallumban, mig s, =s,=1
esetén ez nem all fenn. A megfelel§ kétdimenzids — id&ben folytonos — folyamat
paraméter becslése eloszldsdnak meghatarozsat egy kiildn dolgozatban végezziik el.

Visszatérve az altalanos esetre, a kdvetkezd megallapitisokat tehetjiik.

Az [1] dolgozat 3.3 tételébdl, valamint [2] 5.4 tételének korollariumébdl
kovetkezik, hogy amennyiben az (1.2)-ben szerepld 4 matrix sajatértékei mind
egyszeresek €s valdsak s az n(¢) = £(¢) +m folyamatot figyeltiik meg, az m vdrhatd
értékre nem szerkeszthetGk véges konfidencia intervallumok és a ¢+, 05, ..., @, Sajdt-
értékekre nem szerkeszthetdk 0-t6l kiilonbdzé alsé konfidencia hata'rok Jfolytonos
Sfunkciondlok segzzsegevel

Ez egyben azt is Jelenm hogy a ¢,, ¢,, -.., 0, sajatértékek nem kiilonbdztet-
het6k meg.

Amennyiben komplex és tobbszords sajatértékei is vannak az 4 matrixnak,
a megfelel8 komponensek ‘varhaté értékeire a szamtani kozepek jé becslések
lesznek és nincs sziikség végtelen konfidencia intervallumok szerkesztésére.

Ezen allitdsok tételszerli megfogalmazasat mell6zziik.
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 MAGYAR
FIZIKAT FOLYGIRAT

A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA
1L OSZTALYANAK .

FIZIKAT KOZLEMENYEI

Kutatd fizikusok szérna.ra onallé eredmenyeket tarta]mazo
- és osszefoglald jellegd fizikai; ” esillagdszati dolgozatokat
" ‘konyvismertetéseket, laboratoriumi fogasokat és ma mar"

klasszxkussé valt dolgozatokat k6z6l hazai és kulfoldx szer-
: z68ktol. .

. Evenként 1 kotet (kb. 36 iv) Jelemk meg 6 szdmban.
A folybirat eldfizetési 4ra kotetenként, azaz evenkent
: 42 formt kiilfoldi cimre 60 formt )

Belfoldl megrendeleseket az. Akadémiai Kzado,
h Budapest, V., Alkotmany utca 21
(Magyar Nemzeti Bank egyszamlaszam 05-915- 111-46)
teljesit.-

i

R Ku1f01d1 megrendelesek C E
a” ,,Kultura” Konyv- “és "Hirlap Kulkereskedehm Vallalat ~
) Budapest, 1., F6 utca 32 -

(Magyar Nemzetl Bank egyszdmlaszam:  -43- 790-057-181)
ut_;an eszkozolhetok




