A. SZABO

THEAITETOS UND DAS PROBLEM DER IRRATIONALITAT
IN DER GRTIECHISCHEN MATHEMATIKGESCHICHTE

Die Erkenntnis der Irrationalitit gilt als eine hervorragende Leistung der
frithgriechischen Mathematik. Aber die historische Forschung vermochte bisher
noch keineswegs beruhigend zu kldren, wie man iiberhaupt zu dieser Erkennt-
nis gekommen war. Nur so viel scheint — auf Grund der bisherigen Forschungen
— mehr oder weniger festzustehen, «dass irrationale Gréssen (bzw. inkommen-
surable Verhiltnisse) den griechischen Mathematikern seit der Mitte des 5. Jahr-
hunderts bekannt waren».! Uberblickt man jedoch die einschligige Fachlitera-
tur der letzten fiinfzig Jahre, so fillt einem sofort auf, dass sich bisher nicht
einmal jene Frage mit Bestimmtheit entscheiden liess: welcher Fall iiberhaupt
der erste Anlass zu der Entdeckung der Irrationalitit gewesen sein mag?

Das Paradebeispiel fiir die Irrationalitdt ist in den antiken Quellen immer
der Fall der Quadrat-Diagonale zur Seite.?2 Darum vermutete man frither, dass
der Ausgangspunkt der Entdeckung «zweifellosy die Quadratdiagonale war.3
Dagegen scheint man in der letzten Zeit eher zu der Ansicht zu neigen, dass die
Irrationalitit zuerst durch Hippasos von Metapont (im 5. Jahrhundert v. u. Z.)
am Dodekaeder erkannt worden set.* Diese letztere Ansicht verdankt ihr Ent-
stehen einer sozusagen konziliatorischen Vereinigung von verschiedenen Ver-
sionen aus der antiken Uberlieferung.

Denn man weiss einerseits, dass das Pentagramm ein Bundeszeichen der
Pythagoreer war. Andrerseits wird in einer spitantiken Quelle die Beschifti-

! K. GAISER, Testimonia Platonica (Sonderdruck aus K. G., «Platons ungeschrie-
bene Lehre», Stuttgart 1963) S. 471 Anm.

2 ARISTOTELES, Metaph. 983 a 19 ff.; 1053 a 14 {1. Vgl. auch TH. HEATH, Mathema-
ties in Aristotle, Oxtord 1949, 2: ¢The incommensurable is mentioned over and over again,
but the only case is that of the diagonal of a square in relation to its side ete.

3K. v. Fritz in REVA 1813; vgl. auch W. BUurkERT, Weisheit und Wissenschaft,
Niirnberg 1962 435 A 85.

$ K. v. Frirz, (Die Entdeckung der Inkommensurabilitit durch Hippasos von
Metapont» (zuerst in «Annals of Mathematics 46, 1945»; wiederabgedruckt im Sammel-
band «Zur Geschichte der griechischen Mathematiky, red. von O. BECKER, Darmstadt,
Wissenschaftliche Buchgesellschaft, 1965). Ebenso auch S. HELLER, «Die Entdeckung
der stetigen Teilung durch die Pythagoreer» (zuerstin «Abhandlungen der Deutschen
Akademie der Wiss. zu Berlin, Klasse fiir Math., Physik und Technik, 19568, Nr. 6»;
wiederabgedruckt in dem eben erwithnten Sammelband «Zur Gesch. d. gr. Math.s).

8 W. BURKERT, o. ¢. 435.
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gung des Hippasos von Metapont mit dem Pentagondodekaeder bezeugt: er
habe als erster die aus 12 Fiinfecken zusammengesetzte Kugel 6ffentlich beschrie-
ben und sei deshalb als ein Gottloser im Meere umgekommen.® Nun kann man
aber, wie bekannt, die Irrationalitdt der sog. «stetigen Teilung» an den Diagona-
len des regelmissigen Fiinfecks in der Tat leicht erkennen. Und rechnet man
dazu noch, dass in einigen antiken Berichten das offentliche Behandeln der
mathematischen Irrationalitit als ein «frevelhafter Verrat an der Lehre des
Pythagorasy — beinahe wie ein «Skandaly — aufgefasst wird, so hat man zu-
nichst den Eindruck, als kdme in der eben angedeuteten historischen Rekon-
struktion (die erschiitternde Entdeckung des Hippasos, sein «Verrats, und die
Strafe dafiir) die Uberlieferung selber zu ihrem Recht.

Doch sind in der letzten Zeit gegen die Glaubwiirdigkeit dieser antiken
Uberlieferung gewichtige Argumente ins Feld gefiihrt worden. Es sei von diesen
Argumenten hier zundchst an die beiden folgenden erinnert.

K. Reidemeister hat darauf aufmerksam gemacht, dass «nirgends in den
mannigfachen Dokumenten iiber das Irrationale bei Platon und Aristoteles von
einem Skandal — der damals noch fiihlbar gewesen sein miisste — etwas spiir-
bar ist.»’” — Ist die Geschichte von Entdeckung und Verrat der Irrationalitit
nicht bloss eine spiterfundene Legende? Ist nicht vielleicht der Doppelsinn des
Wortes dppnros der Keim jener Legende, wonach die Losung der mathemati-
schen Irrationalitit sozusagen ein «frevelhafter Bruch mit einer geheiligten
Tradition» war ?® Denn dpgnra hiessen ja in der Sprache der mystisch-religivsen
Literatur — zumal unter den Neupythagoreern — die worgfiltig gehiiteten und
dem Unberufenen gefahrlichen Geheimlehrens. Der Nicht-Mathematiker mag
also leicht daran gedacht haben, dass es sich auch im Falle des dpgnrov der Ma-
thematik um ein ebensolches Geheimnis handelt.

Eben angesichts dieser verdiichtigen Ziige der Uberlieferung kam zuletzt
W. Burkert zu der Konklusion:?

«Fiir die Entdeckung der Irrationalitat bleibt als Fixpunkt, dass Theo-
doros von Kyrene die Irrationalitit von |/3 bis |/17 bewies, dass die Irrationali-
tit von |/2 also schon frither bekannt war.»

Mit dieser «Konklusion» scheint die Forschung allerdings daselbst an-
gelangt zu sein, wo sie auch schon vor einem halben Jahrhundert stand. Denn
schon H. Vogt versuchte ja,!° die Frithgeschichte der Irrationalitit in den fol-
genden drei Ktappen zu rekonstruieren:

8 JamBLICHOS, «Uber die pythagoreische Philosophie» (ed. DEUBNER) 52, 3—5;
vgl. 8. HELLER, o. ¢. 6.
7 K. REIDEMEISTER, Das exakte Denken der Griechen, Hamburg 1949, 30.
8 W. BURKERT, 0. c. 437.
* Ebd. 439
10 H. Vogr, Bibl. math. 10, 1909/10, 97—155 und 14, 1914/15, 9—29 (Bibliotheca
mathematica, Zeitschrift f. Gesch. d. math. Wiss., herausg. v. G. ENESTROM, 3. Folge Bd.
7—14, 1906/7—1913/14). Vgl. auch C. THAER, Antike Mathematik 1906 —1930 in C. Bur-
s1aNs Jahresberichte iiber die Fortschritte der klass. Altertumswissenschaft, Jahrg,
1943 Bd. 283.
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1. Die jiingeren Pythagoreer hitten (vor 410 v. u. Z.) die Inkommensura-
bilitit der Quadratdiagonale und -Seite als vereinzelte Tatsache erkannt und
bewiesen; dabei hitten sie fiir das nicht genau angebbare Zahlenverhiltnis
Niherungswerte aufgestellt (deduetgoc gnt7) und diduetpog doerTy).

2. Theodoros von Kyrene hitte (etwa 410—390) das Umkehrproblem der
Quadrierung allgemein gestellt, d. h. die allgemeine Irrationalitdt der Quadrat-
wurzeln erkannt, und er hitte diese durch die Verallgemeinerung des pythago-
reischen Gedankenganges bewiesen (oduuergoy und o¢ oduuetoov, ¢nrév und
dopntor).

3. Theaitetos von Athen (etwa 390--370) hitte die Grundlagen einer
allgemeinen Theorie der quadratischen Irrationalititen geschaffen und ihre
Hauptgattungen aufgestellt (dnrov prxee und gnrov dvvduer, bzw. dioyov: uéon
&x dvoty Svoudtmvw, amotour]).

Wie man sieht, fillt also in dieser skizzenhaften Schilderung von H. Vogt
iiber die Entfaltungsgeschichte der Irrationalitit eine ganz besondere Bedeu-
tung den beiden Namen: Theodoros und Theaitetos zu; der eine von ihnen,
Theodoros, soll «die allgemeine Irrationalitit der Quadratwurzeln» entdeckt,
und der andere, Theaitetos, «die Grundlagen einer allgemeinen Theorie der
quadratischen Irrationalititen» geschaffen haben. — Ich méchte diese Gedan-
ken von H. Vogt deswegen so nachdriicklich hervorheben, weil man heutzutage
einer dhnlichen Auffassung eigentlich in jedem Handbuch der griechischen
Mathematikgeschichte begegnet. Die Leistungen der beiden Mathematiker,
Theodoros und Theaitetos, werden ja so gut wie von allen Vertretern des Faches
im grossen und ganzen dhnlich wie von H. Vogt beurteilt.

Es fragt sich nun: wie entstand diese merkwiirdige Auffassung? Welche
antike Zeugnisse gibt es denn dafiir, dass einerseits wirklich Theodoros es ge-
wesen wire, der zuerst «das Umkehrproblem der Quadrierung allgemein gestellt
hdttes, und dass andrerseits «die Grundlagen einer allgemeinen Theorie der
quadratischen Irrationalititen» in der Tat von Theaitetos stammen sollten ?
Was ist der Ursprung dieser modernen historischen Ansichten iiber die mathe-
matischen Leistungen des Theodoros und Theaitetos?

Nun hat den Anlass zu dieser historischen Rekonstruktion zweifellos
Platons nach Theaitetos benannter Dialog bzw. die mathematische Stelle in
diesem Dialog gegeben. Wie H. Vogt in seiner eben erwihnten Arbeit dariiber
schrieb:!! «Die mathematische Stelle im Theaetet ist die Geburtsurkunde des
Irrationalen, ausgestellt von einem Zeitgenossen.» — Man hat also eine Stelle in
Platons Dialog in historischem Sinne — als «Geburtsurkunde des Irrationalen»
— ausgelegt, und diese Auslegung hat in der spdteren Forschung zu noch wei-
tergehenden Konklusionen gefiihrt. Inwiefern diese Auslegung tiberhaupt halt-
bar ist, wollen wir noch nicht fragen. Ich méchte einstweilen eher darauf hin-

1 Bibl. math. 10, 1909/10, 131.
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weisen, dass der grundlegende Gedanke der erwihnten Auslegung gar nicht von
H. Vogt stammt. Er scheint die Inspiration dazu von P. Tannery empfangen zu
haben. Denn Tannery schrieb ja noch i..J. 1884 iiber dieselbe Platon-Stelle
(«Theait.» 147 D—148 B) wortlich das folgende:?

«On ne peut guere douter que dans tout ce passage Platon ne fasse allusion
a deux traités, I'un déja ancien de Théodore de Cyréne, 'autre probablement
assez récent de son ami Thééteéte. 1l racconte la naissance d’une des idées fonda-
mentales de ce dernier traité, et s’il fait concourir a4 la naissance de cette idée
un jeune camarade de Théététe, du nom de Socrate, il est assez probable que
c’est lui méme (also wohlgemerkt: Platon selber !) qu’il désigne ainsi.»

Nun glaube ich, diese Ansichten von P. Tannery unten, an Hand einer
neuen Analyse des Platon-Textes, in allen ihren Einzelheiten widerlegen zu
konnen. Aber es sei mir erlaubt, schon an dieser Stelle mindestens auf dre:
schwache Punkte in dem eben angefiihrten Tannery-Zitat hinzuweisen.

1. Die sogleich auffallende Schwiiche des vorhin angefiihrten Zitates be-
steht darin, dass Tannery nicht nur dem Theodoros und dem Theaitetos ihren
Anteil an der Lehre iiber die Irrationalititen sichern mochte, sondern ausser-
dem auch noch Platon aus seiner Konzeption nicht fortlassen will. Er glaubt,
jener «junge Sokrates», den Theaitetos im Dialog erwihnt, wire Platon selber.
Und so wird der Platon-Text nebenbei ein Zeugnis auch noch dafiir, dass auch
das Haupt der Akademie in seinen jungen Jahren an der mathematischen KEnt-
deckung des Theaitetos mitbeteiligt gewesen widre. — Nun hat man zu jener
Zeit, in der Tannery die oben zitierten Worte schrieb, hie und da in der Tat noch
versucht, Platon auch konkrete mathematische Entdeckungen zuzuschreiben.
Aber ich glaube nicht, dass es auch heute noch irgendjemanden gibe, der in der
mathematischen Stelle des Dialogs «Theaitetoss eine «Anspielung von Platon
auf sich sclbsty entdecken wollte. Platon wird heutzutage nicht mehr zu den
aktiven Forderern der Lehre des Theaitetos geziahlt. Diesen Irrtum von Tannery
scheint man inzwischen stillschweigend schon aufgegeben zu haben.

2. Es bleibe hier auch jene andere Schwiche der Auffassung von Tannery
nicht unerwihnt, deren auch er selber vollkommen bewusst war. Denn wohl hat
zwar Tannery im Sinne seiner oben angefithrten Worte eine «bedeutende Ent-
deckungy dem Theaitetos zuschreiben wollen. Aber er musste sich dennoch
fragen: war denn dasjenige, was — nach seiner Auslegung des Textes — «von
Theaitetos entdeckt wurdey, in der Tat etwas neues, auch dem gegeniiber, was
auch schon der Lehrer des jungen Mannes, Theodoros selber gewusst hatte ? Er-
gab sich die angebliche «Entdeckung des Theaitetos» nicht sozusagen von selber
aus der Lehre des Theodoros ? — Wohl eben diese Zweifel veranlassten Tannery,
in derselben Arbeit, der ich das obige Zitat entnahm, auch noch das folgende zu

12 ¢Sur la langue mathématique de Platon», Annales de la Faculté des Lettres
de Bordeaux 1884, 1 95—105 = Mémoires Scientifiques (J. L. HEIBERG — H. G. ZEUTHEN)
II 91—104.
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schreiben (einige Worte unterstreiche ich in dem folgenden Text von Tannery
— A. Sz.):13

«...le singulier & nos yeux, est que cette généralisation (d. h. die Verull-
gemeinerung der Lehre des Theodoros durch Theaitetos), qui n’offrait aucune
difficulté séricuse, n’ait pas été faite par Théodore de Cyréne, que celui-ci se soit
borné & montrer, sur un grand nombre de cas particuliers, comment se traitait
la question de la commensurabilité ou de I'incommensurabilité d’une racine.
I’histoire des mathématiques offre d’autres exemples analogues, mais celui-la
est incontestablement le plus saillant etc.»

3. Die dritte auffallende Schwiche derselben Auffassung erblicke ich
in der Inkonsequenz der beiden eben hervorgehobenen Ansichten. Denn Tannery
scheint ja noch gewusst zu haben, dass man — selbst im Sinne seiner eigenen
Texterklirung — die «Entdeckung des Theaitetos» nicht klar und eindeutig von
der Lehre des Theodoros abgrenzen kann, ja er vermochte die mathematische
Selbstindigkeit des Theaitetos dem Theodoros gegeniiber kaum noch mit einer
Ausrede zu retten. (Ahnliches kime in der Geschichte der Mathematik auch
sonst vor, auch wenn man zugeben miisste, dass der vorliegende Fall sehr auf-
fallend ist!) Wohl hitte also Theodoros sclber ohne jede ernsthafte Schwierig-
keit dieselbe Verallgemeinerung vollziehen kénnen, die dann — nach Tannery
— dennoch dem Theaitetos vorbehalten blieb. Aber damit noch nicht genug!
Auch das Mindestmass von Selbstindigkeit wird in der Konzeption desselben
Tannery dem Theaitetos nicht allein belassen. Auch Platon wire noch an der
kleinen Entdeckung mitbeteiligt gewesen ! Ja, Platon hitte den eigenen Anteil
daran fiir so wichtig gehalten, dass er darauf in dem Dialog mit einer «Anspie-
lung auf sich selbst» deutlich hingewiesen haben soll. :

Hitte man nun bloss die eben erwiahnten drei schwachen Punkte in der
Konzeption von Tannery wahrgenommen, so wire man wohl auch schon da-
durch zu einer griindlichen Revision seiner ganzen historischen Konstruktion
gezwungen. Aber statt dessen blieb diese Konzeption im grossen und ganzen
bis zum heutigen Tag beibehalten. Ja sie hat eine ganz unglaubliche Wirkung
auf alle diejenigen ausgeiibt, die sich seitdem mit derselben Platon-Stelle be-
schiftigt hatten. Nur durch die Auffassung von Tannery beeinflusst hat auch
E. Sachs, die Schiilerin des bekannten Philologen, U. v. Wilamowitz-Moellen-
dorff, versuchen konnen, «den grossen Mathematiker Theaitetos der Vergessen-
heit zu entreissen».

Nun muss ich in dem folgenden die entscheidende Stelle aus Platons
Dialog selbstverstiandlich von neuem eingehend interpretieren, und es wird sich
im Laufe der Interpretation zeigen, warum jene Ansichten iiber Theodoros und

13 Mém. Scient. IT 96.

uvygl. B. L. v. d. WAERDEN, Erwachende Wissenschaft, Basel—Stuttgart 1956, 16.
Wie bekannt, hiess die Berliner Dissertation von E. SAcHS: De Theaeteto Atheniensi
mathematico. 1914.
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Theaitetos, die in der Mathematikgeschichte auch heute noch iiblich sind, und
die einst durch P. Tannery inauguriert wurden, ohne Zweifel unhaltbar sind.
Bevor ich jedoch die wichtigste griechische Textpartie (zusammen mit meiner
parallelen Ubersetzung) hier abdrucken lasse, muss ich noch einiges iiber die
allgemeine Platonische Einkleidung der mathematischen Stelle in das Ganze
des Dialogs vorausschicken. Denn auch diese Einkleidung scheint dazu beige-
tragen zu haben, dass die mathematische Stelle selber in historischem Sinne
— als «Geburtsurkunde des Irrationalen, ausgestellt von einem Zeitgenosseny —
aufgefasst werde.

Was die Einkleidung in den Dialog bei Platon betrifft, sie ist die folgende:
der Philosoph, Eukleides von Megara,!® erzidhlt seinem Freund, Terpsion, dass
er gesehen habe, wie Theaitetos sterbend von dem Schlachtfeld von Korinth
nach Athen gebracht wurde. Er hatte Dysenterie zu seinen Wunden hinzuge-
kriegt. — Damit beginnt die Lobrede der beiden Freunde auf den sterbenden
Theaitetos. Er ist xalde 1¢ xai dyaddc in jeder Hinsicht; besonders wird seine
Tapferkeit im Kampf hervorgehoben. Auch Sokrates hitte ihn einst als jungen
Mann bewundert, und geweissagt: er werde beriihmt, wenn er einst das Mannes-
alter erreiche. -— Mit dieser kurzen Kinleitung sind wir auch schon bei dem
Gegenstand des Dialoges angelangt: Eukleides hat jenes Gespriich, das einst
Sokrates — kurz vor seinem Tode (i. J. 399 v. u. Z.) — mit Theaitetos und mit
dessen Lehrer, dem Mathematiker Theodoros gefithrt hatte, aufgezeichnet, und
er wird jetzt dieses Gespridch vorlesen lassen.

Man darf aus dieser Einleitung schliessen, dass der Prolog des Dialoges
wohl i. J. 369 (nach der Schlacht bei Korinth), dem Todesjahr des Theaitetos
spielt. Dagegen fand jenes andere Gespriich, das Eukleides aufzeichnete, dreissig
Jahre friiher, vor dem Tode des Sokrates statt. Inzwischen hat sich die einstige
Weissagung des Sokrates offenbar verwirklicht.

Zur Zeit des eigentlichen Dialoges ist also Theaitetos noch sehr jung, ein
uetpdxtoy — wie jener Mathematiker von Kyrene, Theodoros iiber thn sagt,
den Sokrates gerade gefragt hatte: ob er wihrend seines Aufenthaltes in Athen
begabte junge Leute kennengelernt hiatte. Auf diese Frage hin erkliart Theodo-
ros, dass er einem Jiingling (Theaitetos) begegnet sei, so wunderbar begabt, wie
er Zeit seines Lebens noch keinen anderen gesehen habe. Schon ist er nicht —
«Nimm’s mir nicht iibel, Sokrates, aber er gleicht dir» —, doch unglaublich
schnell von Begriff, sanftmiitig und doch tapfer wie kein zweiter. Eine solche
Kombination von guten Eigenschaften hiatte Theodoros nie fiir méglich gehal-
ten. «Er geht mit solcher Leichtigkeit, so ohne Anstoss und mit derartigem

15 Wie bekannt, wurde der Mathematiker EURKLID lange Zeit hindurch — auch noch

in der neuzeitlichen Wissenschaft — mit dem Philoscphen von Megara verwechselt, ob-
wohl der Mathematiker mindestens etwa 50—60 Jshre jinger gewesen sein mag, als der
bekannte Vertreter der megarischen Schule. — Die richtige Transkripticn des Namens

wire in beiden Fillen: EUKLEIDES; nur um zu unterscheiden schreibe ich den Namen des
Mathematikers konsequent in der verdeutschten Form: Evkrip.
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Erfolg an die Wissenschaften und an die Forschung — dabei ganz ruhig, wie
geriduschlos ausfliessendes Ol —, dass man sich wundert, wie es moglich ist,
dass einer so jung so viel leistet.» Durch solche Worte angeregt beginnt dann
Sokrates sein Zwiegesprdch mit dem jungen Theaitetos. — Aber wir wollen
jetzt vor allem feststellen: welche historischen Schliisse sich aus der Einkleidung
des Dialoges ergeben?

Man hat aus diesem Prolog wohl mit Recht geschlossen, dass Theaitetos
offenbar ein jiingerer Zeitgenosse von Platon war. Es ist auch wahrscheinlich,
dass Platon mit dem gleichnamigen Dialog u. a. auch das Andenken dieses
seines Zeitgenossen verewigen wollte. Ja, es wire sogar moglich, die in dem
Prolog erwahnte «Weissagung des Sokrates» in dem Sinne auszulegen, dass der
junge Schiiler des Theodoros, mit dem Sokrates das Gesprach fiihrte, spater
wirklich zu einem bedeutenden Mathematiker wurde. Von dem «Mathematiker
Theaitetos» wissen wir ja auch aus anderen Quellen des Altertums, auch wenn
es einstweilen dahingestellt bleiben muss: inwiefern diese anderen Quellen von
Platons Dialog unabhéngig sind. — Man wird also den «Mathematiker Theai-
tetos» nicht ohne weiteres fiir eine blosse Legende erkliren kénnen. — Dies muss
aus dem folgenden Grunde im voraus festgelegt werden.

K. Reidemeister schrieb in seinem Buch:1® ¢<ich kann mich des Verdachts
nicht erwehren, dass Thedtet der Mathematiker nur eine Legende ist, die sich
um den Theidtet des Platonischen Dialogs kristallisiert hat.» — Man wird bald
sehen, dass Reidemeister mit dieser Vermutung in einem gewissen Sinne aller-
dings recht hatte. Man hat in der Tat eine Legende iiber die wissenschaftlichen
Leistungen des Theaitetos gedichtet, mit der die historische Forschung auf-
rdumen muss. — Aber ich glaube, es wire dennoch verkehrt, wenn man den
«Mathematiker Theaitetos» samt und sonders fiir eine Legende erklarte. Man
muss mindestens die Moglichkeit dessen, dass es einen Mathematiker dieses
Namens zu Platons Zeit wirklich gegeben hat, offen lassen. Wie S. Heller dar-
itber schrieb: «Der Mathematiker Theidtet, den uns Platon in dem gleichnami-
gen Dialog schildert, ist keine fingierte Personlichkeit . . ., sondern hat wirklich
existiert . . .» — KEs fragt sich nur: was bedeutet der Name Theaitetos fiir die
Mathematikgeschichte ? Denn aus Platons Dialog erfihrt man ja in der Wirk-
lichkeit — wie man bald sehen wird — gar nichts von irgendwelchen neuen
mathematischen Entdeckungen des Theaitetos. Und damit sind wir bei der
Revision der bisherigen Interpretation der mathematischen Stelle des Dialogs
«Theaitetosy angelangt.

16 K. REIDEMEISTER, 0. ¢. 24.

17 8. HELLER, Ein Beitrag zur Deutung der Theodoros-Stelle in Platons Dialog
«Theatety, Centaurus 1956 vol. & pp. 1—58. — Allerdings kann ich der Fortsetzung des
obigen Zitates von S. HELLER — «Die Friichte seiner (d. h. des THEAITETOS) wissenschaft-
lichen Titigkeit sind uns in EukLIDs Elementen, Buch X und XIII erhalten gebliebens»
— nicht beipflichten.
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Wir wollen hier den fraglichen griechischen Text des Dialogs «Theaitetos»
(147 C—148 B) und seine deutsche Ubersetzung niher ins Auge fassen. Da
jedoch sowohl meine folgende Ubersetzung wie auch spiter die ausfiihrlichere
Interpretation des Textes, vor allem auf eine Worterklirung gebaut wird, muss
ich schon hier einiges iiber diese Worterklarung vorausschicken. (Ich hoffe, dass
die Kenntnis dessen, was hier vorausgeschickt wird, das Verstindnis meiner
Ubersetzung von vorneherein erleichtert.)

In dem anzufithrenden Platon-Text kommt mehrmals der mathematische
Fachausdruck odvauic — ja einmal auch das entsprechende Verbum der Ma-
thematik: dévaslar — vor.’8 Uber diesen Ausdruck konnte ich zuletzt die fol-
genden wichtigen Tatsachen feststellen.!?
> Man iibersetzt den mathematischen Fachausdruck dJdrvautc héufig als
«Potenz»2° Doch ist diese Ubersetzung irrefithrend, ja eigentlich auch falsch.
Denn die griechische Mathematik kennt noch nicht unseren Begriff «Potenz»
(¢*). Etwas dhnliches wie unsere «Pofenz» ist die Platonische Bezeichnung:
atén.2! Aber auch die adéy ist keine « Potenzy; denn es gibt ja im griechischen nur
eine «zwetter und eine «dritte atény (vgl. bei Platon: xavd Tolvny aiiény).

Auchsolche zweifellos spdtantike Ausdriicke bei Diophantos,? wie dvvauo-
dvauic (at), dovaudxvfoc (a%) und xvpdxvfoc (ab) zeigen, dass der Ausdruck
0vaus keineswegs «Potenzy sein kann. — Nachdem nun der %9fos ohne Zweifel
die «Kubik» bezeichnet, kann das Wort ddvauec als mathematischer Terminus
nur «Quadraty heissen.

Noch wichtiger als das blosse Feststellen der Wortbedeutung — ddvauts
(als mathematischer Fachausdruck) = «Quadraty — ist das historische Ableiten
dieser Bezeichnungsart. — Wie kam namlich jenes Wort, das in der alltdglichen
Sprache in einem ganz anderen Sinne benutzt war (0dvauc = «Kraft Fdihigkedt,
Macht), zu dieser merkwiirdigen Bedeutung in der mathematischen Fach-
sprache (Sdvauis = «Quadraty)?

18 Bs kommt dabei in dem anzufiihrenden Text dasVerbum ddvacfar ein anderes
Mal auch in seiner nicht-terminusartigen, alliiglichen Bedeutung vor: dgibuog dvvduevog ioog
lodsug piyveolar = ¢die Zahl, die vermag gleichmal gleich zu sein».

19 Sjehe A. SzaB0, Der mathematische Begriff divaus und das sog. geometrische
Mittel, Mara, N. S. XV 1963 219—256. — Ich kann hier diesen meinen Aufsatz selbst-
versténdlich nicht im ganzen wiederholen; ich fasse an dieser Stelle nur die Feststellun-
gen tiber den Sinn des mathematischen Ausdruckes ddvauig kurz zusammen.

20 Z. B. J. L. HEIBERG in seiner lateinischen Ubersetzung der 2. Definition des
Buches Eucl. Elem. X: «Rectae potentia commensurabiles etc. (= edfelar dvwduer adupet-
pot). Oder auch M. TiMpPANARO-CARDINI, Pitagorici II., Firenze 1962 p. 77 (in der
Ubersetzung der traglichen I’LaToN-Stelle): ¢TEODORO qui, ci aveva costruito delle figu-
re relative alle potenze ecc.

21 Resp. IX 587 D.

22Vgl. dazu TH. L. HEATH, A History of Greek Mathematies, 1. Oxford, 1921
457 —458.
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In der Mathematik hat nicht nur das Hauptwort ddvauts, sondern auch
das dazugehorige Verbum, ddvasfat, eine spezielle Bedeutung; und zwar heisst
das letztere: «gelten, wert sein, ausmachen, betragen», wobei der «Wert» immer in
Quadrat gemeint ist.2® Ja, es liess sich auch beobachten, dass der Fachausdruck
d0vvaclar in der Mathematik wurspriinglich bei der Flichenumgestaltung be-
nutzt wurde; wurde nimlich ein Rechteck in ein flichengleiches Quadrat ver-
wandelt, dann sagte man iiber die Seite des gefundenen Quadrats, dass diese
Strecke (ed0cia) dem vorigen Rechteck (t® mepieyouévw Ond) in Quadrat (d. h.
also: wenn man ein Quadrat auf die betreffende Strecke erhebt !) gleichwertiy
tst (lgov Obvarar).

Der mathematische Fachausdruck d¢évasfar muss demnach aus der Fi-
nanzsprache entlehnt sein. Wie man niamlich bei der Umrechnung irgendeiner
Geldart in eine andere den Wert mit diesem Zeitwort zum Ausdruck brachte,?
80 bezeichnete man mit demselben Verbum (ddvacfar) bei der geometrischen
Flichenumgestaltung den Wert eines Rechtecks in Quadrat. Und wie in der
Finanzsprache das Wort ddvautc im allgemeinen die Bedeutung «Wert» hatte,?
so bekam dasselbe Wort in der Geometrie den speziellen Sinn: «Quadratwert eines
Rechtecks», dann im allgemeinen: «Quadratwerty, und schliesslich: «Quadraty.

Nachdriicklich hervorheben muss ich ausserdem noch das folgende:

Man iibersetzt den mathematischen Fachausdruck ddvapic cben an der
zu behandelnden Stelle des Platonischen Dialoges «Theaitetoss manchmal als
«Quadratseiten, oder «Quadratiwurzely. Ich habe in meiner oben erwidhnten
Arbeit? in aller Schiirfe schon darauf hingewiesen, dass diese Ubersetzung vol-
lig unbegriindet ist. Der mathematische Ausdruck ddvauec hat nie einen ande-
ren Sinn als «Quadratwerty oder «Quadraty. Ubersetzt man dieses Wort mit
«Quadratwurzely oder «Quadratseite, so ist dies nur ein Beweis dafiir, wie ober-
flachlich und nachlissig die mathematische Stelle des Dialogs « Theaitetosy in der
Fachliteratur bisher behandelt wurde.?® — Soviel zunidchst iiber das Wort

23Vgl. F. Rupio, Der Bericht des Simplicius tiber die Quadraturen des Antiphon
und Hippokrates, Leipzig 1907, 139 (Index s. v. ddvasfar); ebenso auch Ta. L. HEATH,
Archimedes, p. CLXI.

# Vgl bei TH. L. HEATH, Archimedes, p- CLXTI: «The verb divacfa: (with or without
ioov) has the sense of being dvvduer ioa, and, when didvacfar is used alone, it is followed
by the accusative; thus the square (on a slrazqht line ) is equal to the rectangle contained by .
is: (edfeia) ioov Sivarat TQ TEQLEXOUEVQ VTS . . »

% Man vergleiche bei NENOPHON (Anab. 1 5. 6): «der oiyiog (eine asiatische Minze,
das hebrivische Seckel) macht aus, gilt, oder: hat den Wert (§dvarar) von siebenundeinhalb
attischen Obolen»; oder DEMOSTHENES (34, 23): «der Stater von Kyzikos hatte dort den
Wert (édivaro) von 28 Drachmens.

2 7. B. bei PLUTARCH («Lykurgos» 9, und «Solon» 15): ¢er liess das Geld nur einen
kleinen Wert haben: dvvauw SAiyny 1d vopiouare Edwxev.y

¥ Siehe oben Anm. 19.

28 Ks freut mich, hier erwithnen zu diirfen, dass dieser mein Hinweis durch
zustiindige Stelle schon gebilligt wurde. Vgl. im Sammelband «Zur Geschichte der grie-
chischen Mathematiks (red. von O. BECKER, 1965) 8. 254 den Nachtrag von B. L. v. d.
WAERDEN, sowie die Stellungnahme von A. FRAJESE in seinem anregenden Biichlein
«Platone e la matematica nel mondo anticos, Roma, Kditrice Studium 1963, p. 164 not. 18.
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dtvaurs selber. Zu der hier zusammengefassten Worterklarung miissen wir ja
in der ausfiihrlicheren Interpretation noch wiederholt zuriickkommen.
Und nun fasse man den Text selber («Theait.» 147 C—148 D) ins Auge.

“Pdbiov, & Zdnoares, viv ye oftw gai-
veTar arap xwdvveders Spwtdv olov xal
3 -~ e - 3 3 -~ ’
avtols, fuly &vayyos ciofjAle dialeyoué-
voig, uol Te xal TH o Spuoviuw Xw-

xpdret.

Al -~ 2z T 7 .
T6 moiov 87, & Oceaitnre;

1Tept dvvdpuedy o Nuiv Geddwpog Gde &-
yoage, Ti¢ te Tolmodoc xai mevtémodog
( Groqalvay) 8te pijxer od oVuuctoot i
nodalg, xali oftw xava ulay ExdoTny
spoatpoBuevos uéyot Tijs Entaxardexdmto-
dog- &v 8¢ Tavty mws Evéoyetror Huv oty
eloniMe Tt TowoDTOY, Emerdr) dmetgor TO
wAijlo¢ ai dvvdueis Egaivovto. mewalipac
ovrlafeiy eis &v, Gt ndoas Tadras npo-
cayopedoouey Tag Svvdusts.

“H xai nboeté 1 Torotrov?

Theaitetos

So scheint es leicht zu sein, Sokrates.
Denn du fragst ja wohl etwas @hnli-
ches, wie es auch uns zuletzt im Ge-
sprich begegnete, mir und deinem Na-
mensverwandten hier, dem anderen
Sokrates.

Sokrates

Was war es denn, Theaitetos ?

Theaitetos

Uber Quadrate zeichnete uns etwas
dieser Theodoros, iiber dasjenige mit
drei und mit fiinf Quadratfuss-Fliche,
indem er zeigte, dass diese der Ldnge
nach nicht messbar (pijxet 08 ovpuueToor)
mit dem Einheitsquadrat sind; und so
nahm er jedes Quadrat (éxdotny scil.
dtrauty) einzeln bis zu demjenigen
mit siebzehn Quadratfuss-Fliche vor;
bei diesem horte er irgendwie auf. —
Uns fiel nun ein solcher Gedanke ein:
nachdem es unendlich viele Quadrate
gibt, sollte man es versuchen, diese in
eins zusammenzufassen, wonach wir
alle Quadrate benennen kénnten.

Sokrates

Und habt ihr auch etwas solches ge-
funden?
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*Euovye doxotuey: oxdner 68 xal ov.

Aéye.

Tov agolluov mdvra diya diédafouey- Tov
pév duvduevor loov iodsug yiyvealat, T
TeTpaydv TO oYU GREAoaVTES TE-
TPAYovoy TE Ral lodmAevpoy moooeinousy.

\ T
xal €0 ye.

Kai tolvoy pueta&d tovrov, dv xai ta tpla
xal Ta mévre xal mdc Oc addvatos loog
lodxi; yevéalar, GAX 7} adelwv élatTo-
vdxis 7 EAdTTov mleovdxis yivetar, pei-
Cawv 08 xal 8AddTTwr del mhevpd adTov me-
othaufdver, T® mpowixel at oyrjpart G-
mewedoavtes moounxy dollucy érxaiéca-

uev.

313
Theaitetos

Ja, ich glaube. Aber priife auch du
selber.

Sokrates

Sag nun !

Theaitetos

Wir teilten alle Zahlen in zwei Grup-
pen; diejenigen, die vermogen gleich-
mal gleich zu sein, verglichen wir —
der Gestalt nach — mit dem Viereck
und wir nannten sie gleichseitige Qua-
dratzahlen.®

Sokrates

Sehr richtig !

Theaitetos

Diejenigen Zahlen dagegen, die unter
den vorigen sind, wie z. B. die drez, die
finf und iberhaupt jede Zahl, die
nicht gleichmal gleich sein kann, son-
dern entweder wenigermal mehr, oder
mehrmal weniger ist, d. h. also, die
von einer griosseren und von einer
kleineren Seite3® umfasst wird, diese
Zahlen verglichen wir mit der Recht-
eckfigur und wir nannten sie Rechi-
eckzallen.

2 Die Bezeichnung bei PLATON «jleichseitige Quadratzahly ist natiirlich tautolo-
gisch. Bei KURLID heisst die Zahl, «die sich in gleichmal gleiche Ifaktoren auflosen lilssiy
(ilodsug i005) eintach nur «Quadratzahly (Teredywros dofuds), Elem. VII def. 19.

30 (Seiter (mAevod) heisst in diesem Zusammenhang natirlich auch «Fakiors, eben-
50 wie bei KukLip, Elem. VII def. 16. Daraus ersieht man, dass ein Produkt von zwei
Fuktoren im allgemeinen als Rechteck aufgefasst wurde. Ubrigens kommt die Bezeich-
nung «Rechteckzahly (ngoprxns oder fregdunxnc in unserem PraTon-Text) bei KukrLip
nicht vor. KUKLiD kennt nur den Begrift «Flichenzahly (énineoc dpbudc), der selbstver-
stindlich sowohl eine «Quadratzahly wie auch eine (Rechteckzahly sein kann. Ja, denkt
man an die alte pythagoreische Arithmetik, so war ursprunglich eine (Flichenzahly
wohl auch die «Dreicckzahly, «Fiinfeckzahly usw.
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Kdiliora. a2ra 1{ 10 pera todto;

o \ \ LS g s s
Goar udv yoapual Tov iodmlevpoy xai éni-
nedov  apluoy  teroaywvilover, pfxog
e 7 or \ Al [y [4 ’
wptedueba, Soar 3¢ Tov Erepoutjny, dvvd-
HELG, O phxel udy o ovuuéroovs éxel-
- > Fd ’ o© s
vawg, tois & émnédors & dbvavrar.
Kai mepi 1a otepea drlo towoiroy,

YAword y’ dvlgomwy, & maides diatep
pot doxel 6 Oedlwpos 0dx Evoyos Tolg
yevdopaptvplow doeolar.

L. SZABO

Sokrates
Sehr schon! Aber was kommt noch?
Theaitetos

Diejenigen Strecken nun, die eine
gleichseitige Quadratzahl viereckiy ma-
chen,3! bezeichneten wir mit dem Wort
ufizoc; diejenigen Strecken dagegen,
die eine Rechieckzahl in Quadrat ver-
wandeln,®®  bezeichneten wir als
dvvduete, nachdem diese letzteren der
Liange nach zwar inkommensurabel zu
den anderen sind, doch sind dieselben
kommensurabel nach jenen Flichen
(Bmumédoig), die sie in Quadrat aus-
machen (4 ddvavrar).®® Und
dhnliches versuchten wir auch mit den
Korperzahlen.

etwas

Sokrates

Grossartig, Kinder ! Ich glaube, Theo-
doros hatte doch recht (nimlich: als
er dich lobte) etc.

Wir wollen die Interpretation des eben gelesenen Textes damit beginnen,
dass wir den inneren Zusammenhang der mathematischen Stelle mit dem
Ganzen des Platonischen Dialoges festlegen.

Die obige Textstelle beginnt mit jener Behauptung des jungen Theaitetos,

dass die Frage des Sokrates nach einem eben verklungenen Beispiel leickt sez,
denn Sokrates fragt ja «etwas dhnliches, wie es auch uns zuletzt im Gesprich

31 Die hervorgehobenen Worte der Ubersetzung bilden eine zwar eindeutige abcr
doch etwas knappe und nachldssige Umschreibung fur folgendes: «Diejenigen Strecken,
die ein solches Quadrat (ddvauic) viereckiq machen (terpaywvifover), das einer Quadratzahl
entspricht, bezeichneten wir mit dem Wort u#jxog . . .» — Ubrigens ist der Fachuusdruck
fir «Quadratzahly hier wieder tautologisch. Denn igdénlevpoc xai éninedoc dpbuds heisst
ja wortlich: «gleichseitige und ebene Zshl.

32 Man soll den griechischen Text dem Sinne nach hier selbstverstindlich wieder
mit dem Verbum zerpaywvifovew erginzen. Der iibersetzte Satz heisst also sinngeméss-
«diejenigen Strecken dagegen, die eine einer Rechteckzahl entsprechende dvauig in Quadrat
verwandeln (rergaywvifovor), bezeichneten wir als Svvdpews . . »

33 Man vergesse nicht den genauen Sinn des mathematischen Ausdruckes: édvacfar:
«den Wert haben in Quadraty, oder: «in Quadrat ausmacheny.
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begegneten. — Durch diese Worte wird die engste Verbindung der mathemati-
schen Stelle mit dem vorangehenden Gespriach hergestellt. Man kann die ma-
thematische Stelle auch gar nicht richtig verstehen, ohne ihre Verbindung mit
dem Vorangehenden zu beriicksichtigen.

Denn Sokrates fragte eingangs den Jungen: «Was ist Wissen?» (146 C),
und auf diese Frage hin antwortete Theaitetos zunéchst mit einer 4ufzihlung
von verschiedenen Arten des Wissens. Aber Sokrates war mit der Antwort nicht
zufrieden; anstatt der Awufzihluny verlangte er eine zusammenfassende, all-
gemeine Definition des Wissens. Er illustrierte auch sogleich seinen Wunsch
an einem Beispiel. Wenn man gefragt wiirde: «Was ist Lehm ?», auch dann
diirfte man nicht mit einer Awufzihlung der Lehmarten der einzelnen Hand-
werker antworten (147 A ff.), sondern man sollte eine allgemeine, zusammen-
fassende Definition des L.ehms versuchen. — Auf dieses Beispiel hin erwidert
dann der junge Mann, ja jetzt verstiinde er schon, die Frage des Sokrates wire
ganz leicht, denn etwas dhnliches wire ihm und seinem Freund auch zuletzt
begegnet.

Wie man sieht, steht also im Mittelpunkt des vorangehenden Gespri-
ches eine Art Gegenuberstellung: «Aufzihlung von Einzelerscheinungen» und
«zusammenfassende Definition derselben Erscheinungy werden einander gegen-
iibergestellt. — Von vorneherein erwartet man etwas dhnliches — nach der
einleitenden Bemerkung des Theaitetos — auch in der darauffolgenden mathe-
matischen Stelle. In der Tat kommt auch hier zunichst eine «Aufzihlung von
Kinzelerscheinungen», und danach folgt die «zusammenfassende Benennung
derselben Erscheinungy.

Nun woraus besteht aber die «Aufzdhlung von Einzelerscheinungeny in

dem mathematischen Teil? — Der Text besagt: «Uber Quadrate (dvvduetg)
zeichnete uns etwas Theodoros, iber dasjenige mit drei und mit fiinf Quadrat-
fuss-Fliche . . ., und so nahm er ein jedes Quadrat einzeln bis zu demjenigen

mit siebzehn Quadratfuss-Flidche vor . . .» — Man ersieht aus dieser wiederhol-
ten Textpartie, dass die Aufziklung in der Tat da ist. Ks werden hier ebenso
Quadrate (dvvdueig) aufgezihlt, wie vorhin Theaitetos einzelne Arten von dem
Wissen, und Sokrates Lehmarten von verschiedenen Handwerkern aufgezihlt
hatten. — Bevor wir jedoch genauer untersuchen, was wohl Theodoros mit den
aufgezihlten Quadraten gewollt haben mag, muss ich hier noch eine weitere
Betrachtung iiber den Terminus ddvouis einfiiggen. Denn vorhin wurde ja nur
die genaue Wortbedeutung dieses mathematischen Ausdruckes (dvvauts =
«Quadratwert eines Rechtecks», bzw. «Quadraty) festgestellt. Aber auf die Trag-
weite dieser rein sprachlichen Krkenntnis, von dem Gesichtspunkt der Mathe-
matikgeschichte aus, wurde ja bisher noch gar nicht hingewiesen. Und doch
konnte dies — meiner Ansicht nach — auch das bessere Verstehen des eben

untersuchten Platon-Textes erleichtern.
*
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Seit wann gibt es iitberhaupt diesen Begriff der Mathematik: ddvaues? —
Natiirlich kann man diese Frage mit einer sog. «absoluten Zeitbestimmungy
nicht beantworten. Denn versuchte man die «absolute Chronologies, so liesse
sich nur etwa folgendes sagen: auf alle Fille muss dieser mathematische Be-
griff vorplatonischen Ursprungs sein. Es wire auch nicht moglich, die Schépfung
des mathematischen Begriffes ddvauts irgendeinem mit Namen bekannten
griechischen Mathematiker (z. B. dem Theodoros von Kyrene) zuzuschreiben.
Denn nicht nur fiir Platon ist dieser Begriff ebenso geldufig, wie etwa gerade
und ungerade Zahl, sondern bekannt ist die ddvaurs auch schon aus der Mond-
chenquadratur des Hippokrates von Chios. Mit einem Versuch der «absoluten
Chronologie» kime man also lediglich zu solchen Feststellungen.

Aber viel wichtiger scheint mir in diesem Fall und fiir unsere Zwecke die
relative Chronologie. Denn es ist ja von vorneherein wahrscheinlich, dass der
mathematische Terminus ddvauic = «Quadratwert eines Rechtecksy jiingeren
Ursprungs ist, als der andere, gewhnliche Terminus der griechischen Geometrie
fir Quadrat, namlich: terpdywvoy oyxijua. Um eine solche Bezeichnung wie
TeTodywyoy oyfjua zu prigen, geniigt es, bloss die beiden wichtigsten Parallelo-
gramme «Rechtecks und «Quadrats zu unterscheiden. Dagegen kann man den
anderen Begriff (0dvaus = «Quadratwert eines Rechtecksy) erst dann schip-
fen, wenn man in der Tat auch schon weiss: wie ein Rechteck in flichengleiches
Quadrat verwandelt wird. Mit anderen Worten: der mathematische Begriff
odvauts und die Kenntnis, wie man ein Rechteck in flichengleiches Quadrat
verwandelt, miissen gleichalirig sein.

Der vorige Schluss, der sich aus meiner einfachen sprachlichen Feststel-
lung (ddvaus = «Quadratwert eines Rechtecks») beinahe von selbst ergibt,
fiihrt auch noch zu weiteren Beobachtungen, die — meiner Ansicht nach -
sowohl fiir das Verstindnis der untersuchten Platon-Stelle, wie auch fir die
ganze frithgriechische Mathematikgeschichte von ausschlaggebender Wichtig-
keit sind.

Wir fragen ndamlich zunichst: mit welchem Wort wurde im Griechischen
das «Verwandeln eines Rechtecks in flachengleiches Quadraty sprachlich he-
zeichnet? — Der regelrechte Terminus technicus war dafiir: terpaywyilew
bzw. als Hauptwort: retpaywvicuds. Es ist ja kein Zufall, dass — nachdem
die ddvaues, der «Quadratwert eines Rechtecksy, mit «Tetragonismosy gewonnen
wird — auch in unserem eben untersuchten Platon-Text neben der Bezeichnung
dvvduers auch dieser andere wichtige Terminus, tevoaywvilew, gebraucht wird.
Die beiden Begriffe, «dynamis» und «Tetragonismosy, gehéren auf das engste
zusammen. Und eben eine wichtige Mitteilung des Aristoteles iiber den «Tetra-
gonismos» wird uns sogleich auch ermdoglichen, die obige «relative Chronologies
hinsichtlich des Begriffes «dynamisy noch weiter zu prazisieren. lch muss vorher
nur noch eine kleine Bemerkung iiber den deutschen Sprachgebrauch vor-
ausschicken. Man iibersetzt niimlich dic griechischen Worte retpaywvilev und
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tetpaywviouds hiufig als «quadriereny. Doch mag diese Ubersetzung leicht irre-
fithrend sein. Denn das Wort «quadrieren» hat manchmal auch solche Bedeu-
tungen, wie «erheben eine Zahl auf die zweite Potenz», oder: «ein Quadrat
konstruieren mit einem gegebenen Segment». Dagegen verstanden die Griechen
unter retoaywviouds — wenn nicht gerade von dem terpaywyiouos 100 xxiov
die Rede war — immer das «Verwandeln eines Rechtecks in flichengleiches
Quadraty, und nie etwas anderes. (Selbstverstindlich fithrt auch der «Tetrago-
nismos» anderer geradliniger FFiguren immer iiber das Reckteck hindurch zu dem
flichengleichen Quadrat.) Darum vermeiden wir in dieser Arbeit mdoglichst
konsequent das leicht irrefiihrende deutsche Wort «quadrieren».

Nun sagt einmal Aristoteles in der Metaphysik tiber den «Tetragonismos»

wortlich das folgende:3 «Was ist tetpaywrvilew? — Das Auffinden der mittleren
Proportionaley (1! ot terpaywvilew . .. péons efpeots). Der Sinn und der

Textzusammenhang dieser biindigen Aristotelischen Behauptung werden in
dem trefflichen Kommentar von W. D. Ross folgendermassen erkldrt:3 «The
definition, the squaring of a rectangle is the finding of a geometrical mean between
the sides, is an abbreviated form of the syllogism: a rectangle can be squared
because a mean can be found between its sides.»

Denselben Gedanken erklirt auch Aristoteles selber ein anderes Mal aus-
fithrlicher:3® «Gewohnlich sind die Definitionen Schlusssitzen dhnlich, wie z. B.:
Was ist der Tetragonismos? — Die Konstruktion eines dem Rechteck (étepdunreg)
[lickengleichen Quadrates. Eine solche Definition ist ein Schlusssatz. Derjenige
aber, der behauptet, dass der Tetragonismos das Auffinden der mittleren Propor-
tionale ist, der macht auch den Grund der Sache namhafty (6 0¢ Aéyww, 6t éotiy
0 TeTpaywriouos uéons ebpeats, Tob mpdyuaros Aéyer T aitiow).

Wichtig ist fiir uns diese zweimalige Behauptung des Aristoteles des-
wegen, weil man daraus ersicht, dass ein jeder, der in der damaligen Mathema-
tik auch nur einigermassen bewandert war, selbstverstindlich wissen musste:
ohne die Konstruktion der mittleren Proportionale (vgl. Eucl. Elem. VI 13)
kann man den «Tetragonismos» (= «das Verwandeln eines Rechtecks in flichen-
gleiches Quadraty) eigentlich nicht l6sen. Natiirlich wird auch bei Euklid in dem
Satz II 14 eigentlich die mittlere Proportionale konstruiert, obwohl hier — aus
einem besonderen Grunde, der in dieser Arbeit nicht erértert werden soll — die
Proportionenlehre auf dem Wege einer interessanten Flichengeometrie um-
gangen wird. Aber eben die kategorische Behauptung des Aristoteles — «Te-
tragonismos» und Auffinden der mittleren Proportionale sind dgquivalent —
bildet sozusagen den Beleg dafiir, dass die Griechen das Verwandeln eines
Rechtecks in flachengleiches Quadrat urspriinglich wohl mit der Konstruktion
der mittleren Proportionale gelost hatten. Die Flickengeometrie im Satz 1114

3 Met. 996 b 20—21.
35 Aristotle’s Metaphysics, Vol. I —I1. Oxford, 1924 (I. p. 229).
3% De anima 11 2,413 a 19.
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der Euklidischen «Elementes mag demgegeniiber eine nachtrigliche Um-
kleidung, ja vielleicht auch Tarnung der urspriinglichen Lésung sein.

Wurde jedoch das «Verwandeln eines Rechtecks in fldchengleiches Qua-
draty urspriinglich in der Tat auf dem Wege der Konstruktion der mittleren Pro-
portionale gelost, so muss die Schopfung des Begriffes «dynamis» (= «Quadrat-
wert eines Rechtecksy) nicht nur dem «Tetragonismos» im allgemeinen, sondern
auch der Kenntnis, wie man die mittlere Proportionale zweier Strecken konstruiert,
gleichaltrig sein. — Dieser einfache Schluss lidsst uns sogleich auch verstehen:
warum eigentlich der vollkommen neue Begriff — dynamis = «Quadratwert
eines Rechtecksy — geschopft wurde? Denn die Krkenntnis, wie man die mitt-
lere Proportionale zweier Strecken konstruiert, war ja in der Tat ein bedeuten-
der Vorstoss der ganzen Geometrie. Man denke néimlich an die beiden folgenden
Sétze bei Euklid:

Elem. VIII 18: «Zwischen zwei #dhnlichen Flichenzahlen (dd0 duolmv
Emimédow dplludy) gibt es eine mittlere proportionale Zahly und

Elem. VIII 20: «Wenn es zwischen zwei Zahlen eine mittlere proportio-
nale Zahl gibt, dann sind die beiden Zahlen dhnliche Flichenzaklen.»

Um diese beiden Sétze zu verstehen, muss man wissen, dass nach der
Kuklidischen Definition Elem. VII def. 22: «Ahnliche Flichenzahlen (Suotot
éninedot aoiluol) sind diejenigen, deren Seiten (= mlAcvoal, Faktoren) je
nach Logos gleich sind.»%? Im Sinne dieser Definition sind also «&hnliche Flichen-
zahlen» vor allem die Quadratzahlen (4, 9, .. .), aber auch solche Zahlenpaare,
wie 2 und 8, oder 3 und 12, denn auch diese letzteren lassen sich ja in unterein-
ander proportionelle Faktoren,1-2und 2-4, bzw. 1-3 und 2-6 zerlegen (also
1:2=2:4und1:3 = 2:6). — Nunbesagt der Satz VIII 18, dasses zwischen
zwel solchen «ihnlichen Flichenzahleny eine mittlere proportionale Zahl gibt.
In der Tat findet man leicht die mittlere proportionale Zahl nicht nur zwischen
zwei Quadratzahlen — z. B. zwischen den 4 und 9 die 6 (4 : 6 = 6 : 9) —, son-
dern auch unter solchen anderen «ihnlichen Flichenzahlen», wie unsere eben
genannten Beispiele, die 2 und 8, und die 3 und 12 sind (2:4 =4 :8, und
3:6 = 6:12). — Der andere Satz (VIII 20) ist nur die Umkehrung des voran-
gehenden (VIII 18): gibt es eine mittlere proportionale Zahl zwischen zwei
vorgelegten Zahlen, dann kénnen diese beiden vorgelegten Zahlen nur éhnliche
Flichenzahlen sein.

Es ist nun leicht einzusehen, dass in jener dlteren Zeit, in der die beiden
Sétze VIII 18 und 20 schon bekannt waren — aber noch nicht auch die Konstruk-
tton der mittleren Proportionale zwischen zwei beliebigen Strecken (Eucl. VI 18) —,
auch nicht alle Rechtecke in flachengleiche Quadrate verwandelt werden konn-
ten. Nur wenn die Seiten der betreffenden Rechtecke «ihnliche Flichenzahleny

37 Zu der Wendung «je nach Logos gleichy vgl. man meine Arbeit: «Die frithgriechi-
s che Proportionenlehre im Spiegel ihrer Terminologie» in «Archive for History of Exact
Sciencesy vol. 2, 1965 197—270
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waren (d. h. wenn sie sich in «ihnliche Flichenzahlen» zerlegen liessen) — wie
wir sagen wiirden: wenn die Flichenmasse der fraglichen Rechtecke «Quadrat-
zahlen» waren —, dann fand man zu ihnen sogleich auch die flichengleichen
Quadrate. Wurde jedoch ein solches Rechteck vorgelegt, dessen Seiten z. B.
1 und 3 Lingeneinheiten (also keine «dhnlichen Flichenzahlen») waren, so liess
sich dieses Rechteck -~ ohne die Kenntnis dessen, wie man die mittlere Propor-
tionale auf geometrischem Wege konstruiert - auch nicht in flichengleiches
Quadrat verwandeln.

Als man jedoch spiter mit der geometrischen Konstruktion der mittleren
Proportionale auch diese andersgearteten Rechtecke (mit Seiten von nichi-
ahnlichen Flichenzahlen) in Quadrate verwandelte, erhob sich die interessante
Frage: was sind die Seiten dieser Quadrate? Denn diese Seiten waren ja mittlere
Proportionalen zwischen je zweien solchen Zahlstrecken (den beiden Seiten der
betreffenden Rechtecke), die nicht «ihnliche Flichenzahleny waren. Und doch
besagt der Satz Kucl. Elem. VI1I 20: «Gibt es zwischen zwei Zahlen eine mitt-
lere proportionale Zakl, dann sind die beiden Zahlen dhnliche Flichenzahlen.»
Mit diesem Satz liess sich die neuerkannte Tatsache - - namlich die Moglichkeit
der mittleren Proportionale zwischen zwei beliebigen Strecken — offenbar nur
auf dem Wege vereinigen, dass man den Begriff der linearen Inkommensurabili-
Lit einfiihrte: die mittleren Proportionalen zwischen zwei nicht-dhnlichen Fla-
chenzahlen sind nach griechischer Auffassung eben «keine Zahlens.

Inwiefern man nun — und auf welchem Wege — die lineare Inkommen-
surabilitit der mittleren Proportionale zwischen zwei solchen Strecken, die
«icht-dhnliche Flichenzahlen» sind, auch einwandfrei beweisen konnte, bleibe
dahingestellt. Fiir uns ist die eben angestellte Betrachtung nur deswegen,
wichtig weil man daraus ersieht, dass das Problem, wie man ein Rechteck in fli-
chengleiches Quadrat verwandelt — welches Problem in seiner allgemeinen
Form mit der Frage nach der mittleren Proportionale zwischen zwei beliebigen
Strecken dquivalent ist — im Laufe der historischen Entwicklung der Geome-
trie zu dem Problem der linearen Inkommensurabilitit fiihrte.

Ja, ich vermute sogar, dass es auch gar keinen mathematischen Begriff
«dynamisy geben kann, solange man die lineare Inkommensurabilitit nicht er-
kannt hat. Denn iiberlegen wir es uns noch einmal. Der mathematische Aus-
druck «dynamis» ist nach der sprachlichen Worterkliarung eine Flichenbezeich-
nung: «Quadratwert eines Rechtecksy. Aber warum mussten die den Rechtek-
ken flichengleichen Quadrate mit diesem seltsamen, neugeprigten Aus-
druck bezeichnet werden? Was war jene besondere Eigentiimlichkeit
dieser Quadrate, wodurch die auffallende Namengebung veranlasst wurde?
— Ich kann nur an folgendes denken. Solange man nur solche Rechtecke
in flichengleiche Quadrate verwandelte, deren Seiten «ihnliche Flichen-
zahlen» waren, lag noch kein Grund und Anlass vor, einen neuen Namen
zu prigen. Denn die Quadrate, die man auf diese Weise erhielt, unterschie-
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den sich ja in gar nichts von den gewohnlichen tetodywva oyrjuara. Aber es
wurde auf einmal ganz anders, als man die neue, aligemeine Methode fiir
das Verwandeln des Rechtecks in flichengleiches Quadrat — die Konstruk-
tion der mittleren Proportionale auf geometrischem Wege — erfand. Nicht nur
alle Rechtecke wurden dadurch «quadrierbars, sondern man musste auch wahr-
nehmen, dass auf diese Weise haufig solche Quadrate gewonnen werden, deren
sich nur die Flichenmasse und nicht auch die Seitenlingen zahlenmissig be-
stimmen lassen. Von dieser Erkenntnis mag die sonderbare Namengebung
ihren Ausgang genommen haben. Darum verwendete man also fiir alle solche
Quadrate, die irgendwelchen vorgelegten Rechtecken flachengleich waren, den
besonderen Namen: «dynameisy = «Quadratwerte von Rechteckeny. — Mit
anderen Worten heisst dies soviel: auch der Name ddvauts scheint allein und
in sich dafiir zu sprechen, dass zu jener Zeit, in der dieser Begriff geprigt wurde,
wohl auch schon die Existenz von linear inkommensurablen und nur quadra-
tisch kommensurablen Strecken erkannt wurde.

Ich musste die obige Betrachtung tiber den mathematischen Begriff
«dynamisq an dieser Stelle deswegen einfiiggen, weil man — meiner Ansicht nach
— die untersuchte Platon-Stelle ohne die Kenntnis dessen, was eben voraus-
geschickt wurde, auch gar nicht richtig verstehen kann. Denn es heisst ja in
unserem griechischen Text: «Uber Quadrate (dvvdueis) zeichnete uns etwas
dieser Theodoros, iiber dasjenige mit drei und finf Quadratfuss-Fliche, . ..
und so nahm er jedes Quadrat (éxdotny scil. ddvauw) einzeln bis zu demjenigen
mit siebzehn Quadratfuss-Fliche vor; bei diesem horte er irgendwie auf.»

Wie hat nun Theodoros jene Quadratflichen, die in den eben zitierten
Worten genannt werden, bzw. jene Quadratseiten konstruiert, auf deren lineare
Inkommensurabilitdat er seine Schiiler aufmerksam machen wollte? — fragte
man auch schon in den bisherigen Interpretationen. Und man erteilte auf diese
Frage entweder jene Antwort, dass es «gar nicht so wichtigs wiire, zu wissen,
wie Theodoros die fraglichen Quadratseiten konstruierte, oder man ging von
einem intercssanten Rekonstruktionsversuch von J. H. Anderhub aus.® Ander-
hub konstruierte namlich zu allererst ein rechtwinkliges Dreieck mit den Ka-
the ten 1--1, dessen Hypotenuse die Zahl }/2 veranschaulicht; dann zcichnete er
ein anderes rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten /2 und 1; die Hypotenuse
dieses zweiten Rechtecks ist unsere Zahl /3. Und so kann man - wie die

3 B. L. v. d. WAERDEN, Erwachende Wissenschafl, 235.
% H. J. ANDERHUB, Joco-Seria, Aus den Papieren eines reisenden Kaufmannes
Ausgabe der Kalle-Werke, Wiesbaden 1941).
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Figur auf seite 320 zeigt — nacheinander eben 17 solche rechtwinklige Dreiecke
konstruieren, deren aufeinanderfolgende Hypotenusen die Quadratwurzeln /2,
V3, ... V17 geometrisch veranschaulichen. Diese geistreiche Rekonstruktion
schien einigen auch deswegen einleuchtend zu sein, weil man glaubte, daraus
verstiinde man sogleich auch, warum Theodoros gerade bei [/17 aufgehért hatte.

Nun soll es hier natiirlich nickt bestritten werden, dass es sehr viele ver-
schiedene Moglichkeiten dafiir gibt, wie man solche Quadrate bekommt, deren
Flachenmasse ganze Zahlen von 3 bis 17 sind. Aber ich glaube, dass man im
Interesse der Texterklirung dennoch von einer bestimmten und, wie mir
scheint, sehr einfachen Vermutung ausgehen soll. Ich vermute nimlich, dass
Theodoros seine Quadrate {(dvvdueis) auf dem Wege gewonnen hatte, dass er Recht-
ecke — unter Benutzung der Sdtze Eucl. Elem. VI 13 und 17 — in flichengleiche
Quadrate verwandelte. (Diese Moglichkeit wurde selbstverstindlich auch schon
in der bisherigen Forschung hiufig registriert.4’) Abgesehen davon, dass meine
eben hervorgehobene Vermutung die weitere Interpretation — wie man bald
schen wird — wesentlich erleichtert, gibt es auch in dem Platon-Text selbst min-
destens dre: Anhaltspunkte dafiir, dass Theodoros in der Tat Rechtecke in fli-
chengleiche Quadrate verwandelte. Diese Anhaltspunkte sind die folgenden:

Erstens: Theaitetos redet ja von «dynameisy. Wie man schon weiss, heisst
das Wort dynamis : «Quadratwert eines Rechtecksy, und urspriinglich wurde eine
dynamis eben auf dem Wege gewonnen, dass man ein Rechteck in flichengleiches
Quadrat verwandelte.

Zweitens: Der regelrechte Terminus technicus der Geometrie fiir das
«Verwandeln eines Rechtecks in flachengleiches Quadraty heisst griechisch:
retgaywvitew. Es kann kein Zufall sein — wie darauf nebenbei auch schon
oben hingewiesen wurde —, dass dieser wichtige Fachausdruck der Geometrie
auch aus dem kurzen Bericht des Theaitetos nicht fehlt. Mir scheint auch die
Benutzung dieses Wortes durch Theaitetos dafiir zu sprechen, dass jenem Ver-
such der beiden jungen Leute (Theaitetos und der «junge Sokrates»), der unten
bald nidher besprochen wird, ein «Tetragonismos», den ihr Meister Theodoros
vollzog, vorausging.

Drittens: Die untersuchten «dynameisy des Theodoros sind ganze Zahlen
von 3 bis 17. Theodoros scheint also eigentlich von diesen ganzen Zahlen selbst aus-
gegangen zu sein. Zu den Zahlen konstruierte er jene «dynameisy, deren Flachen-
masse denselben Zahlen entsprachen. Wurden aber die ganzen Zahlen im Sinne
der alten pythagoreischen Arithmetik nicht eben als Rechtecke geometrisch dar-
gestellt? — Man denke an die folgende Definition bei Euklid:

Elem. VII def. 16: »Wenn zwei Zahlen bei gegenseitiger Vervielfaltigung
eine Zahl bilden, wird die entstehende eine Flichenzahl (éninedog apifuds), und
die einander vervielfiltigenden Zahlen sind ihre Seiten (= mdevgal, Faktoren).»

0Vpl. 2. B. B, L. v. d. WAERDEN, Erwachende Wissenschaft 235, wo anstatt Eucl.
Elem. V1 13 auf den dquivalenten Satz Elem. 11 14 hingewiesen wird,
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Denkt man an diese Definition, so sieht man sofort ein, dass im Sinne der
frithgriechischen Mathematik jede beliebige Zahl als ein aus zwei Faktoren be-
stehendes Produkt aufgefasst und «geometrischy als eine Flichenfigur — ge-
wohnlich eben als ein Rechteck — veranschaulicht werden konnte. Man fasste
z. B. die Zahl 6 entweder als 1 X6 oder als 2 x 3 auf, und man bekam demnach
in der geometrischen Veranschaulichung eines der beiden Rechtecke mit den
Seiten (= «pleurai») I und 6, bzw. 2 und 3. (Selbstverstindlich kann man dabei
auch die Quadratzahlen in Rechteckform veranschaulichen. Denn es gilt ja nicht
nur 4 = 2% 2, oder 9 = 3x3, sondern auch 4 = 1x4 und 9 = I1x9. Und
darum durften wohl auch die Quadrate 2 x 2 und 3x 3 als «dynameis», d. h. als
«Quadratwerte der Rechtecke mit den Seiten 1 und 4 bzw. mit den Seiten 1 und 9»
gelten.)

Ich glaube also, der weiteren Interpretation die Vermutung zugrundelegen
zu diirfen: Theodoros verwandelte Zahlenrechtecke in flichengleiche Quadrate und
an diesen Quadraten illustrierte er etwas vor seinen Schiilern. — Natiirlich
mussten dabei nicht alle Zahlenrechtecke von 3 bis 17, das eine nach dem ande-
ren, in Quadrate verwandelt werden. Es gentigte dazu, die allgemeine Methode
an einem einzigen Beispiel, etwa an dem Rechteck mit dem Flachenmass 3, zu
zeigen, wie man dieses Rechteck mit der Konstruktion der mittleren Propor-
tionale zu seinen beiden Seiten in ein flichengleiches Quadrat verwandelt.
Dieselbe Methode galt fiir alle iibrigen Fiélle. Die Konstruktion aller «dynameisy
zwischen 3 und 17 kann also nach der Analogie von einer einzigen aus ihnen
auch bloss gedacht werden. Einzeln vorgenommen (xata plav éxdotny mpoatgoduevos)
werden diese grosstenteils nur gedachten Quadrate nicht in ihrer Konstruktion,
sondern unter einem anderen Gesichtspunkt. Aber dariiber erst spiter. Denn
ich muss ja hier vor allem noch in zwei Punkten daran erinnern, wie die angeb-
liche «mathematische Entdeckungs des Theodoros in der modernen Forschung
bisher beurteilt wurde.

(1) Theodoros soll «die Irrationalitit der Quadratwurzeln |3 bis /17 neu
aufgefunden und bewiesen haben».4!

(2) Aber Theodoros soll dennoch nur «in den Einzelfdillen 3, 5, 6, . . . bis 17
die Irrationalitit erkannt habens; erst nach ihm habe «der damals noch ganz
junge Theaitetos den Begriff des Trrationalen in seiner ganzen Allgemeinheit
erfasst und so den Grund zu einer allgemeinen Theorie der Irrationalititen
gelegty.s? Ja, man traute dem Theodoros bisher nicht einmal die Kenntnis einer
umfassenden Definition der Irrationalitit zu. Wie Th. L. Heath iiber ihn
schrieb:%3 «It does not appear, however, that he reached any definition of a surd
in general or proved any general proposition about all surds.»

1Vgl. H. Voar (s. oben Anm. 11) S, 97,
12 B. FraNk, Platon und die sog. Pythagoreer, Halle 1923 228 —229.
43 Tr. L. HEaTH, A History of Greck Mathematics, I 203.
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Ich glaube, ein jeder unvoreingenommener Leser wird — in Kenntnis
dessen, was uiber den Begriff «dynamisy oben vorausgeschickt wurde — von
diesen beiden Punkten mindestens den (2) schon von vorneherein mit einer
gewissen Skepsis aufnehmen. Wieso hitte Theodoros die Irrationalitat nur «in
den Kinzelfillen 3, 5, 6 ... bis 17» erkannt? Ist jene andere Vermutung nicht
wahrscheinlicher, dass das blosse Vorhandensein des mathematischen Begriffes
«dynamis» in sich auch schon die Erkenntnis mindestens von einer Art Irratio-
nalitit in ihver Allyemeinheit voraussetzt? Und wenn man schon ein éinziges
Rechteck — mit Seiten die nich¢ «ihnliche Flichenzahlen» sind — unter An-
wendung der Konstruktion der mittleren Proportionale zu den beiden Seiten
in flachengleiches Quadrat verwandeln kann, warum kann man dann nicht
auch alle derartigen Rechtecke in Quadrate verwandeln? Und weiss man von
einem einzigen der auf diese Weise gewonnenen Quadrate, dass seine Seite mit
der Lingeneinheit inkommensurabel ist, warum verallgemeinert man dann
nicht dieselbe Erkenntnis auch auf alle derartigen Quadrate?

Aber ebenso fragwiirdig wird auch der Punkt (1), wenn man bedenkt,
in welchem Sinne die Behauptung: «Theodoros hitte die Irrationalitat von V§, V§,
. . . bis /17 bewiesen», aufgestellt wurde ? — Man ging nimlich von der Annahme
aus: vor Theodoros hitte man nur die Irrationalitit von /2 (die lineare Inkom-
mensurabilitit der Quadratdiagonale zur -Seite) beweisen konnen. Theodoros
hitte sich eben dadurch verdient gemacht, dass er nicht nur die weiteren Irra-

tionalitdten |/3, /5, . . . bis /17 erkannte, sondern er habe fiir diese Irrationali-
titen auch Beweise liefern kénnen. — Auf Grund dieser Annahme wurden die

«Beweise des Theodoros» natiirlich sehr wichtig, und darum bemiihte man sich,
fiir diese Beweise «ein im Bereich der griechischen Mathematik liegendes Ver-
fahren durch Analogie zu erschliesseny.*

Nun will ich gar nicht bestreiten, dass Theodoros seine mathematischen
Behauptungen vor den Schiilern irgendwie wohl auch bewiesen hatte. Ja ich
versuche sogleich auch zu zeigen, welcher Art die «Beweise des Theodoros»
gewesen sein mogen. Aber ich muss hier dennoch mit allem Nachdruck betonen:
es kommt in Platons Schilderung nickt auf die Beweise an. Mit Recht bemerkte
ja schon H. Vogt, dass «Platon den Beweisgang des Theodoros nicht iberliefert,
ja nicht einmal angedeutet haty. s Es kommt in dem Bericht des Theaitetos auch
der regelrechte Terminus technicus des mathematischen Beweises, das Zeitwort
delxevope, nicht vor. (Dass dabei durch Theodoros nebensdchlich dennoch wohl
auch irgendwelche Beweise zum mindesten angedeutet werden mussten, das
erschliesst man aus dem Verbum dmopaive:, das im alltéglichen Gespriach —
besonders iiber ein mathematisches Thema — in der Tat leicht auch den Sinn
«beweisen» haben mochte.) Stellt man trotz dieser Umstande in der Interpreta-

" Siehe bei H. VoaT (oben Anm. 11).
# Kbd.
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tion dennoch die Beweise des Theodoros in den Vordergrund, so verdreht man
auch dadurch schon unwillkiirlich den Sinn eines solchen Platon-Textes, in dem
es nicht auf die Beweise, sondern auf etwas anderes ankam. — Nun sei es aber
hier dennoch kurz geschildert, welcher Art die nur nebensdchliche Beweisfiihrung
des Theodoros gewesen sein mag.

Es heisst in dem obigen Bericht: «Uber dvvduets zeichnete uns etwas
Theodoros, iiber diejenige mit drei und fiinf Quadratfuss-Fliche, indem er
zeigte, dass diese der Lange nach nicht messbar mit dem Einheitsquadrat sind;
und so nahm er jede dynamzs einzeln bis zu derjenigen mit siebzehn Quadrat-
fuss-Flache vor . . .» — Wie mag man diesen Tatbestand in dem zeitgenissichen
Schulunterricht am einfachsten gezeigt, oder «bewiesen» haben? — Ich glaube,
es geniigten dazu die folgenden zwei Schritte:

1. Es wurden die Zahlenrechtecke 3, 5, 6, ... 17 — oder mindestens ein
illustratives Beispiel von diesen — unter Benutzung des Satzes Eucl. Elem.
VI 13 in dynameis verwandelt. Diese Konstruktion musste natiirlich regelrecht
bewiesen werden — und ebenso vielleicht auch noch Elem. VI 17 (Wenna : b =
= b:¢, dann auch ac = 52.) Denn man weiss ja nur auf Grund des Beweises, dass
die vorgelegten dynameis in der Tat den betreffenden Rechtecken flichengleich
sind (also je ein Flichenmass von 3, 5, 6, . . . 17 Quadratfuss haben): ihre Seiten
sind méttlere Proportionalen zu den beiden Seiten der entsprechenden Rechtecke.

2. Der Nachweis der linearen Inkommensurabilitit fiir die einzelnen
dynamis-Seiten mag wohl als ein Hinweis auf die Sitze Fucl. Elem. VIII 18
und 20 erfolgt sein: es gibt eine mittlere proportionale Zahl n u r zwischen zwei
«ahnlichen Flichenzahlens. Und nachdem die Seiten der betreffenden Recht-
ecke keine «ihnlichen Flachenzahleny sind, kénnen auch die mittleren Propor-
tionalen zu ihnen, die Seiten der entsprechenden dynameis, nicht mit der Lin-
geneinheit kommensurable Grossen sein.

Ausfiihrlich und detailliert musste diese «Beweisfiithrungs nur in einer
einzigen Hinsicht sein. Es mussten in der Tat alle dynameis zwischen 3 und 17
einzeln vorgenommen werden — xatra ulay Exdotyy mpoatpoduevos, lesen wir
in dem griechischen Text —-, um zu zeigen, dass die Seiten der entsprechenden
Rechtecke nie «dhnliche Flachenzahlen» sind. — Mit anderen Worten heisst
dies folgendes: Theodoros nahm wohl alle ganze Zahlen zwischen 3 und 17, und
er zeigte, dass keine von diesen — ausgenommen natiirlich die drei Quadrat-
zahlen 4, 9 und 16 — sich in zwei solche Faktoren zerlegen ldsst, die ihrerseits
«ahnliche Flichenzahlen» wéren. Und damit war die lineare Inkommensurahi-
litdt der behandelten dynameis vor den Schiilern wohl auch schon hinreichend
plausibel gemacht. Denn die Seiten dieser dynameis sind ja mittlere Proportio-
nalen zwischen je zwei wicht-ahnlichen Fliachenzahleny, und mittlere propor-
tionale Zahlen gibt es doch nur zwischen je zwei «ahnlichen Fliichenzahlens.

Aber es kam ja in dem vorliegenden Fall gar nicht auf einen regelrechten
Beweis an. Man beachte, dass in unserem Platon-Text nicht nur der Begriff
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dynamis mit einer iiberraschenden Selbstverstandlichkeit benutzt wird -— The-
aitetos erklart weder was eine dynamis ist, noch wie die dynameis des Theodoros
hergestellt wurden —, sondern die athenischen Jiinger des Mathematikers aus
Kyrene die Lehre ihres Meisters, wie es scheint, sogleich auch verstanden und
mit einer erstaunlichen Leichtigkeit zur Kenntnis nahmen. Die Beweise des
Theodoros — falls solche iiberhaupt regelrecht ausgefithrt wurden — scheinen
sie nicht besonders interessiert zu haben. Sie wollten, anstatt sich um die Be-
weise zu kiimmern, mit dem, was ihnen vorgelegt wurde, sogleich etwas ganz
anderes anfangen.

Was wollte nun eigentlich Theodoros mit der Aufzidhlung aller dynameis
zwischen 8 und 17 und mit dem Nachweis der linearen Inkommensurabilitit
fiir 12 Fiille von denselben, wenn es ihm in Platons Schilderung — wie ich es
nochmals betonen muss — nicht auf die Beweise ankam? — Ich glaube, man
wird diese Frage nur dann beantworten kénnen, wenn man den inneren Zusam-
menhang der untersuchten mathematischen Stelle mit dem Ganzen des Plato-
nischen Dialoges nicht aus dem Auge verliert.

Man vergesse namlich nicht, wodurch tiberhaupt der junge Theaitetos an
seine mathematische Erfahrung erinnert wurde. Sokrates erklirte ihm vorhin:
Es wiire keine richtige Antwort auf die Frage »Was ist Lehm ?», wenn man ein-
zelne Lehmarten von verschiedenen Handwerkern aufzihlen wollte. Man
miisste cher — unter Beriicksichtigung dessen, was in allen aufgezihiten Lehm-
arten gemeinsam ist — eine Definition geben: «L.ehm ist Erde mit Wasser ver-
mischt.» Der Aufzéhlung von Einzelfillen folgt also -~ in dem Beispiel des So-
krates — die Zusammenfassung derselben Fille. Genau so wird es auch in dem
mathematischen Teil des Dialogs.

Denn Theaitetos berichtet ja, nachdem er die Aufzéhlung des Theodoros
geschildert hatte: «Uns fiel nun ein solcher Gedanke ein: nachdem es unendlich
viele dynamets gibt, sollte man es versuchen, diese in eins zusammenzufassen,
wonach wir alle diese dynameis benennen kénnten.» — Die Aufzéhlung von ein-
zelnen dynameis und der einigermassen doch detaillierte Nachweis fiir diese
durch Theodoros (xara plav éxdotny mpoatpodusvos) scheinen also eine Vor-
berettung fir die zusammenfassende Benennung gewesen zu sein. — Ks fragt
sich nur, ob die zusammenfassende Benennung, die in dem folgenden durch
Theaitetos und seinen Freund gegeben wird, von Anfang an auch von Theodoros
bewusst vorbereitet, ja vielleicht auch verlangt wurde, oder ob es sich hier vielleicht
um eine eigene und spontane Initiative dieser jungen Leute handelt, wie es dic
Worte: «Uns fiel nun ein solcher Gedanke ein . . .» nahezulegen scheinen? —-
Aber auf diese Frage wollen wir erst spiter eingehen. Hier registrieren wir
zuniichst den kleinen Unterschied zwischen dem Beispiel des Sokrates einer-
geits, und dem mathematischen Bestreben der Theodoros-Schiiler andrerseits.
Denn in dem Beispiel des Sokrates wurde nach dem Aufzihlen der verschiede-
nen L.ehmarten eine Definition des I.ehmes versucht, wihrend Theaitetos und
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sein Freund mehr nur nach einem Gesichtspunkt trachten, wonach sie alle dy-
namets benennen kinnten (npocayopedoouey).

Bevor wir nun genauer untersuchen wollten, ob und inwiefern man
tiberhaupt von einer Selbstindigkeit der Theodoros-Schiiler ihrem Lehrer
gegeniiber sprechen kann, wollen wir das Vorgehen dieser jungen Leute niher
ins Aug> fassan.

Theaitetos und sein Freund gehen von den Zaklen aus; wie es in dem Be-
richt heisst: »Wir teilten alle Zahlen in zwei Gruppen . . .» Dies ist leicht ver-
sténdlich, nachdem auch Theodoros von den Zahlen ausgegangen war; er verwan-
delte zuerst die Zahlenrechtecke zwischen 3 und 17 in Quadrate (= dynameis)
und erst danach lenkte er die Aufmerksamkeit seiner Schiller auf die Seiten
dieser Quadrate.

Auch in der Unterscheidung der «Quadratzahkleny und «Rechteckzahlen»
folgten die Schiiler einer solchen Unterscheidung, die in der Demonstration
ihres Lehrers mindestens angedeutet werden musste. Denn  Theodoros
vermochte ja nur im Falle der dynameis 3, 5, 6 . . . die lineare Inkommensura-
bilitdat der Seiten nachzuweisen; die dynameis 4, 9 und 16 musste er entweder
stillschweigend tibergehen, oder evtl. hat er sogar ausdriicklich hervorgehoben,
dass diese Fillesich von den iibrigen unterscheiden, nachdem die Seiten der betretf-
fenden «Rechteckzahlen» (1-4,1-9und 2-8) in diesen Fillen doch als «dhnliche
Flachenzahlen» gelten konnen.

Nachdem die Einteilung aller Zahlen in zwei Gruppen — «Quadratzahlen»
und «Rechteckzahleny — vorgenommen wurde, wandten sich die jungen Leute den
dynameis des Theodoros zu, die eben Zahlen veranschaulichen, und sie benann-
ten zundchst die Seiten derjenigen dynamets, die den Quadratzahlen entspre-
chen, mit dem Wort «Ldnge» (ufixog). Der Sinn dieser Benennung liegt auf der
Hand. Theodoros hatte ja vorhin gezeigt, dass die Seiten der dynameis mit 3, 5
ete. Quadratfuss-Flachen «der Linge nach nicht kommensurabely (ufxer 09
ovpuetpor = linear inkommensurabel) sind. Die Seiten der anderen Quadrate
mit 4, 9 und 16 Quadratfuss-Fliche bekommen jetzt eben deswegen den Namen
«Linge» (uijnoc), weil dieseim Gegensatz zu den dynameis mit Fliche 3, 5 ete.
«der Linge nach kommensurabel (d. h. also: linear kommensurabel)» sind.

Hochstens konnte man nur an der etwas ungenauen, nicht-prizisen Na-
mengebung Anstoss nehmen. Denn die Seiten jener dynamets, die den Quadrat-
zahlen entsprechen, sollten eigentlich doch nicht bloss mit dem Wort «ufjxos»,
sondern eher mit dem Ausdruck urjxer odupergos bezeichnet werden. Der
prizise Terminus heisst ja eben urxer obuuetpos (bzw. doduuerpos) auch bei
Kuklid, z. B. in der 3. Definition des Buches X der «Elemente». Ausserdem
wurde die regelrechte Form des Terminus, bzw. der Gegensatz des hier festzu-
legenden Terminus, in dem Bericht des Theaitetos eben auch gebraucht: wusjxet
0% avpperpor, 147 D 4—5. Der ungenaue Gebrauch des mathematischen Ter-
minus seitens des Theaitetos ist also auf alle Fille anstossig. — Aber diese bloss
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stilistische Ungenauigkeit in der Bezeichnungsart darf uns dennoch nicht all-
zusehr wundernehmen. Ahnliche terminologische Ungenauigkeiten — die dabei
den Sinn des Gedankens gar nicht stéren — kommen ja in unserem Platon-Text
auch sonst vor. Ich habe z. B. oben in den Anmerkungen schon darauf hinge-
wiesen, dass die «Quadratzahly in unserem Platon-Text einmal tetpdywvds e
xai lodmlevoos heisst. In dieser Bezeichnung ist das Wort iodndevpos eigent-
lich tberflissig, nachdem im Sinne der allgemeinen und ganz gewohnlichen
mathematischen Terminologie ein tetodywrvor «eo ipso» nur isdnisvpoy sein
kann. Ein anderes Mal heisst daselbst wieder die «Quadratzahly iodmlevgos xal
éninedoc. In dieser anderen Bezeichnungsart ist das Wort éninedos noch
irgerlicher, nachdem es in dem Vorangehenden dech nur von «Fldchenzahleny
(also von bloss in zwei Faktoren zerlegten Zahlen) die Rede war. — Es scheint
also, dass man die bloss stilistischen Ungenauigkeiten der mathematischen
Terminologie seitens des Platonischen Theaitetos in Kauf nehmen muss.

Nebenbei muss ich hier auch noch eine andere interessante und wichtige
Tatsache zu dem ungewohnlichen Wortgebrauch des Theaitetos festlegen. Es
wurde auch schon in der bisherigen Forschung mit Recht hervorgehoben, dass
die Bezeichnungsart des Theaitetos «ufjxoc» und der regelrechte Terminus fiir
denselben Begriff pijxer odpuerpog im X. Buch der Euklidischen «Elemente»
auf das engste miteinander zusammenhéngen.%® Ich muss diese treffende Beob-
achtung nur noch mit der relativen Chronologie der beiden Bezeichnungsarten
erginzen. Denn tiberlege man sich nur! Wire es etwa moglich, dass erst nach
der «dlteren» Bezeichnungsart des Theaitetos bloss mit dem Wort «uijxogy zeit-
lich spiter der prizisere Terminus urjxet odupetpos fir denselben Begriff
geprigt worden sei? — Ich glaube, ein jeder wird sofort einsehen, dass diese
zeitliche Reihenfolge der beiden Bezeichnungen sehr unwahrscheinlich wire.
Hatte man fiir den Begriff dinear inkommensurabely frither bloss das Wort «uij-
xoc» in sich benutzt, so wire es nie moglich gewesen, aus dieser vagen und gar
nicht selbstverstindlichen Bezeichnung spiter den voéllig klaren und prizisen
Terminus urjxet oduperoos abzuleiten. Zeitlich nacheinander entstanden ja
diese Bezeichnungen offenbar in den folgenden dre: Schritten:

1. Als die lineare Inkommensurabilitit erkannt wurde, pragte man dafiir
zuerst die Bezeichnung: urjxet dodpustoos.

2. Der gewohnliche Fall der linearen Kommensurabilitit wurde erst dann
mit Namen benannt, nachdem die Inkommensurabilitit selber schon
ein geldaufiger Begriff war. Und selbstverstandlich wurde ein Fall der
Kommensurabilitit — als Gegensatz zu der Inkommensurabilitit —
urspriinglich mit dem genauen und prizisen Terminus als uijxer odu-
uetpos bezeichnet. Diese Bezeichnung ist ja gar nichts anderes, als der

4 B, L. v. d. WAERDEN, KErwachende Wissenschaft 234.
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genaue Gegensatz zu dem in Punkt 1. genannten griechischen Namen,
wobei in beiden Fillen das Wort «wnekos» neben «tsymmetross und «asym-
metrosy das weniger wichtige Element des Namens darstellt.

3. Die seltsame Bezeichnung des Theaitetos fiir die lineare Kommensura-
bilitdt mit dem blossen Wort «uijxosy kann nur eine nachiérdgliche Ab-
kiirzung des vorher schon existierenden prizisen Terminus (uvjxet cbpuer-
pog) sein.

Zu bemerken ist dabei auch noch, dass diese Bezeichnung des Theaitetos fiir die
lineare Kommensurabilitit einfach als wmekos» aus der mathematischen Litera-
tur der Antike — soviel ich weiss — sonst gar nicht bekannt ist. Gewdéhnlich
hat man dafiir immer den normalen Namen: «meke: symmetrosy. — Der junge
Mann hat also in diesem Fall offenbar eine klare, eindeutige und priizise Be-
zeichnung ziemlich uberflissig und willkiirlich verkiirzt.

Am érgerlichsten ist jedoch der nachlissige und ungenaue Wortgebrauch
des jungen Theaitetos im letzten Teil seines Berichtes. (Obwohl ich wiederholt
im voraus betonen muss, dass der Sinn der Textstelle dennoch vollkommen ein-
deutig bleibt.)

Nachdem nidmlich die jungen Leute die Seiten jener dynamess, die den
Quadratzahlen entsprechen, als «der Léinge nach kommensurabely bezeichnet
hatten, wenden sie sich jetzt jenen anderen dynameis zu, die den Rechteck-
zahlen entsprechen. Die Seiten dieser letzteren bekommen von ihnen einfach
den Namen «0dvauis»; wie es zur Erklarung hinzugefiigt wird: «nachdem diese
letzteren Strecken der Linge nach zwar inkommensurabel zu den anderen sind —
eben das hat iiber diese Theodoros vorhin gezeigt —, doch sind dieselben kom-
mensurabel nach jenen Flichen, die sie in Quadrat ausmachen.» — Kein Zweifel,
es geht aus dieser Erklarung eindeutig hervor, wie der sonderbare Name, den
Theaitetos diesen letzteren Strecken gibt — «ddvauigy —, zu verstehen sei.
Natiirlich heisst der richtige Terminus nicht einfach «ddvauicy, sondern dvvdue:
agvuperpoc (d. h. «kommensurabel nach jenem Quadrat, das man auf sie errich-
tets), wie auch vorhin anstatt «<mekos» hatte genauer und priziser «meke: sym-
metrosy gesagt werden miissen. Und selbstverstiandlich begegnet man auch dies-
mal der korrekten und prazisen Form des Terminus (dvvduer odpuuetpos) im
X. Buch der Euklidischen «Elementey.

Aber ich muss auch in diesem Fall wieder die Frage der relativen Chrono-
logie der beiden Bezeichnungsarten «dynamis» und «dynames symmetros» stellen,
wic dieselbe Frage auch schon im Falle der d&hnlichen Bezeichnungen «mekos»
und «mekei symmetrosy gestellt wurde. — Wére es etwa moglich, dass man ur-
spritnglich einen Fall der nur quadratischen Kommensurabilitit bloss mit dem
Wort «ddévaues» bezeichnet hitte — wie dies der junge Theaitetos tut —, und
erst spdter aus dieser vagen Bezeichnung der prizise und eindeutige Terminus
dovduer odpuerpo; abgeleitet worden wire? — Ich glaube, man wird diese
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Moglichkeit ganz entschieden leugnen miissen. Denn man weiss ja schon den
genauen und vollig klaren Sinn des Wortes «dynamisy; dovauic heisst in der
Mathematik «Quadratwert eines Rechtecks», oder allgemeiner «Quadratwerty bzw.
«Quadraty, aber nie etwas anderes. Benutzt man dasselbe Wort «dynamis» in sich
auch noch im Sinne «dynamet symmetrosy — wie Theaitetos es macht —, so ist
dies schon ein Fall fiir die betnake irrefithrende Ungenauigkeit in der mathema-
tischen Terminologie. So ungenau ist diese nachlissige und oberflichliche Be-
zeichnungsart, dass man den Sinn des Gemeinten nur noch aus dem Textzu-
sammenhang erraten kann. — Aber wir wollen den jungen Mann fiir seine, wie
es scheint, schon charakteristische Ungenauigkeit in der mathematischen Ter-
minologie nicht allzu streng riigen. Wichtiger ist fiir uns einstweilen die relative
Chronologie der beiden Bezeichnungsarten. Selbstverstindlich muss auch in
diesem Fall der genaue und prizise Terminus dvvdust oduuerpos (im X. Buch
der Kuklidischen «Elemente») der dltere sein. Die ungenauere Bezeichnung fiir
denselben Begriff bloss als «dyramisy kann nur etwas nachtrigliches sein. Wie-
der hat Theaitetos einen vollig klaren und eindeutigen Terminus iiberfliissig und
willkiirlich verkiirzt, ja er hat mit dieser Ungenauigkeit auch noch einige Philo-
logen und Historiker zu der ¢rrtimiichen Vermutung verleitet: vielleicht konnte
dynamis auch soviel heissen, wie «Quadratseiter oder «Quadratwurzel».

Nun versuchen wir jetzt die Frage nidher ins Auge zu fassen: inwiefern
konnte man von einer Selbstindigkeit des jungen Theaitetos und seines Freundes
ihrem Lehrer, Theodoros gegeniiber sprechen? Wir beschrinken uns jedoch in
dieser Untersuchung zunéchst darauf, inwiefern jene mathematischen Bezeich-
nungen, die Theaitetos und sein Freund vorschlugen, neu sind. Denn wohl hat
man zwar behauptet, dass Theaitetos im Sinne unserer Platon-Stelle auch ir-
gendwelche mathematische Sdfze aufgestellt und bewiesen hitte. Aber auf die
Untersuchung dieses anderen Problems konnen wir erst spiter eingehen. Nach
der Textstelle bei Platon wollten ja die Schiiler des Theodoros alle dynameis
nach irgendeinem gemeinsamen Gesichtspunkt benennen. Darum stellen auch
wir zunichst die Frage ihrer «Benennungen» oder «Definitionen» in den Vor-
dergrund.

Die welbstandige Arbeity der jungen Leute fing damit an, dass sie alle
Zahlen in zwei Gruppen teilten: «Quadratzahleny und «Rechteckzahlen». War
diese Kinteilung der Zahlen etwa eine eigene Leistung des Theaitetos ? — Ausser
K. Frank hat wohl keiner auch diese Erfindung noch dem Theaitetos schenken
wollen.#” Gegenbeweise brauchen hier wohl nicht angefithrt zu werden. Kin
jeder, der auch nur einigermassen in der griechischen Mathematik bewandert

47 K. Frank, o.c. 2568—259: «Die Antithese Quadrat-Rechteckzahl stammt aus der
pythagoreischen Gegensatztatel bei SPEUSIPP, und dass sie nicht wirklich altpythagoreisch
18t, sondern erst zur Zeit PLATOs moglich war, ist schon dadurch bewiesen, dass dies
mathematische Verfuhren, wie PLATO selbst im Theditet sagt, die KEntdeckung erst dieses
Mathemeatikers ist . . »
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ist, wird sich eher der Meinung von H. Vogt anschliessen; er schrieb ja gerade
iiber unsere Frage:* «(Der erste Schritt, sowohl die Verkniipfung der Zahlen mit
Figuren, wie die Teilung der Zahlen in Quadrat- und Rechteckzahlen, ist keines-
wegs eine persénliche Leistung des Theaitetos; sie ist von den Pythagoreern erfun-
den worden und ist Qemeingut der damaligen Zahlenlehre gewesen.»

Hat aber Theaitetos die Einteilung der Zahlen in Quadratzahlen und
Rechteckzahlen nicht selber erfunden, so hat er nur noch die beiden Begriffe
«der Linge nach kommensurabely und «dem Quadrat nach kommensurabely evtl.
selber prigen konnen. Allerdings habe ich oben schon darauf hingewiesen, dass
jene verkiirzten Benennungen, die Theaitetos fiir diese Begriffe benutzt («me-
kos» und «dynamisy) den korrekten und prézisen Termini gegeniiber nachtrag-
liche Erscheinungen sein miissen. Die Bezeichnungen des Theaitetos kinnen
also chronologisch nur spiter, nach dem schon fritkeren Vorhandensein der
prizisen Termini entstanden sein. Aber jetzt fragen wir, um der Vollstandigkeit
halber, nicht nach den Bezeichnungen, sondern nach den Begriffen selbst.
Konnten irgendwie die Begriffe «der Lénge nach kommensurabely und «dem
Quadrat nach kommensurabel» etwa von Theaitetos selbst stammen ?

Es geht aus dem Bericht des Theaitetos selber hervor, dass der Begriff
«der Léiinge nach kommensurabely (uinxet odpperoos) nicht seine eigene und
selbstiandige Schopfung sein kann. Denn er erzédhlt ja, dass Theodoros gezeigt
hitte: die dynameis mit 3 und 5 Quadratfuss-Fliche sind ikrer Linge nach
nicht kommensurabel (uijxer 0d obuperpot). Daraus folgt natiirlich, dass Theo-
doros selbstverstiandlich wissen musste: die Seiten der anderen Quadrate (mit
4, 9, 16 etc. Quadratfuss-Fliche) sind umgekehrt «der Ldnge nach kommensu-
rabely. Begriff und Name: urjxer ovuustoos kann also keineswegs eine Neu-
schopfung des Theaitetos sein. Theaitetos hat diesen Namen nur selbstindig
ausgesprochen, aber bekannt war der Begriff mindestens auch schon seinem
Lehrer. — Dabei hat der junge Mann den prézisen und korrekten Namen
(urjxet odupergos) — wie oben darauf schon hingewiesen wurde — auch ncch
willkiirlich verkiirzt.

So bleibt aber nur noch der Begriff dvvdust cpuseroos «dem Quadrat nach
kommensurabely ibrig. Wire etwa dieser Begritf eine Neuschépfung des Theai-
tetos?

Man kann aus unserer Platon-Stelle nicht unmittelbar nachweisen, dass
auch diesen Begriff schon Theodoros gekannt haben muss. Ich konnte oben nur
die Vermutung wahrscheinlich machen, dass die ungenaue Bezeichnung einer
nur quadratisch messbaren Linge als «dynamis» dem prézisen Namen («dynamet
symmelros») gegeniiber eine spitere, nachtrigliche Bildung sein muss. Nun
glaube ich aber auf Grund anderer Platon-Texte nachweisen zu konnen, dass
auch der Begriff der «quadratischen Kommensurabilitity (dvvduer odpuetoog)

18 8. oben Anm. 11 (Bibl. math. 10, 1909—10 8. 113).
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vorplatonischen Ursprungs ist. Auch diese Definition hat nick¢ Theaitetos
geprigt. — Um dieses historischen Nachweises willen sei hier als Sonderkapitel
der folgende Exkurs eingefiigt.

I1I

Mein erster Beleg fiir die vorplatonische Existenz des Begriffes der «quadra-
tischen Kommensurabilitity ist ein seltsames und ziemlich kompliziertes Wort-
spiel aus dem Platonischen Dialog «Politikos» (266 A 5-—B 7), das man ohne die
Kenntnis der zeitgenossischen griechischen Mathematik kaum entritseln kénn-
te. Einige Philologen, die sich mit dieser Platon-Stelle beschiftigten,* haben
schon richtig erkannt, dass das Wortspiel durch den Doppelsinn des Ausdruckes
«dynamisy ermoglicht wird. Denn «dynamis» hiess in der alltiglichen Sprache
«Fahigkeits, wahrend dasselbe Wort in der Geometrie die Bedeutung «Quadraty
hatte. — Ich gehe noch um einen Schritt weiter, iber diese zutreffende Beob-
achtung hinaus, und ich behaupte, dass auch die Kenntnis der «quadratischen
Kommensurabilitity (dvvduer oduuerpoc) eine unerlissliche Vorbedingung des
fraglichen Wortspiels bildet. Ohne die geldufige und allgemein verbreitete
Kenntnis dieses Begriffes hdtte Platon gar nicht daran denken kénnen, ein
solches Wortspiel zu machen. — Nun wollen wir aber das Wortspiel selbst ins
Auge fassen.

Das Problem, das Sokrates diesmal, in dem Dialog «Politikos», zusammen
mit seinem Gespriachspartner losen méchte, ist eine Frage der Klassifikation.
Wonach kénnte man nimlich den Menschen und das Schwein unterscheiden? —
Am einfachsten wire wohl zu sagen, dass der Mensch zweifiissig, wahrend das
Schwein vierfiissig ist. Aber so ist es doch allzu einfach! Sokrates schligt scherz-
haft einen etwas gelehrteren Gesichtspunkt der Klassifikation vor. Denn sein
Gesprichspartner ist ja diesmal derselbe «junge Sokrates», von dem wir auch in
dem Dialog «Theaitetos» als einem Schiiler des Mathematikers Theodoros gehort
hatten. Es wird tibrigens auch diesmal nebenbei erwihnt, dass Theaitetos und
der «junge Sokrates» eifrige Anhinger der Geometrie sind (266 A 6—7). Eben
deswegen soll man auch in der vorliegenden Klassifikation ein Anhédnger der
reometrie bleiben; und darum schligt Sokrates vor, dass die vorhin angedeu-
tete Unterscheidung des «Menschen» und des «Schweines» «nach dem Gesichis-
punkt der Diagonale und wieder nach demgenigen der Diagonale der vorigen Dia-
gonaley (tf] diauérpe Ormov xal mdAw 7] ¢ dauéroov dtauétee) vorgenom-
men werde,

Natiirlich ist der junge Mann auf diesen seltsamen Vorschlag hin zunédchst
verbliifft, und er versteht es ebensowenig, worauf eigentlich Sokrates hinaus
mdochte, wie wir selber.

% Vgl. L. CamrBELL, The Sophistes and Politicus of Plato, Oxford 1867 pp. 30—33;

H. Lrisecang, Die Platondeutung der Gegenwart, Karlsruhe 1929; sowie die Bemer-
kungen von O. APELT zu seiner Ubersetzung der Stelle.
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Wir kénnen uns jedoch das Verstehen des sogleich darauffolgenden
Wortspiels im voraus erleichtern, wenn wir an den folgenden, hochgelehrten
Satz denken: «der Mensch ist nach seiner Fahigkeit zum Gehen (xara ddvauw . ..
eic Ty mopeiar) zweifissigy. — Wie wiirde man aus diesem gelehrten Satz die
Wendung «der Fdhigkeit nach zweifissigy in das alltégliche Griechisch der Pla-
tonischen Zeit zuriickiibersetzen? — Etwa folgendermassen: dvvduer dimovs.
-~ Hort jedoch ein Geometer den Ausdruck dvvduer dimovs, so muss er sogleich
an die Diagonale des Einheitsquadrats denken. Denn auch diese linear inkom-
mensurable Strecke ist ja in einem anderen Sinne des Wortes dvvduet dimovg,
das heisst: wwetfilssig jener Quadratfldiche nach gemessen, die man auf ste errich-
tety. — Das Wortspiel ist in der Tat durch den Doppelsinn der Ausdriicke
d%vaues und dimovs ermoglicht worden, und darum sagte Sokrates scherzhaft,
dass der Mensch «nach dem Gesichtspunkt der Diagonales (d. h. genauer: nach
dem Gesichtspunkt der Diagonale des Finheitsquadrats) klassifiziert werden
soll. — Damit haben wir den ersten Teil des Wortspiels schon entritselt. Aber
Sokrates setzt seinen Scherz noch fort. Auch den zweiten Teil seines Wortspiels
miissen wir noch niher ins Auge fassen.

N
1?u§

1. Diagonale, dvvduer dinov; = «zweifiissig dem Quadrat nach»
I1. Diagonale, urjxet dimovs (der Linge nach zweifiissig) = xara ddvauww dvolw
yé ati modoiv dis mepuxvia «dem Quadrat nach gemessen zweimal zweifiissig»

Wieso mochte Sokrates auch noch die Vierfiissigkeit des Schweines «nach
dem Gesichtspunkt einer Diagonale» klassifizieren? — Man soll nach seinem
Vorschlag auf die Diagonale des Einheitsquadrats - welche scherzhaft als
diejenige angesehen wird, die die Zahlenmissigkeit unserer menschlichen
dvvau; (= «Fihigkeity), die zwei ergibt — ein Quadrat errichten (s. die Abb.),
und dann frage man: wieviel Fiisse die Diagonale dieses zweiten Quadrats hat ?
— Diese letztere Frage darf natiirlich nickt in der Form beantwortet werden, in
der auf sie ein Geometer zu Platons Zeit antworten wiirde. Denn ein Geometer
wiirde ja sagen, dass diese zweite Diagonale schon eine auch linear kommensu-
rable Grosse ist, und darum als «der Linge nach zweifitssigy (uijxet dimovs) be-
zeichnet werden soll. Dagegen hilt Sokrates — natiirlich nur um des Scherzes
willen — fest daran, dass auch diese zweite Diagonale «dem Quadrat nach»
(= dwvvduer — «der Fihigkeit nachy, wie man das Wort in seinem alltiglichen
Sinne verstehen wiirde) gemessen werde; darum kann er behaupten, dass diese
zweite Diagonale «nach jenem Quadrat gemessen, das man auf diese errichten
kann, zweimal zwei fissig isty (xara ddvauw. . . dvolv yé ot odoiv Ols mepuxvia),
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Dieses Festhalten des Sokrates an dem »Messen etner Strecke nach dem
auf sie errichteten Quadraty ist natiirlich etwas #dhnliches, als wollten wir das
Quadratwurzelzeichen auch in solchen Fillen nicht weglassen, in denen dies
vollkommen iiberflissig ist; als wollten wir z. BB. anstatt der Zahlen 5 und 6
konsequent immer VES und }/36 schreiben.

Man ersieht aus dem eben besprochenen Wortspiel, dass das Messen der
der Liange nach inkommensurablen Strecken nach jenem Quadrat, das man auf
diese Strecken errichten kann -- also mit einem Wort: die «quadratische Kom-
mensurabilitits, die angebliche Entdeckung des Theaitetos nach einer bisher
iiblichen Auslegung des anderen Platonischen Dialoges — zu jener Zeit, in der
dieses Wortspiel gemacht wurde, schon ganz geldufig sein musste. Platon muss
ja damit gerechnet haben, dass das komplizierte Wortspiel seines Sokrates —
und dazu noch ein Wortspiel in sehr gedriangter Form, ohne nihere Erklarun-
gen — von dem Leser verstanden wird. Aber wire dies moglich gewesen, wenn
jener Begriff, worauf das ganze Wortspiel aufgebaut ist — die quadratische
Kommensurabilitidt linear inkommensurabler Strecken — erst eine neue Ent-
deckung eben jenes Theaitetos gewesen wiire, dessen Kameraden, den «jungen
Sokrates», der dltere Sokrates mit scinem Wortspiel verbliifft? — Ich halte dies
fiir sehr unwahrscheinlich. Ich glaube eher, dass die quadratische Kommen-
surabilitdt zu Platons Zeit schon eine geldufige, allgemein bekannte mathema-
tische Weisheit war, mit der man héchstens nur noch in der Schule, in dem
Mathematikunterricht renommieren und in einer philosophischen Diskussion
Wortspiele machen konnte.

Mein zweiter Beleg fiir die vorplatonische Existenz des Begriffes der «qua-
dratischen Kommensurabilitits gewisser linear inkommensurabler Strecken ist
die Platon-Stelle: Resp. VIII 546 C 4—4. Da diese Textstelle in der vorliegen-
den Arbeit spiter auch ausfiihrlicher behandelt wird, darf ich daraus vielleicht
ohne eingehendere Erorterung folgendes vorwegnehmen: Iis wird an dieser Pla-
ton-Stelle die Zahl 50 als «Quadrat der (unsagbaren ) Diagonale der Fiinf» bezeich-
net. Diese Aussage ist folgendermassen zu verstehen: wird die Seite eines
Quadrats in § Léngeneinheiten angegeben, so wird die Diagonale desselben
Quadrats durch jene «Zahly ausgedriickt, die wir als }/50 bezeichnen. Die Grie-
chen wollten jedoch in diesem Fall nicht die Linge der Diagonale angeben —
denn diese ist ja eine linear inkommensurable Strecke —, sondern sie sagten:
«das Quadrat auf dieser Diagonale macht 50 Quadrateinheiten ausy. — Man sieht
also: die eben angefiihrte Bezeichnungsart war nur deswegen moglich, weil man
wusste: es gibt linear inkommensurable Strecken, die dabei quadratisch kom-
mensurabel sind.

Darum glaube ich, die vorplatonische Existenz des Begriffes der «quadra-
tischen Kommensurabilitit linear inkommensurabler Strecken» einwandfrei
nachgewiesen zu haben, obwohl der regelrechte Terminus technicus dafiir —
dovduer odupetpo; — in meinen eben genannten beiden Belegen («Politikosy
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266 A 5 — B 7 und Resp. VIII 546 C 4—5) nickt vorkommt. Aber jene Selbst-
verstiandlichkeit, wie mit diesem Begriff das Wortspiel im «Politikosy und mit
welcher ein Ausdruck wie «Quadrat der Diagonale zu der Seite 5» fiir die Zahl 50
benutzt wird, zeigen, dass der Begriff der «quadratischen Kommensurabilitity
(dvvduer obupetpos) zu Platons Zeit schon ganz und gar geldufig sein musste.
Auch dieser Begriff ist also nicht eine Neuschopfung des jungen Theaitetos.

v

Ich hoffe in dem vorigen gezeigt zu haben, dass man auf Grund der ana-
lysierten Platon-Stelle («Theaits. 147 C — 148 B) keine neuen mathematischen
Begriffe bzw. Bezeichnungen fiir solche, dem jungen Theaitetos zuschreiben
kann. (Wohl heisst es am Endc des oben auch griechisch abgedruckten Textes,
dass Theaitetos und sein Freund «ihnliche Benennungen auch fir die Korper-
zahleny versucht hitten. Da jedoch in dem Bericht selbst nichts ausfiihrlicheres
iiber diese andere «Entdeckungs des Theaitetos steht, und auch die moderne
Forschung nichts niher bestimmbares aus dieser Aussage folgern wollte, kénnen
wir diese Schlussbemerkung des jungen Mannes — mindestens in dem vorliegen-
den Zusammenhang — auf sich beruhen lassen.)

Es wiire also verkehrt, wenn man auf Grund der mathematischen Stelle im
Dialog «Theaitetos» behaupten wollte: «dem Theaitetos wiren die exakten Defi-
nitionen der Begriffe messbar, quadriert messbar, rational und érrational zu ver-
dankeny. Denn von diesen vier Begriffen werden ja bei Platon durch Theaitetos
iiberhaupt nur die beiden ersten genannt: «messbary (bzw. genauer: «inear
kommensurabely) und «quadriert messbary (bzw.: «dem auf sie errichteten
Quadrat nach kommensurabely). Aber auch diese beiden Begriffe sind ohne jeden
Zweifel vorplatonisch, und Theaitetos hat fiir sie in dem Dialog nur ungenaue,
nichi prizise, ja beinahe irrefithrende DBezeichnungen («mekosy und «dynamisy,
anstatt «¢mekei symmetrosy» und «dynamei symmetros») benutzt.

Aber konnte man unsere Platon-Stelle nicht etwa in dem folgenden Sinne
interpretieren ?

«Theodoros hitte die spezielle Aussage aufgestellt:

A) Die Quadrate von 3, 5, . .. 17 Quadratfuss- Fliche sind der Linge nach
nicht kommensurabel mit dem Quadrat von einem Fuss.

Dagegen hiesse die allgemeinere Aussage des Theaitetos:

B) Die Seite eines Quadrats, dessen Fliche n-mal so gross ist, als diejenige
des Binheitsquadrats, ist nur dann linear messbar, wenn n eine Quadrat-
zahl ist. (Ist n keine Quadratzahl, dann ist die Seite des betreffenden
Quadrates nur quadratisch (= ’quadriert’) kommensurabel.)

Beide Aussagen stiinden vollkommen deutlich in Platons Text, auch wenn
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sie in Nebensidtzchen komprimiert erscheinen. Aber die Hauptsache ist,
dass beide Sitze mathematisch hochinteressant sind.»

Nun bezweifle ich iiberhaupt nicht, dass man Sitze wie A) und B) — auf
Grund dessen, was bei Platon erzidhlt wird — rekonstruieren kann und darf. Ich
frage mich nur, ob z. B. der Satz B) wirklich eine mathematisch bedeutende
Verallgemeinerung auch dem gegeniiber war, was auch Theodoros wissen
musste? — Denkt man ndmlich daran, wie Theodoros seine dynameis herge-
stellt haben mag («<Konstruktion der mittleren Proportionale zu zwei beliebigen
Streckeny), und wie er wohl die Inkommensurabilitdt seiner dynamis-Seiten fiir
die Schiiler plausibel machte («die mittleren Proportionalen zwischen zwei
nicht-dhnlichen Flichenzahlen sind keine Zahleny»), so erscheint es so gut wie
unmoglich, dass er nur den Satz A), und nicht zugleich auch den Satz B)
gekannt hitte. Schreibt man also den Satz B), der bei Platon in der Tat nur
«in ein Nebensdtzchen komprimiert erscheinty, dennoch dem Theaitetos zu, so
darf man darin keine hervorragende mathematische Leistung des jungen Man-
nes, sondern nur eine schéne Schiiler-Leistung erblicken. — Aber darf man die
Sitze A) und B) selbst dem Theodoros als «eigene Leistungens zuschreiben ?
Setzt nicht auch schon die blosse Existenz des mathematischen Begriffes dy-
namis (= «Quadratwert eines Rechtecks») sogleich auch die Kenntnis solcher
Sitze wie A) und B) voraus? — Ich vermute auf alle Fille, dass Theodoros, der
nach dem Bericht des Theaitetos den mathematischen Begriff dynamais mit einer
erstaunlichen Selbstverstindlichkeit gebrauchte, die Sitze A) und B) nickt neu
aufzustellen brauchte, denn der Inhalt dieser Sitze war ihm ja mit dem Begriff
dynamzis selbst schon von vorneherein als iiberlieferte mathematische Weisheit
gegeben. Er zeigte die dynameis 3, 5, . . . 17 seinen Schiilern, und er erklirte vor
ihnen die Eigentiimlichkeiten derselben, weil diese jungen Leute Mathematik
von ihm lernten, und weil er selber die Schiiler vielleicht zum «selbstindigen
Nachdenkens anregen wollte.

Nachdriicklich betonen muss ich ausserdem, dass man auf Grund unserer
Platon-Stelle auch davon nicht reden kann, dass Theaitetos irgendwelche ma-
thematische Sidtze — etwa den oben formulierten Satz B) — bewiesen hditte. Von
einem «Beweis des Theaitetoss steht in dem Platon-Text kein Wort.

Es scheint also, dass im Sinne der mathematischen Stelle im Dialog
«Theaitetoss Leine Sitze und Beweise oder irgendwelche mathematische Defini-
tionen dem jungen Theaitetos sich als neue und eigene mathematische Schipfun-
gen zuschreiben lassen. Alles, was man bisher mit Berufung auf Platons Dialog
dem Theaitetos zuschreiben wollte, muss ja vorplatonische Kenninis gewe-
sen sein.
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Aber wir besitzen dennoch in der Tat auch zwei solche antike Quellen,
die von einer Uberlieferung zu zeugen scheinen, wonach dem Theaitetos schon
im Altertum konkrete Entdeckungen im Zusammenhang mit der Lehre iiber die
Irrationalititen zugeschrieben wurden. Da nun diese beiden Quellen — ein
Scholion zu dem Satz Eucl. Elem. X 9,5¢ und ein Bericht, der vermutlich aus
dem Kommentar des Pappos zum X. Buch der Euklidischen «Elementes
stammt und nur in arabischer Ubersetzung erhalten bliebs! — auf das engste
mit Platons Dialog «Theaitetosy zusammenhéngen, miissen wir in dem folgen-
den auch diese beiden im Kinzelnen iiberpriifen. Diese Priifung wird uns zugleich
auch ermoglichen, die mathematische Stelle des Platonischen Dialogs noch von
einer neuen Seite her zu beleuchten.

¢in Scholion zu dem Satz Eucl. Elem. X 9 besagt in genauer Ubersetzung
folgendes:2 «Dieses Theorem st etne Erfindung des Theaitetos. Es wird auch bei
Platon erwihnt im Dialog "Theaitetos’, nur liegt es dort in spezieller, hier dagegen
wn allgemeiner Fassung vor.

Um die Behandlung dieses Scholions zu erleichtern, sei hier sogleich auch
der Satz Elem. X 9 abgedruckt, er heisst ndmlich:

«Die Quadrate iiber linear kommensurablen Strecken haben zueinander ein
Verhilinis wie eine Quadratzahl zu einer Quadratzahl;

und von Quadraten, die zueinander ein Verhdltnis haben wie eine Quadral-
zahl zu einer Quadratzahl, miissen auch die Seiten linear Lommensurabel sein;

die Quadrate iber linear inkommensurablen Strecken hingegen haben kein
Verkdiltnis zueinander wie eine Quadratzahl zu etner Quadratzahl ;

und von Quadraten, die kein Verhdltnis wie eine Quadratzahl zu einer
Quadratzahl zueinander haben, kinnen auch die Seiten nicht linear kommensura-
bel sein.y

Vergleicht man nun das vorhin zitierte Scholion und den Satz Elem. X 9
miteinander, so muss man sich zunichst erstaunt fragen: »Wieso behauptet der
Scholiast, dass der Satz X 9 im Platonischen Dialog erwihnt werde? Wird ein
solcher Satz bei Platon in der Tat genannt ?» — Man hat ndamlich zunichst den
Eindruck, als handelte es sich hier bloss um einen Irrtum, denn der Satz X 9
wird in unsercm Platon-Text unmattelbar nicht genannt. Es muss also auf alle
Fille noch erklirt werden, wieso der Scholiast (oder seine Quelle) zu der auffal-

enden Behauptung kam, der Satz X 9 werde bei Platon erwihnt.
T

50 Ruclides, Elementa, cd. J. L. HEIBERG, vol. V p. 450, 16 ff. (Den griechischen
Text siehe weiter unten in Anm. 52.)

5t Siehe dariiber TH. L. HEaTH, Euclid, vol. 3 pp. 3—4. Der Text dieses arabischen
Kommentars wurde i. J. 1930 auch von G. JUNGE und W. THOMSON mit englischer Uber-
setzung als Bd. VIII der Harvard Semitic Series (Cambr.) herausgegeben. TH. L. HEATH
benutzte eine noch frithere Ausgabe des arabischen Kommentars durch WOEPCKE
(Paris 1855). Man findet den bei mir weiter unten englisch zitierten Text auch bei K. v.
FriTz in RE s. v. «Theaetetusy.

52 Vgl. oben Anm. 50: 16 fedpnua Tovto Oeartireidy éotw efpnua xai péuvnrar adrod
ITdrwv év Oeairijre, AAL éxel uév peguedregov Eyxerra, &vradlba 8¢ xabdlov ete.
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Bevor ich jedoch die zuletzt gestellte Frage beantworten wollte, muss ich
hier noch die Datierung des Satzes X 9 versuchen. Denn ich glaube, dass man
diesen Satz — unabhingig von der Behauptung des Scholions — ziemlich leicht
auch daticren kann. Darum sei hier an folgendes erinnert:

Es wurde oben erwihnt, dass man zu jener Zeit, in der — nack dem Ent-
decken der Moglichkeit der mittleren Proportionale zwischen_zwei beliebigen
Strecken — der mathematische Begriff dynamis (= «Quadratwert eines Recht-
ecks») geschopft wurde, sogleich wohl auch erkennen musste: es gibt nicht nur
solche Quadrate, die sowohl ihren Seiten wie auch ihren Flichen nach kommen-
surabel sind, sondern auch solche anderen, die ihren Seiten nach inkommen-
surabel und nur ihren Flichen nach kommensurabel sind. Eben diese Erkennt-
nis soll -— meiner Vermutung nach — zu der Schopfung des Begriffes dynamis
gefithrt haben. Mit anderen Worten: durch die Schépfung des neuen Begriffes
dynamis wurde auch die Klassifikation der Quadrate unumginglich. Nun wird
in dem Satz Elem. X 9 eben diese Klassifikation der Quadrate vollzogen. Darum
wiirde ich den Satz Elem. X 9 — unabhiingig von der Behauptung des Scholia-
sten — nicht dem Theaitetos, und auch nicht seinem Lehrer Theodoros zuschrei-
ben, sondern ich wiirde ihn auf dieselbe alte Zeit datieren, in der der Begriff
dynamis geschopft wurde.

Daraus versteht man aber sogleich auch, warum der Scholiast behauptet:
der Satz X 9 werde bei Platon im Dialog «Theaitetos» erwihnt, Wohl steht dieser
Satz nicht explicite in Platons Text, aber er ist im Grunde doch nur eine Klassi-
fikation der Quadrate. Und hat der Platonische Theaitetos nicht eben die Qua-
drate (dynameis) des Theodoros klassifiziert ? (Der einzige interessante Unter-
schied zwischen den beiden Texten besteht nur darin, dass bei Platon von
dvvduews, wihrend bei Euklid in X 9 von tetpdywra die Rede ist. Aber das
hdngt nur mit dem Purismus des Kuklid zusammen. In den «Elementeny wird
namlich der Ausdruck ddvauis nur in der Zusammensetzung dvvduet oduucroog
bzw. doduuetpog gebraucht. Sonst benutzt Euklid auch fiir den Begriff dynamis
den alten gewohnlichen Namen: tetodywvor.) — Insofern hat also der Scholiast
(oder seine unbekannte Quelle) vollkommen Recht: Es handelt sich in Platons
Dialog um dasselbe Problem (Klassifizierung der Quadrate), wie in dem Satz
Elem. X 9. Bezweifeln muss ich nur die Richtigkeit seiner anderen Behauptung,
dass nimlich Theaitetos der Erfinder des betreffenden Satzes (X 9) gewesen
wire. Bevor ich jedoch zeigte, wie man iiberhaupt in der Antike zu einer solchen
irrtiimlichen Behauptung gekommen war, sei hier noch daran erinnert, wie das
fragliche Scholion einmal auch schon vor mir beurteilt wurde. Man liest niim-
lich bei C. Thaer:53

«Die Uberlieferung, die diesen Satz (X 9) als Eigentum des Theaitetos
bezeichnet, ist darum verdichtig, weil sie wahrscheinlich aus einer Stelle des

53 C. THAER, Die Klemente von Euklid, IV. Teil, 1936 (Ostwald’s Klassiker der
Exakten Wissenschaften, Nr. 241) 8, 108.
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gleichnamigen Platonischen Dialogs entstanden ist; mit wohl grosserem Recht
hat Vogt (wie vor ihm auch Hankel) aus dieser Stelle geschlossen, dass
mindestens Theodoros schon denselben Satz (X 9) gekannt habe . . »

Nun bin ich mit dieser Behauptung vollkommen einverstanden. lch finde
nur, dass sie in einer Hinsicht dennoch mangelhaft ist. Denn die zitierten Worte
erkldren ja doch nicht, wieso aus der betreffenden Stelle des gleichnamigen Pla-
tonischen Dialogs die irrtiimliche Uberlieferung entstehen konnte. Gibt es nicht
in dem Platon-Text selbst solche Anhaltspunkte, auf die sich die spitere Uber-
lieferung berufen konnte, als man behauptete: es handelte sich in der mathema-
tischen Stelle dieses Dialogs doch um eine eigene wissenschaftliche Entdeckung
des jungen Theaitetos ?

Ich glaube ndmlich, dass in der Tat in dem Platon-Text selbst schwer-
wiegende Anhaltspunkte auch fiir die falsche Uberlieferung iiber Theaitetos vor-
handen sind. Ja, ich méchte beinahe sagen: Platon selber hat die Leser — sowohl
die antiken wie die modernen — mit seiner Darstellungskunst irregefithrt. Bevor
wir jedoch nach Platons Absichten fragen, wollen wir zundchst ganz niichtern
jene Platonischen Anhaltspunkte ins Auge fassen, die die falsche Uberlieferung
iiber Theaitetos auf den ersten Anblick vollkommen zu begriinden scheinen.

Ich habe oben einmal schon nebenbei die Frage gestellt: Ob Theodoros,
als er die dynameis vor den Schiilern aufzihlte und erklirte, von Anfang an auch
jene zusammenfassende Benennung, die seine Schiiler vollzogen, bewusst vor-
bereitet, ja vielleicht von thnen auch verlangt hatte, oder ob es sich hier um eine
vollkommen eigene Initiative der jungen Leute handelt? — Nun glaubeich,
diese Frage mit Bestimmtheit in dem Sinne beantworten zu diirfen: ja, zweifel-
los muss Theodoros jene «selbstandige Arbeits, die nachher von seinen Schiilern
geleistet wurde, von vorneherein erwartet haben. Einen anderen Sinn kann
seine Demonstration auch gar nicht gehabt haben. — Ich werde spiter versu-
chen, diese meine Ansicht auch niher zu begriinden. Aber hier muss ich zu-
nichst darauf hinweisen, dass der Platon-Text selber — mindestens auf den
ersten Anblick — gar nicht diesen Eindruck erweckt! Im Gegenteil !

Beachtet man nur die Erzihlung des Theaitetos, so bekommt man zwei-
fellos den Eindruck: der junge Mann berichtet hier iiber eine eigene wissenschaft-
liche Entdeckunyg von ihm selbst, woran héchstens noch sein Freund, der «junge
Sokrates» teilnahm. Davon, dass diese Entdeckung durch Theodoros sorgfiltig
vorbereitet, ja auch verlangt worden wire, steht kein Wort im Text. Es wird
nicht gesagt, dass Theodoros seine Schiiler etwa aufgefordert hitte: «Wohlan,
Jungens ! Versucht mal jene dynamets, die ich euch gezeigt habe, nach einem
gemeinsamen Gesichtspunkt zu benennen Iy — Nichts von einer solchen Auffor-
derung. Statt dessen heisst es im Text nur, dass Theodoros bei seiner 17. dyna-
mis «irgendwie aufgehért hittes (év 0¢ tadty nwe évéoyero). Umso betonter
wird durch Theaitetos die eigene Initiative hervorgehoben. Nicht nur am Anfang
des Berichtes sagt der junge Mann zu Sokrates: «du fragst ja etwas dhnliches,
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wie es auch uns zuletzt im Gesprich begegnete, mir und deinem Namensverwand-
ten, dem anderen Sokrates». Auch spiter wird noch einmal auf die eigene wissen-
schaftliche Leistung von Theaitetos selber mit Nachdruck hingewiesen: «Uns
fiel nun ein solcher Gedanke ein . . .» — und mit diesem «uns» wird keincswegs
auch Theodoros mitgemeint, sondern nur Theaitetos und der «junge Sokratess.

Kein Zweifel, der Platonische Theaitetos redet wirklich in der UUberzeu-
gung, dass er tiber seine eigene mathematische Entdeckung berichtet. Und das
kann auch kein Zufall sein. Selbstverstidndlich liess Platon seinen Theaitctos
absichtlich in diesem Sinne reden. — Kein Wunder also, dass man diese Schilde-
rung in dem Sinne verstehen zu miissen meinte: es wire in der mathematischen
Stelle in der Tat von einer eigenen und selbstindigen Entdeckung des jungen
Theaitetos die Rede.

Aber was wollte eigentlich Platon mit dieser seltsamen Schilderung?
Hitte er etwa nicht gewusst, dass das alles, was der junge Mann iiber seine
eigene wissenschaftliche «Entdeckung» erzdhlt, auch dem Lehrer Theodoros
bekannt sein musste, denn es ist ja eine lingst vorhandene mathematische
Weisheit aus vorplatonischen Zeiten? —- Natiirlich musste dies auch Platon
selber ganz genau wissen. — Oder hiitte er etwa seinen «Helden», den jungen
Theaitetos mit fremden Federn schmiicken wollen? Denn es geniigt ja nicht,
dass Theaitetos so unbefangen die alte Weisheit als eine «eigene Entdeckungy»
schildert, er wird dafiir auch gar nicht zurechtgewiesen. Keiner sagt zu ihm:
«Schon, mein Junger ! Aber meinst du nicht, dass auch dein Lehrer, der gute
alte Theodoros dasselbe, was du uns eben als eure eigene Entdeckung aufgetischt
hast, schon im voraus wusste ?» Anstatt einer solchen Zurechtweisung erntet der
junge Mann das Lob des Sokrates: «Grossartig, Kinder ! Ich glaube, Theodoros
hatte doch recht, als er dich lobte Iy Und diese Worte klingen zweifellos ernst.
Oder wire das alles nur Spott und Ironie? — Keineswegs !

Nun, ich glaube gar nicht, dass man Platons wahre Absichten in diesem
Fall so ganz leicht erraten kénnte. Aber warum sollte es auch leichtsein? Ist es
etwa auch leicht, das Licheln der Gioconda zu verstehen? — Der hrave Spiess-
biirger versteht es meistens iiberhaupt nicht. Er schiittelt nur daritber den
Kopf. Denn ihm sind ja Mehrdeutigkeit und feine Nuancen von vorneherein
kaum zuginglich. — Und warum sollte auch Platon, der grosse Kiinstler, weni-
ger ritselhaft als der Schopfer der Gioconda sein? ‘

Aber vielleicht kann man mit einiger Aufmerksamkeit dem wahren Sinn
der ritselhaften Platonischen Schilderung doch etwas naher kommen. Man
beachte nidmlich, wie der junge Theaitetos bei Platon geschildert wird. Am
Anfang dieser Arbeit wurde einiges aus dieser Schilderung schon wiedergegeben.
Ks wurde gesagt, dass Theaitetos hochbegabt, mathematisch sehr talentiert ist.
Nie war noch Theodoros einem solchen Jiingling begegnet. «Kr geht, wie ge-
rauschlos ausfliessendes 01, an die Wissenschaften und an die Forschung, und
doch ist er dabei ganz ruhig und bescheiden.y — Und so konnte man das Lob,
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das bei Platon auf diesen Jungen so reichlich ausgeschiittet wird, noch lange
fortsetzen.

Nur esnes vergisst man gewohnlich in der modernen Wiedergabe der Pla-
tonischen Schilderung des Theaitetos. Dass ndmlich diese Schilderung gar nicht
tiberall so vollig eindeutig ist. Es gibt auch Widerspriicke in dem Platonischen
Bild des Theaitetos. Und vergisst man diese Widerspriiche, so liuft man Ge-
fahr, Platon doch nicht recht zu verstehen.

Beginnen wir damit, dass Theaitetos nicht nur hochbegabt und mathema-
tisch sehr talentiert, sondern gleichzeitig auch ein naiver Junge ist, der — wie es
scheint — auf die vorgelegten Fragen manchmal nicht nur falsche, sondern auch
etnfdltige, um nicht zu sagen: térichte Antworten zu erteilen weiss. Z. B. auf
die Frage des Sokrates: »Was ist Wissen ?», antwortet er — «der wie gerduschlos
ausfliessendes Ol an die Wissenschaften herangehtsy — ohne zu ahnen, wie
schwer und kompliziert eigentlich die vorgelegte Frage ist, zuniichst mit einer
iberraschend leichten Aufzahlung. Sokrates kann darauf nur mit zuriickgehal-
tener Ironie erwidern: «Grossziigig und freigiebig bist du, mein Licber, denn man
hat dich ja nur um ein einziges Ding gebeten, und stehe, du gibst uns sogleich vieles
und vielerlei!» (146 D). Aber der junge Mann versteht noch nicht einmal diese
Ironie seines Partners. In riihrender Kinfalt fragt er: » Wie meinst du das, Sokra-
tes?» — Und was konnte Sokrates auf eine solche naive Frage antworten? Na-
tiirlich nichts, lieber lasst er seine Ironie einstweilen vollig fallen: «Ok nein! Ich
meine ja damit gar nichts, oder vielleicht doch etwas . . .»

Dichte man nun, dass «Einfalt und Naivitits auf der einen Seite, und
«geniale Begabung» auf der anderen, Gegensitze wiren, die sich ausschlossen,
so miisste ich entschieden widersprechen. Nein, im Gegenteil | Denn gerade die
unbefangene Naivitdt ist ja der besondere Reiz an dem begabten Jiingling
Theaitetos, der ihn fiir Platon und auch fiir die Leser so sympathisch macht. Es
kann ja keine Rede davon sein, dass er etwa «dummy» oder «torichts wire. Er
legt sogleich auch ein glinzendes Zeugnis von seiner Intelligenz, der schnellen
und treffsicheren Assoziation ab. Kaum entfaltet vor ihm Sokrates sein tiber-
trieben einfaches, banales Beispiel von den «l.ehmarten», und sofort wird da-
durch der Junge an das verwandte Problem auf einer viel h6heren Ebene, in
der Mathematik erinnert. Die «Lehmarten» des Sokrates sind zwar ziemlich ent-
fernt von den «dynameisy des Theodoros, und ein gewohnlicher Junge wiirde die
beiden auch kaum so leicht miteinander verbinden, aber die Abstraktionsfiahig-
keit des Theaitetos scheint schnell zu funktionieren: im Nu kriegt er aus den
beiden weit auseinanderliegenden Dingen das Gemeinsame mit sicherem Griff
heraus. Und in diesem Augenblick ist auch schon der wahre Kontakt mit Sokra-
tes hergestellt.

Der rubige und bescheidene Theaitetos erzihlt auf die Frage des Sokrates
hin von seiner mathematischen «Entdeckungs. Doch ist er dabei ein wenig auch
aufgeregt und nervos. Man spiirt an ihm, wie er auch jetzt noch durch die blosse
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Erinnerung beinahe wieder in die aufgeregte Stimmung der damaligen schénen
«Entdeckung» versetzt wird. Ich finde es einfach erstaunlich, mit welchen ein-
fachen Mitteln Platon den Seelenzustand des jungen Mannes — wihrend seines
eigenen Berichtes — zu schildern vermochte. Weitschweifigkeit auf der
einen Seite, und kaum zuriickgehaltene ungeduldige Hast auf der anderen, sind
die charakteristischen Merkmale dieses Seelenzustandes. Denn Theaitetos
gebraucht ja in seinem Bericht — wie ich oben darauf schon aufmerksam zu
machen versuchte — teils iiberfliissig tautologische, und teils iibertrieben,
beinahe bis zur Unverstindlichkeit verkiirzte Fachausdriicke der Mathematik.
Und es ist dabei keineswegs uninteressant: bei welchem Punkt Theaitetos weit-
schweifig, tautologisch ist, und bei welchem er wieder plétzlich knapp und
kurzsilbig wird.

Den vollig trivialen Begriff des «Quadrates» bzw. denjenigen der «Quadrat-
zahly bezeichnet er keineswegs mit dem einfachen Namen vetpdywvoy, sondern
er fiigt noch hinzu — was vollig tiberfliissig ist —, dass es iodndevgog, ja ein
anderes Mal, dass es énimedoc ist. — Miisste man diesen Ubereifer bei einem
fertigen Mathematiker nicht belicheln? Aber Theaitetos ist eben kein «fertiger
Mathematikers, sondern ein junger, begabter, doch unerfahrener Forscher, der
nicht missverstanden werden moéchte. Er strebt nach Genauigkeit in seinen
Worten, und gerade dieses, an und fiir sich richtige Streben verfiithrt ihn bei
dem allereinfachsten Fall zu einer naiven Tautologie.

Aber die minutiose Sorgfalt und das Streben nach Genauigkeit lassen ihn
in dem Augenblick im Stich, als er bei demjenigen Punkt angelangt ist, der von
seinem Gesichtspunkt aus der allerwichtigste sein sollte. Denn es gilt ja fiir ihn
als eine «eigene Entdeckung»: die richtige Benennung der zweierlei Quadrat-
Seiten: meke: symmetros und dynamer symmetros. Eben diese Begriffe miissten
mit den genauen Bezeichnungen angegeben werden, denn diese sind ja fiir den
Nicht-Mathematiker doch nicht so vollig gelaufig, wie der triviale Begriff:
«tetragonony. Und doch fillt der junge Mann eben bei diesen Begriffen seiner
hastigen Entdecker-Ungeduld und -Freude zum Opfer: diese bezeichnet er nur
noch mit den verkiirzten Namen als «uijxos» und «ddvaueon, auf die Gefahr hin,
dass die betreffenden Begriffe auch nicht mehr genau verstanden werden kénn-
ten. (In der Tat hat man die Bezeichnung des Theaitetos «dvvauisy — anstatt
von duvvduet gduuetpoc — lange Zeit hindurch gar nicht richtig iibersetzen
kénnen.)

Denkt man nun an diese feine und nuancierte Platonische Schilderung des
Theaitetos, so wird man vielleicht auch meine folgende Auslegung der mathe-
matischen Stelle des Dialogs nicht mehr ablehnen.

Ich brauche wohl nicht noch einmal zu betonen, dass der Platonische
Theaitetos in der Wirklichkeit gar nichts neues gefunden hatte. Aber Platon
liess ihn dennoch so reden, als handelte es sich hier um eine «eigene Entdeckung»
des jungen Mannes. Sein Theaitetos scheint in der Tat der Ansicht gewesen zu
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sein: er hitte einc neue wissenschaftliche Entdeckung véllig auf eigene Faust
— hochstens nur zusammen mit dem «jungen Sokratesy — gemacht. Und Theai-
tetos gab sich auch dariiber gar keine Rechenschaft, dass selbst die Begriffe,
die er fiir die Benennung seiner vermeintlichen «neuen Entdeckung» gebrauchte
— urjxet obpuetoos und JSvvduer odupetpos — in der Wirklichkeit altes, iiber-
liefertes Gedankengut darstellen.

Aber lag nicht eben in diesem leichten Selbstbetrug des begabten jungen
Mannes ein schoner Padagogen-Erfolg des alten Theodoros? Denn Theodoros
wollte ja seine Schiiler, wie jeder echte Mathematik-Lehrer, wohl zum selbstin-
digen mathematischen Denken erziehen. Als geschickter Lehrer scheint er sie
darauf auch gut vorbereitet zu haben. Denn die beiden Schiiler haben ja das,
was er von ihnen erwartet haben muss, glinzend gelost. Auf der anderen Seite
scheint Theodoros in seiner Erziehung zur Selbstindigkeit auch sehr taktvoll
gewesen zu sein; er stellte wohl keine unmittelbaren Fragen, er forderte die
jungen Leute wohl nicht geradewegs auf: «Nun, Kinder, benennt mal jene
dynameis, die ich euch eben vorgelegt hatte, nach einem gemeinsamen Gesichts-
punkt!y Eine solche Aufforderung war nicht nétig, denn er konnte sich — wohl
nach dhnlichen Ubungen schon vorher — darauf verlassen, dass die Schiiler
seine unausgesprochenen Absichten auch von selbst erraten wiirden. Wichtiger
war ihm eher, dass die eigenen piddagogischen Griffe nicht auffillig werden.
Und dies gelang ihm so sehr, dass man auch gar nicht wusste: warum er eigent-
lich bei der «dynamis 17» mit der Demonstration aufgehort hatte. «Er horte nur
irgendwie auf bei dieser dynamisy — sagt Theaitetos selber in seinem Bericht.
Der Lehrer wurde bei einem geeigneten Punkt unauffillig still, als konnte er
den eigenen Gedankengang gar nicht mehr weiterfithren, und von da ab liess er
die Schiiler im Sinne dessen, was er bewusst und sorgfiiltig aber unbemerkt fiir
sic vorbereitet hatte, «selbstidndigs weiterdenken. Und diese fanden auch «selb-
standig» jene Losung, die ihr Lehrer von ihnen im voraus erwartet hatte.

Aber hitte dann Theodoros nicht mindestens nachtriglich die jungen
Leute iiber ihren Selbstbetrug aufkliren miissen? — fragt man vielleicht nach
der obigen Interpretation. — Nun bin ich fest davon iiberzeugt, dass man
heutzutage so etwas auf keinen Fall versdumen wiirde. Aber mir scheint, dass
Theodoros doch ein besserer Pidagoge war, wenn er es nicht tat. — Auch dar-
iilber wundere ich mich nicht im mindesten, dass auch Sokrates iiber die
«Entdeckung» des jungen Mannes so hocherfreut war, und es gar nicht nétig
fand, ihn auch noch iiber den kleinen, und vom Gesichtspunkt des Sokrates aus
zweifellos nebensdchlichen, Selbstbetrug aufzuklidren. Es wire in der gegebenen
Situation wirklich nur ldcherlich und pedantisch gewesen — nachdem der junge
Mann schéne und interessante mathematische Tatsachen sozusagen selbstéindig
wiederentdeckt hatte —, ihn jetzt noch darauf hinzuweisen, dass dieselben
Wahrheiten auch anderen schon frither bekannt waren.
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Und nun fassen wir jetzt noch einmal das Scholion zu Kucl. Elem. X 9
ins Auge. Ist es ein Wunder, wenn man behauptet, der Erfinder des Satzes
Elem. X 9 wire Theaitetos gewesen? Redet nicht in dem Platonischen Dialog
der junge Theaitetos selber iiber seine «eigene Entdeckung», und ist dort nicht
iiber dieselben mathematischen Tatsachen die Rede, die auch in dem Euklidi-
schen Satz (X 9) behandelt werden? — Ja, das stimmt doch alles wortlich und
haargenau ! Und doch bleibt der Wahrheitsgehalt der vorigen Behauptung mehr
als fraglich! Denn was versteht ein Scholiast von Platons Freude an einem
naiven und hochbegabten Jiingling, und von seinem vieldeutigen, verstindnis-
vollen Licheln iiber einen kleinen, unbedeutenden Selbstbetrug desselben ? Hat
nicht Platon selber mit seiner grossartigen und verfiithrerischen Kunst die
Theaitetos-Legende angeregt und vorbereitet ?

Die andere Quelle, die von jener antiken Uberlieferung zeugt, nach
welcher — eben auf Grund der analysierten Platon-Stelle — konkrete mathema-
tische Entdeckungen dem Theaitetos zugeschrieben wurden, ist ein oben schon
erwihnter Bericht, der in arabischer Ubersetzung erhalten blieb. Vollstindig-
keitshalber sei hier die wichtigste Partie dieses Berichtes in leicht zugénglicher
englischer Ubersetzung abgedruckt:5

« .. the theory of irrational magnitudes had its origin in the school of
Pythagoras. 1t was considerably developed by Theaetetus the Athenian, who
gave proof, in this part of mathematics, as in others, of ability which has been
justly admired. He was one of the most happily endowed of men, and gave him-
self up, with a fine enthusiasm, to the investigation of the truths contained in
these sciences, as Plato bears witness for him in the work which he called after his
name. As for the exact distinction of the above-named magnitudes and the
rigorous demonstrations of the propositions to which this theory gives rise, 1
believe that they were chiefly established by this mathematician; and, later, the
great Apollonius, whose genius touched the highest point of excellence in
mathematics, added to these discoveries a number of remarkable theories after
many efforts and much labour. — For Theaetetus had distinguished square roots
(puissance must be the dvvdueis of the Platonic passage) commensurable in
length from those which are incommensurable,® and had divided the well-known
species of irrational lines after the different means, assigning the mediul to ge-

54 Siehe oben Anm. 51.

35 Besser ist die deutsche Ubersetzung dieser Stelle bei K. v. Fritz (s. oben Anm.
61): «...THEAITETOS, welcher unterschieden hat Quadrate (Potenzen), welche kommen-
surabel sind in der Liénge von den nicht-kommensurablen, etc.
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ometry, the binomial to arithmetic, and the apotome to harmony, as is stated by
Eudemus the Peripatetic, etc.»

Wie man sieht, beruft sich der Text ausdriicklich auf den Dialog «Theai-
tetos». Die allgemeine Charakterisierung des Mathematikers Theaitetos scheint
unmittelbar ven Platon iibernommen zu sein — einerlei ob der Verfasser dieser
Quelle selber, oder nur seine Vorlage den Platon-Text in der Hand hatte. Auch
hier wird die mathematische Stelle des Dialogs in dem Sinne ausgelegt, als
handelte es sich bei Platon wirklich um eine eigene und neue wissenschaftliche
Entdeckung des jungen Theaitetos: «er habe die Quadrate je nach der Kommen-
surabilitdt bzw. Inkommensurabilitit threr Seitenlingen unterschieden. — Einen
Kommentar zu dieser Behauptung brauche ich — nach dem, was oben zu dem
Scholion des Satzes Eucl. Elem. X 9 gesagt wurde — wohl nicht mehr hinzu-
zufiigen.

Interessant ist das obige Zitat aus dem arabisch erhaltenen Bericht
eigentlich nur wegen seines letzten Satzes, der einen Hinweis auf Eudemos
enthillt: Auch Eudemos habe schon die Unterscheidung und Benennung der
irrationalen Strecken: mese, ek dyoin ornomaton und apotome dem Theaitetos
zugeschrieben. — Das Uberpriifen dessen, ob in diesem einzigen Punkt — der
von Platons Dialog unabhéngig zu sein scheint — eine echte, vielleicht auch
h-storisch zuverlissige Uberlieferung vorliegt, bleib? der kiinftigen Forschung

il berlassen.
E3

Es wird vielleich nicht uninteressant sein, noch zu betonen, dass ausser den
heiden eben behandelten Quellen gar keine antiken Zeugnisse iiber irgendwelche
konkrete und selbsténdige wissenschaftliche Leistungen des Mathematikers
Theaitetos auf dem Gebiete der Irrationalitaten-Theorie iberliefert sind. Denn
wohl erwiahnt zwar der Euklid-Kommentar des Proklos die mathematischen
Leistungen des Theaitetos auch bei drei verschiedenen Gelegenheiten, aber man
erfahrt aus diesen Erwéhnungen sehr wenig konkretes und handfestes.

Einmal heisst es (66, 14) tiber die drei Zeitgenossen — ILeodamas den
Thasier, Archytas den Tarentiner, und Theaitetos den Athener —, dass «von
ihnen die Lehrsitze vermehrt und in ein den wissenschaftlichen Anforderungen
entsprechenderes System gebracht wurden».

Ein anderes Mal héren wir von einem gewissen Hermotimos von Kolophon
(67, 20 ff.), dass «er die Ergebnisse des Eudoxos und Theaitetos weiterentwik-
kelte». — Schade nur, dass wir von diesem Hermotimos, der u. a. auch das Werk
des Theaitetos weitergebaut haben soll, ausser dem blossen Namen gar nichts
wissen.

Und noch einmal wird schliesslich bei Proklos Theaitetos erwiahnt, dies-
mal anlésslich einer Bemerkung iiber Euklid selbst (68, 7 ff.): «Nicht viel jiinger
als diese ist Euklid, der die Elemente zusammenstellte, viele Ergebnisse des
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Eudoxos zusammenfasste, viele des Theaitetos zum Abschluss und die weniger
zwingenden Beweise seiner Vorginger in eine unwiderlegbare Form brachte.»

Eine besondere Gruppe bilden jene beiden antiken Berichte — eine
Notiz im Suda-Lexikon und ein Scholion zu dem XI1I. Buch der Euklidischen
«Elementen® —, die dem Theaitetos stereometrische Entdeckungen zuschreiben.
Die Kontrolle dieser anderen Berichte gehort nicht in den Rahmen der vor-
liegenden Untersuchung, die nur das Thema «Theaitetos und die Theorie der
Irrationalititens behandeln wollte.

Aber auf diese Weise bleibt eigentlich nur ein einziger, bisher noch nicht
beglaubigter Bericht, nimlich jene Behauptung der arabisch iiberlieferten
Quelle tibrig, wonach schon Eudemos die Unterscheidung und Benennung der
irrationalen Strecken «mesey, «ek dyoin onomaton» und «wapotome» dem Theaitctos
zugeschrieben hitte. Alles iibrige sonst, was man ausser diesem einzigen Be-
richt bisher noch dariiber zu wissen meinte, was die griechische Theorie der
Irrationalititen dem Theaitetos zu verdanken hitte, ist im Sinne der oben vor-
gelegten Untersuchung nur eine Legende, die von Platon selbst angeregt und
vorbereitet wurde.

VI

Es wurde im ersten Abschnitt dieser Arbeit ein Zitat angefiihrt, wonach
den «Fixpunkts in der Entwicklungsgeschichte der Irrationalititentheorie die
Entdeckung des Theodoros von Kyrene bilden sollte; Theodoros hitte die Irra-
tionalitdat von |3, /5 . . . bis /17 bewiesen, und darum sollte die Irrationalitiit
von |/2 schon friiher, in der Zeit vor Theodoros bekannt gewesen sein.

Nun hoffe ich, gezeigt zu haben, dass diese historische Rekonstruktion auf
¢ine Reihe von Missverstindnissen gebaut wurde, und dass sie sich mit gar
nichts begriinden lisst. In der Wirklichkeit besitzen wir iiberhaupt keine zuver-
lissige Uberlieferung, weder iiber die Entdeckung noch iiber die weitere Knt-
faltungsgeschichte der mathematischen Irrationalitit.

Die Friihgeschichte dieser liesse sich -— meiner Ansicht nach — nur auf
dem Wege einigermassen kliren, dass man jene griechischen Fachausdriicke
historisch beleuchtet, durch welche die mathematische Irrationalitit zum Aus-
druck gebracht wird. In dem folgenden versuche ich die wichtigsten und be-
kanntesten Fachausdriicke der griechischen Mathematik von diesem Gesichts-
punkt aus zu behandeln.

56 Suda-Lexikon 1120, und Euclides, Elementa, ed. J. L. HEIBERG, vol. Vp.654.
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Das gewohnlichste Begriffspaar, das man der IEntdeckung der mathema-
tischen Irrationalitit verdankt, heisst griechisch: oduueroor und doduucroor,
messbar und unmessbar. Wie es die 1. Definition im Buch X der Euklidischen
«Elemente» besagt:

«Kommensurabel heissen jene Grossen (oduuctoa peyéln), die von dem-
selben Mass gemessen werden, und inkommensurabel solche (doduuerpa O€),
fiir die es kein gemeinsames Mass gibt.»

Zweifellos wurden diese Begriffe — kommensurabel und inkommensura-
bel — von der griechischen Mathematik selbst geprigt. Ohne die wissenschaft-
liche und deduktive Mathematik der Griechen wiisste man ja gar nichts von der
Inkommensurabilitit. Wie Aristoteles einmal treffend bemerkt:>

«. . . den Ausgangspunkt bildet bei allen die Verwunderung, dass die Sache
sich wirklich so verhalten sollte ... So verwundert man sich ... iiber die
Inkommensurabilitit der Diagonale und Seite des Quadrats. Denn zunichst
erscheint es jedermann verwunderlich, dass es etwas geben sollte, was auch mit
dem kleinsten gemeinsamen Mass nicht gemessen werden kann. Zuletzt aber
kommt es ganz anders . . ., wenn man nur erst iiber den Gegenstand unterrichtet
ist. Denn ein geometrisch gebildeter Kopf wiirde sich iiber nichts mehr ver-
wundern, als wenn die Diagonale auf einmal kommensurabel sein sollte.»

Ich glaube, man wird aus diesem Zitat zwei Tatsachen hervorheben
diirfen:

1. Aristoteles ist sich dessen voll bewusst, dass die Inkommensurahilitit
— wobei er nur an die lineare Inkommensurabilitit zu denken scheint (daher
sein Beispiel: die Quadratdiagonale und -Seite) — keineswegs ein Begriff der
naiven, unmittelbar von der Anschauung ausgehenden Denkweise sein kann.
«Zunichst erscheint es jedermann verwunderlich, dass es etwas geben sollte,
was auch mit dem kleinsten gemeinsamen Mass nicht gemessen werden kann .. .».
Ich glaube, mit dieser Verwunderung setzt sich eigentlich schon die wissen-
schaftliche Denkweise ein. Denn auf einer naiven, vorwissenschaftlichen Stufe
hat man wohl noch tiberhaupt gar keine Ahnung, selbst von der Méglichkeit der
linearen Inkommensurabilitiit zweier Strecken nicht. Fiir die naive, bloss mit
der Praxis operierende Denkweise gibt es auch gar keine linear inkommen-
surablen Strecken. Bloss praktisch konnte man ja schliesslich auch fiir die Qua-
dratdiagonale und -Seite ein «(gemeinsames Mass» finden. Man sollte sich nur ein
so kleines Mass wihlen, bei dem die Inkommensurabilitit der beiden Grossen
mit praktischen Mitteln nicht mehr nachweisbar wird. Die Inkommensurabili-
tat ist also ein Begriff mehr von theoretischem und nicht von praktischem
Ursprung.

2. Die andere Tatsache, die in dem Aristoteles-Text betont wird: «ein
geometrisch gebildeter Kopf wiirde sich iiber nichts mehr verwundern, als wenn

57 Met. A. 2. 983 a 13 ff.
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die Diagonale des Quadrats zu der Seite auf einmal kommensurabel sein sollte.»
Zur Zeit des Aristoteles war also die Inkommensurabilitit — mindestens fiir
die Geometer — schon ein ganz geldufiger Begriff.

Hat jedoch Aristoteles mit der «Verwunderung iber die Inkommensurabi-
litit der Diagonale und Seite des Quadratsy recht, so wird man wohl auch ver-
muten diirfen: es ist gar nicht wahrscheinlich, dass man anfangs die neuent-
deckte, verbliiffende Tatsache — die Inkommensurabilitit dieser beiden Strek-
ken — hiitte ohne weiteres, ruhig und gelassen zur Kenntnis nehmen kénnen.
Im Gegenteil ! Man hat zunidchst wohl Versuche angestellt, ob es nicht méglich
wiire, die Lingenverhéltnisse dieser beiden Strecken dennoch genau anzugeben.

Es gibt in der Tat eine Stelle bei Platon, die unter anderen auch von die-
sen anfinglichen Versuchen zu zeugen scheint. Ich meine die beriihmte Stelle
iiber die «Hochzeitszahly im Staat (VIII 546 C ff.). Es wiirde wohl allzu weit
filhren, wenn ich hier die vollstindige Interpretation dieser mathematisch
hochinteressanten Stelle versuchen wollte.’® Es geniige hier, anstatt dessen, die
Aufmerksamkeit nur auf jenen wichtigen Fachausdruck der Mathematik zu
lenken, der an dieser Platon-Stelle zum ersten Male erscheint.

«Platon nennt die Zahl 7 die rationale Diagonale, zur Seite 5 gehorend»
— liest man iiber diese Stelle in der Fachliteratur.’® Diese Behauptung ist folgen-
dermassen zu verstehen: wird die Seite eines beliebigen Quadrats in 5 Einheiten
angegeben, so hat die Diagonale desselben den Approximationswert 7, wie man
gich davon mit Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes leicht iiberzeugen
kann. Denn es gilt ja fiir die Seite (¢) und Diagonale (d) des Quadrates d? = 24?2,
und wenn @ = 4, dann d? = 50, und darum d =}50 ~ 7. Darum wird also bei
Platon die Zahl 7 als die «rationale Diagonale, zur Seite 5 gehtrend» bezeichnet.
Nun interessiert uns jedoch diesmal, mehr als die eben geschilderte Tatsache,
der Ausdruck selber: wationale Diagonales.

In der Tat iibersetzt man gewohnlich jene beiden mathematischen Termi-
ni, die von Platon in diesem Zusammenhang gebraucht werden — ¢gnrdv und
dpongrov — mit «rationaly und «irrationaly. Aber es wird sich lohnen, sogleich
auch an den urspringlichen, etymologischen Sinn dieser Worte zu erinnern;
gnrov heisst: «was gesagt werden kanny, und degnrov: «was nickt gesagt werden
kann». — Nun versuche man sich zunéchst den Ursprung des letzteren Ausdruk-
kes (dpponrov) zu erkliren. Warum bezeichnete man wohl die Diagonale des
Quadrats als dponrov? — Der Ursprung dieser Bezeichnungsart kann doch nur
der folgende gewesen sein: Offenbar wollte man die Diagonale eines beliebigen
Quadrats — dessen Seite als eine Zahl angegeben wurde — ebenfalls als eine
Zahl bestimmen, und als man dahinter kam, dass dies nicht méglich ist, dann

88 Zu der Interpretation der Stelle vgl. man A. AHLVERS, Zahl und Klang bei
Platon (Noctes Romanae, Forschungen iiber die Kultur der Antike, herausg. von Prof.
Dr. W. WiLi, Bern, Heft 6) Bern—Stutigart 1952.

5 13, L. v. d. WAERDEN, Erwachende Wissenschaft, 206 f.
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bekam die betreffende Diagonale den Namen: doontov = «was nicht gesagt wer-
den kanny.

Die Tatsache jedoch, dass P’laton an unserer Stelle nicht nur den Aus-
druck dwduetpos doprtn = «die unsagbare Diagonales, sondern sogleich auch
das Gegenteil dieses Begriffes, dwduerpos; ¢nti} = «die sagbare Diagonaley, nam-
haft macht, zeigt, dass man hier den Ausdruck doontor wohl nicht im Sinne
eines Verbotes auffassen darf. Zweifellos handelt es sich im Falle der mystisch-
religiosen dponra®® um Dinge, die auch nicht gesagt werden sollen, aber die
Quadratdiagonale heisst nicht aus einem solchen Grunde dppnror, sondern ein-
fach nur deswegen, weil sie sich nicht als eine Zahl bestimmen ldsst. Dagegen
kann die Zahl 7 — als Approximationswert der zur Seite 5 gehorigen Quadrat-
diagonale — eben aus dem Grunde als dwduerpos g1ty = «sagbare (= rationale)
Diagonale» bezeichnet werden, weil sie in der Tat doch als eine Zahl angegeben
wird. — Diese kurze Betrachtung scheint also dafiir zu sprechen, dass jene
Uberlieferung, wonach das Entdecken und mehr noch das offentliche Behan-
deln der mathematischen Irrationalitit als ein «Frevel» angesehen wurde, wohl
nur eine spiterfundene naive Legende ist. Es ist nicht wahrscheinlich, dass
diese Entdeckung fiir die Mathematiker jemals als ein «Skandaly galt.

Ubrigens heisst jener halbe Satz bei Platon, der in einem Atem die beiden
Begriffe —- «sagbare und unsagbare Diagonaley — ausspricht, folgendermassen:

Resp. VI 546 C 4—5: éxarov usv aoBudv o diapétowy gntav mepmadog,
Seoudvaw €vos éndatwv, dporjtwy 08 dvolv . . .

Anstatt der Ubersetzung begniige man sich in diesem Fall lieber mit der
genauen Paraphrase des angefiihrten Textes. Wie bekannt, wird durch die
zitierten griechischen Worte auf zwei verschiedene Weisen dieselbe Zahl - -
4-:800 — ausgedriickt, namlich: «100 Quadrate der sagbaren Diagonalen der 5,
jedes Quadrat um 1 verminderts, also: 100+(72—1) = 100°48 = 4.800; und
andrerseits: «100 Quadrate der unsagbaren Diagonalen der 5, jedes Quadrat um
2 verminderty, also: 100-(50—2) == 10048 = 4.800.8 — Demnach kann also
die Diagonale jenes QQuadrats, dessen Seite 5 Einheiten ausmacht, sowohl als
«unsagbarer wie auch als «sagbare» Diagonale bezeichnet werden. Die sagbare
Diagonale macht in diesem Fall 7 Einheiten aus. Mit anderen Worten: der Aus-
druck «sagbare Diagonaley ist eine griechische Umschreibung fiir unseren
«Approximationswerty. — Die ¢unsagbare Diagonale» macht in demselben Fall
nach unserer Bezeichnungsart die Liange )/50 aus. Aber die Griechen wollten
— wie darauf oben in einem anderen Zusammenhang schon hingewiesen wurde
—, anstatt sich unserer Bezeichnungsart mit Quadratwurzelzeichen zu bedie-
nen, nicht die Linge der fraglichen inkommensurablen Strecke, sondern das auf
sie errichtete Quadrat messen, und sie sagten, dass die betreffende Diagonale

60 Her. 5, 83; XEN. Hell. 6, 3, 4; EURIP. Hel. 13, 23 etc.
61 Siehe oben Anm. 58. — A. AHLVERS, 0. ¢. 12 Anm. 4:«In der mathematischen
Fachsprache bedeutet doifuog dno . .. = Quaudrat von . . .»
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«threm Quadrat nach gemesseny (= «quadrierty) 50 ]'linheiten — d. h. also 50
Quadrateinheiten — ausmacht.

Man weiss sowohl aus Proklos® wie auch aus anderen antiken Quellen,%3
dass es die Pythagoreer waren, die die Methode dessen ausgearbeitet hatten, wie
man die einzelnen Seiten- und Diagonalzahlen nacheinander gewinnen kann.
Die bei Platon genannten 5 und 7 bilden ja das dritte Glied in der unendlichen
Reihe von solchen Zahlen. Natiirlich kann man dieses System der «Seiten- und
Diagonalzahlens auch als eine antike Methode zur Approximierung des Wertes
von |/2 auffassen. Rechnet man nimlich das Verhéltnis der aufeinanderfolgen-
den Diagonal- und Seitenzahlen — d : a — als Dezimalbriiche nacheinander um,
80 bekommt man eine interessante Reihe, in der die einzelnen Werte den Wert
von |/2 mit wachsender Genauigkeit von unten und oben her abwechselnd
annéhern.®

Nun wird aber nicht nur die Erfindung der Seiten- und Diagonalzahlen
den Pythagoreern zugeschrieben, sondern es wird heutzutage im allgemeinen
— und wohl mit Recht — vermutet, dass auch der erste wissenschaftliche Be-
weis fiir die Inkommensurabilitit der Quadratdiagonale und -Seite von den
Pythagoreern stammt.%> Wie bekannt, griindet sich dieser Beweis — in dem
Satz Kucl. Elem. X Appendix 27 — auf eine reductio ad absurdum: wiren nim -
lich Seite und Diagonale des Quadrats kommensurabel, so miisste dieselbe Zahl
gerade und auch ungerade sein.

Es ist jedoch bemerkenswert, dass man auch einen kleinen Unferschied
in der Terminologie des vorhin angefithrten Platon-Textes einerseits, und des
eben erwihnten pythagoreischen Satzes bei Euklid andrerseits, beobachten
kann. Denn Platon redet von der «unsagbaren Diagonaley (Stduetooc dopjrn),
wihrend es in dem Satz bei Euklid (X Appendix 27) heisst, dass die Diagonale
der Seite «linear inkommensurabely ist (doduuerods éotww ... uixet). Natiirlich
kommt in beiden Bezeichnungsformen — duduetoos doprjty bzw. doduucrgos
punxer — dieselbe Tatsache zum Ausdruck, nimlich, wie wir sagen wiirden: die
Irrationalitit der VE (wenn die Quadratseite als Langeneinheit gewihlt wird).
Aber die beiden griechischen Formen der Bezeichnungsart legen doch eine
historische Vermutung nahe, auch wenn es im voraus zugegeben werden muss,
dass sich diese Vermutung néher, mit anderweitigen Zeugnissen nicht belegen
lasst.

Denn es liegt nahe, zu vermuten, dass von den beiden Bezeichnungsarten
— «unsagbare Diagonale» und «inkommensurable Griosses — die erstgenannte

%2 Proclus Diadochus, Tn Platonis rem publ. comm (ed. W. Krowrr, 1901) II. 23
(8. 24—25).

83 Vgl. die Quellen bei B. L. v. d. WAERDEN, Erwachende Wissenschaft S. 200 fT.

8t Vgl. E. StamaTes, Euklidou Geometria, Tom. II. Athen 1953 S. 9 {f.

% Vgl. 0. BECKER, Quellen und Studien zur Gesch. d. Math. ete. B Bd. 3 1936
533 —5563 (wiederabgedruckt im Sammelband «Zur Geschichte der griechischen Mathe-
matiky, 8. oben Anm. 4).
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die relativ iltere sein mag. Zunichst hat man wohl versucht, die Diagonale eines
Quadrats — dessen Seite als eine Zahl angegeben wurde — als eine andere Zahl
zu bestimmen. Als man dahinterkam, dass dies nicht moglich ist, driickte man
diese verbliiffende Tatsache in der Form aus, dass man die betreffende Diago-
nale als eine «unsagbare Grossey (dponTov) bezeichnete. Natiirlich war man auf
diese Weise schon nahe daran, einen voéllig neuen mathematischen Begriff zu
schopfen; aber dieser neue Begriff trat doch erst dann endgiiltig in Erscheinung,
als man fiir ihn den Ausdruck «inkommensurabely (Goduueroor) gepriagt hatte.

Es fragt sich nur: wieso man tiberhaupt auf das Problem der Quadrat-
diagonale aufmerksam geworden sein mag? Ob man nicht auch jenen Weg der
mathematischen Uberlegungen einigermassen rekonstruieren kénnte, der dann
zu der Entdeckung der Inkommensurabilitiat gefithrt hatte ? — Wohl wird diese
Frage die Historiker der Wissenschaft zunédchst befremden. Denn einerseits
bietet ja die Uberlieferung gar keine solche Anhaltspunkte, die uns ermoglich-
ten, die gestellte Frage mit Bestimmtheit zu beantworten. Und andrerseits
scheint das Problem der Quadratdiagonale selber doch so einfach zu sein, dass
man auf den ersten Anblick geneigt wire zu glauben: selbstverstindlich musste
man einmal beinahe von selbst auf diese Frage kommen. Hat es denn einen
Sinn — ohne ndhere Anhaltspunkte — nach weiteren historischen Zusammen-
hingen zu forschen, wo das, was erforscht werden soll, doch so unvermittelt und
naheliegend ist ? — Aber ich glaube dennoch, dass die folgenden Vermutungen
— auch wenn sie gar nichts anderes als bloss Vermutungen sind — von histori-
schem Gesichtspunkt aus einiges Interesse beanspruchen diirfen.

Ich vermute nidmlich, dass man auf das Problem der Quadratdiagonale
urspriinglich wohl anlésslich des Problems der Quadratverdoppelung aufmerk-
sam wurde. Fiir diese Vermutung habe ich zunichst zwe: Anhaltspunkte. Denn
erstens ist es ja bekannt, dass Verdoppelungsprobleme die griechischen Mathe-
matiker in der Tat ziemlich lange Zeit hindurch beschaftigt hatten. Es geniige
hier darauf hinzuweisen, dass schon Hippokrates von Chios einen geistreichen
Vorschlag dafiir hatte, wie man das beriihmte «delische Problem» — die Ver-
doppelung des Wiirfels — anpacken sollte.®® Er selber hat zwar den eigenen
Vorschlag nicht verwirklichen kénnen, aber bald nach ihm fand Archytas von
Tarent die erste Losung des Problems in der Tat im Sinne des Vorschlages von
Hippokrates. Aber auch nach Archytas beschiftigten sich noch mehrere Ma-
thematiker mit dem Problem der Wiirfelverdoppelung und sie fanden auch,

unabhingig von Archytas, andere Losungen dafiir. — Man diirfte also mit eini-
ger Wahrscheinlichkeit doch vermuten, dass in einer fritheren Zeit — also

selbstverstandlich in einer Zeit noch vor Hippokrates von Chios — die Quadrat-
verdoppelung fiir die Mathematiker ein ebenso interessantes Problem gewesen

5% Vgl. O. BECKER, Das mathematische Denken der Antike, Gottingen 1957 8.
75 ff.
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sein mag, wie spiter, auf einer entwickelteren Stufe die Wiirfelverdoppelung
zum Problem wurde. — Denkt man an diese Moglichkeit, so fillt einem sofort
ein, dass wir in der Tat eine berithmte literarische Stelle besitzen, aus der man
u. a. auch ersieht, wie gerade das Problem der Quadratverdoppelung in dem
frithen Mathematikunterricht der Griechen behandelt wurde.” Und das ist der
zweite Anhaltspunkt fiir meine vorige Vermutung.

Wie bekannt, fragt Sokrates an einer Stelle des Platonischen Dialoges
«Menon» (82 B — 85 E) einen ecinfachen, unwissenden Sklaven: wie liesse
sich der Flacheninhalt jenes Quadrats, dessen Seite zwei Fuss lang ist, in der
Weise verdoppeln, dass dabei die Gestalt des Quadrats auch nach der Verdop-
pelung unveridndert bleibt? Damit die Frage nicht missverstanden werde,
zeichnet Sokrates sofort vor dem Gefragten jenes Quadrat hin, dessen Seite die
Lange von zwei Fuss darstellen soll. (Das gezeichnete Quadrat besteht also
aus vier kleineren Quadraten.) Wie liesse sich nun diese Fliche in Quadratform
verdoppeln ? Nachdem der Gefragte durch Sokrates ausdriicklich darauf auf-
merksam gemacht wurde, dass die Seite des urspriinglichen Quadrats zwei Fuss
lang ist, verfillt er zundchst auf den Gedanken, dass jenes andere Quadrat,
dessen Flacheninhalt das Doppelte des Gegebenen darstellt, wohl auch doppelt
80 lange Seiten —also eine Seitenldnge von vier Fuss — besitzen miisste. Sokra-
tes zeichnet gleich auf diese Antwort hin das neue Quadrat mit der Seitenlange
von vier Fuss, indem er die eine Seite des urspriinglichen Quadrats auf ihr Dop-
peltes verlingert, und mit der neuen Seitenlinge ein Quadrat konstruiert. Man
ersieht aber sofort aus seiner Zcichnung, dass der Flicheninhalt des urspriing-
lichen Quadrats auf diese Weise nicht verdoppelt, sondern vervierfacht wurde.
Der Sklave muss einsehen, dass sein erster Versuch, die Frage des Sokrates zu
beantworten, verfehlt war. Jene Quadratfliche, die man mit der verdoppelten
Seitenldnge herstellt, ist nicht das Doppelte sondern das Vierfache der ur-
spriinglichen.

Nun denkt jetzt der Gefragte folgendermassen weiter. Jenes Quadrat,
dessen Flicheninhalt das Doppelte des urspriinglichen darstellt, wird offenbar
eine liangere Seite haben, als dasjenige, dessen Fliche verdoppelt werden muss.
Die gesuchte Seitenldnge wird also auf alle Fille mekr als zwei Fuss betragen
— so viel betrigt niamlich die Seite des gegebenen Quadrats. Vier Fuss lang
kann jedoch die gesuchte Seite nicht sein, denn mit einer vier Fuss langen
Seite wird das urspriingliche Quadrat schon vervierfacht. Die gesuchte Seite

wird also weniger als vier Fuss lang. — Mehr als zwei und weniger als vier ist
drei. Vielleicht stellt also das Quadrat mit dre: Fuss langer Seite den doppelten
Flicheninhalt des urspriinglichen dar. — Sokrates antwortet auf diesen neuen

Versuch wieder mit einer Zeichnung; er verlingert die Seite des urspriinglichen

57 0. BECKER (Grundlagen der Mathematik in geschichtlicher Entwicklung, ¥rei-
burg — Miinchen, 1934, 8. 109) bezeichnete die folgende ¢«Manon»-Stelle mit Recht als
¢ein lebendiges Bild des geometrischen Elementarunterrichts der Zeits.
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Quadrats auf drei Einheiten, und konstruiert mit diescr neuen Seitenlidnge ein
grosseres Quadrat. Man ersieht aber aus der Zeichnung wieder, dass die Ver-
doppelung des Flicheninhalts auch diesmal nicht gegliickt ist. Denn das gro-
ssere Quadrat besteht diesmal aus neun kleineren Quadraten, wihrend es nur
aus acht bestehen sollte, da ja das urspriingliche Quadrat aus vier kleineren
Quadraten zusammengesetzt war. Auf Grund der Zeichnung muss also der
Sklave wieder einsehen, dass seine Antwort auch diesmal falsch war.

Die Frage wird dann schliesslich dadurch gelost, dass Sokrates eine neue
Figur zeichnet und daran zeigt, dass das urspriingliche Quadrat dadurch ver-
vierfacht werden kann, dass man seine Seitenlingen verdoppelt — wie es auch
der Gefragte in seinem ersten Versuch wollte. Dabei kann man jedoch die so
erhaltenen Quadrate durch ihre Diagonalen in je zwei gleiche Dreiecke teilen.
Nun bilden aber auch die Diagonalen ein Quadrat (s. die Abb.), dessen Fliche

jedoch aus vier gleichen Dreiecken besteht, wihrend das urspriingliche Quadrat
nur aus zwei solchen Dreiecken bestand. Auf diese Weise kann also der Flachen-
inhalt des urspriinglichen Quadrats —- vermittels der Diagonale — verdoppelt
werden, und doch bleibt die Quadratform auch nach der Verdoppelung der
Flache unverindert. ‘

Besonders lehrreich ist fiir uns die eben zusammengefasste Platon-Stelle
nicht nur deswegen, weil man daraus ersieht, dass der naive, ungelernte Mensch
das Problem der Quadratverdoppelung zunichst in der Tat auf dem Wege zu
lésen versucht, dass er die Seite des gesuchten Quadrats als eine Zahl angeben
will, sondern auch noch wegen einiger sehr aufschlussreicher Worte des Sokrates,
Denn Sokrates sagt ja nach dem zweiten misslungenen Versuch des Sklaven:
«Wohlan, versuche uns genau zu sagen — niamlich: wie gross die gesuchte Seite
wird —, und wenn du es nicht willst in einer Zahl ausdriicken, so zeige es uns
doch ly (83 E: aetod Nuiv einelv dnpifing, nal i pi) fodler aollueiv, alia detéov).
Natiirlich wird durch diese Worte der kundige Leser im stillen darauf hinge-
wiesen, dass die gesuchte Seite des Quadrats mit verdoppeltem Fliacheninhalt
— also die Diagonale des urspriinglichen Quadrats — sich nicht als eine Zahl
angeben lisst, weil sie ein dopyrov ist. - Zweifellos fithrt also das Problem der
Quadratverdoppelung — die Suche nach jener Zahl, die die Seite des Quadrats
mit verdoppeltem Flicheninhalt angeben wiirde — zu dem Problem der Qua-
dratdiagonale, und auf diese Weise zu dem Problem der linearen Inkommen-
surabilitiit. Ja, man mochte beinahe versuchen, eine unmittelbare Verbindung
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zu vermuten, die von dem mathematischen Problem der Platon-Stelle im «Me-
non» zu dem pythagoreischen Beweis fiir die Inkommensurabilitit der Quadrat-
diagonale und -Seite fithrt. Denn einerseits wird ja in dem Dialog «Menon»
angedeutet, dass die Quadratdiagonale sich nicht als eine Zahl bestimmen lisst
— wenn die Seite des Quadrats als eine Zahl angegeben war —, und andrerseits
ist der pythagoreische Beweis fiir die Inkommensurabilitit der Quadratdiago-
nale und -Seite ein zahlentheoretischer Beweis: wiren Seite und Diagonale des
Quadrats kommensurabel, dann miisste dieselbe Zahl gerade und auch ungerade
sein, was unmoglich ist.

Ich glaube also, dass die eben genannten beiden Anhaltspunkte — einer-
seits der Hinweis auf das Problem der Wiirfelverdoppelung, und andrerseits
derjenige auf die «Menon»-Stelle — meine Vermutung, dass nimlich den Aus-
gangspunkt zu der Entdeckung der linearen Inkommensurabilitit das Problem
der Quadratverdoppelung gebildet haben soll, einigermassen doch erhirten. —
Nun ldsst aber dieselbe Vermutung auch noch andere, wie mir scheint, interes-
sante historische Zusammenhinge erkennen. Man muss dazu nur einsehen, dass
das Problem der Quadratverdoppelung seinerseits fiir die antike mathematische
Denkweise mit einem anderen, urspriinglich gar nicht geometrischen Problem
identisch war. Darum tiberlege man sich zunéchst folgendes:

0. Becker bemerkte in seiner historischen Behandlung des Problems der
Wiirfelverdoppelung:% «Diese Aufgabe war fiir die antike Mathematik in dieser
Form zunéchst unangreifbar.» Darum verwandelte Hippokrates von Chios die
Aufgabe der Wiirfelverdoppelung in eine andere, nimlich in die Aufgabe: zuwes
mittlere Proportionalen x, y zwischen « (die Kante des Wiirfels) und 2a zu
[inden. Dieser Vorschlag des Hippokrates fithrt in der Tat zu der Losung des
Problems. Denn, wenn a : x = x : y =y : 2a, dann auch ay = x? und xy = 2a*.
Und daraus folgt ja, dass a : x = x2 : 2a2, bzw. x3 = 2a3,

Aber wie kam Hippokrates auf den gliicklichen Gedanken, dass sich das
Problem der Wiirfelverdoppelung auf das Problem der «zwei mittleren Propor-
tionalen» reduzieren lisst, wobei er doch nicht imstande war, den eigenen Vor-
gchlag zu verwirklichen? — Tch glaube, der Vorschlag des Hippokrates war
eigentlich gar nichts anderes, als sozusagen nur ein Analogieschluss. Er wollte
das ungeloste stereometrische Problem seiner Zeit nach dem Vorbild eines da-
mals schon lingst gelosten verwandten planimetrischen Problems behandeln.
Denn er ging ja wohl von dem Gedanken aus: «Quadraty und «Wiirfel» sind
irgendwie verwandte Gebilde, und wird einmal das Quadrat dadurch verdop-
pelt, dass man zwischen seine Seite (@) und das Doppelte dieser Seite (2a) eine
mittlere Proportionale einfiigt (a : x = x : 2a), dann wird man den Wiirfel auf
dem Wege verdoppeln kénnen, dass man zwischen seiner Kante und dem
doppelten der Kante zwei mittlere Proportionaler findet. — Es ergibt sich auf

& Vgl. oben Anm. 66.
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diese Weise aus dem Analogieschluss des Hippokrates fiir uns die Vermutung,
dass fiir die antike mathematische Denkweise das Problem der Quadratver-
doppelung urspriinglich wohl mit dem Problem der mittleren Proportionale
zwischen einer Zahl und ihrem Doppelten gleichbedeutend war.

Die Beobachtung, dass fiir die antike mathematische Denkweise die Frage
der Quadratverdoppelung urspriinglich mit der anderen Frage gleichbedeutend
gewesen sein mag: wie man zwischen zwei Zahlen die mittlere Proportionale
finden kann, erdffnet sogleich auch eine Perspektive in die Vergangenheit,
sozusagen in die Vorgeschichte des Problems der linearen Inkommensurabilitit.
Denn man weiss in der Tat, dass das Problem der «mittleren Proportionale»
auch schon auf einer vorgeometrischen Stute, in der Musiktheorie der Pythago-
reer eine wichtige Rolle gespielt hatte. Der Satz 3 in der Sectio canonis besagt ja:

«Zwischen zwet Zahlen in einem idiberteiligen Verhdiltnis kinnen niemals
mittlere proportionale Zahlen, weder eine noch mehrere, gefunden werden.»%

Wir miissen uns in dem folgenden mit diesem Satz etwas ausfiihrlicher
beschiftigen, da er — meiner Ansicht nach — die Vorgeschichte des Problems
der linearen Inkommensurabilitdt in ein interessantes Licht zu stellen vermag.

Man muss vor allem wissen, um den vorigen Satz zu verstehen, dass die
Griechen unter einem «iiberteiligen Verhiltnisy (émudpiov dudorna) dasselbe
verstanden, was wir in der Form (n + 1) : n zum Ausdruck bringen. Ein «iiber-
teiliges Verhéltnis» ist also in der Musiktheorie z. B. die Quarte (4 : 3), oder die
Quinte (3 : 2). Aber selbstverstdndlich gilt der vorige Satz nicht nur fiir die
Quarte und Quinte, sondern auch fir die Oktave (2 : 1). Denn wohl bezeich-
neten zwar die Alten die Oktave nicht als ein «iiberteiliges» sondern als ein
«vielfaches Verhiltnisy (moAdamldoiov). Aber die Verhiltniszahlen der Oktave
(2 : 1) bilden doch jenen Spezialfall, der nicht nur als «vielfachesy sondern mit
demselben Recht auch als «iiberteiliges Verhiltnisy gelten kann. — Interessant
ist in der Sectio canonis auch der Beweis des vorhin zitierten Satzes, der nim-
lich daraus besteht, dass gezeigt wird: jedes itberteilige Verhdilinis kann auf die
Form (n -+ 1) : n gebracht werden. Die kleinsten Termen eines «liberteiligen
Verhiltnissesy sind also aufeinanderfolgende Zahlen. Darum gibt es zwischen

6 Es sei hier nebenbei bemerkt: der eben zitierte Satz der Sectio canonis wird
in den Werken iiber die antike Mathematik und Musikwissenschaft haufig als ein Satz
des ARCHYTAS bezeichnet. Der Grund fiir diese Bezeichnung liegt teils in der Tatsache,
dass BortHIUS den Satz einmal zitiert. (De musica III 11) und mit jenem Beweis, den
ArcHyTAs fiir ithn geliefert hatte, nicht zufrieden ist; teils lsst sich die Bezeichnung
«Satz des ARCHYTAS» auch damit noch begriinden, dass man nachzuweisen vermochte:
er spielte eine wichtige Rolle in der Musiktheorie des ARCHYTAS. Aber damit ist Gber
das wirkliche Alter des Satzes Sectio canonis 3 noch sehr wenig gesagt. Denn BoE1HIUS
bezeugt ja gar nichts liber das wirkliche Alter dieses Satzes. Woher sollte man wissen,
dass auch der Satz selber, nicht nur sein von BOETHIUS erwiihnter und von ARCHYTAS
stammender Beweis, in der Tat von ARCHYTAS stammen soll? Fs geht aus den Worten
des BOETHIUS nicht einmal soviel eindeutig, hervor, dass es in der Tat ARCHYTAS war,
der diesen Satz als ersier bewiesen hatte. Und wollte man eine relative Chronologie fiir
den fraglichen Satz suchen, so finde man die einzigen Anhaltspunkte dafiir doch nur
in dem Satz selber.
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diesen gar keine mittlere proportionale Zahl, da es zwischen zwei aufeinander-
folgenden Zahlen keine mittlere Zahl gibt. (Im Sinne der griechischen Arithme-
tik gelten natiirlich nur die ganzen Zahlen als «Zahlens.) Und nachdem es nun
zwischen den kleinsten Termen eines iiberteiligen Verhiltnisses keine mittlere
proportionalen Zahlen gibt, kann es solche auch zwischen denjenigen Zahlen
nicht geben, die dasselbe gegebene Verhiltnis zueinander haben, wie die ge-
priiften kleinsten Termen (vgl. Eucl. Elem. VIII 8).

Aber noch interessanter wird der vorhin zitierte Satz aus der Sectio
canonis, wenn man bedenkt, dass die «iiberteiligen Verhiltnisses der Musik-
wissenschaft — die Quarte (4 : 3), Quinte (3 : 2) und Oktave (2 : 1) — in der
Theorie der Pythagoreer eigentlich Saitenabschnitte, also Strecken waren, wie
ich es in einer fritheren Arbeit schon gezeigt hatte.”® Die musikalischen Inter-
valle der Konsonanzen waren ja lineare Gréssen des Monochords, die an dem
«Kanony auch als Zahlen angegeben wurden. Wird z. B. die Oktave als 2 : 1
bezeichnet, so heisst dies soviel, dass das ganze Monochord als eine Strecke von
2 Lingeneinheiten angesehen wird; diese Strecke von 2 Lingeneinheiten ergibt
den ersten Ton der Oktave, wihrend die Hilfte des Monochords — die Strecke von
1 Liingeneinheit — den zweiten Ton erzeugt. «Zahlen» und «Strecken» (= Saiten-
abschnitte) waren in dieser Musiktheorie urspriinglich gleichbedeutend, und
man scheint auch noch der Ansicht gewesen zu sein, dass man jede Strecke als
eine Zah!l (eine Mehrheit von irgendwelchen Lingeneinheiten) auffassen diirfte.

Besagt also der Satz Sectio canonis 3, dasses«zwischenzweiZahlenineinem
iiberteiligen Verhiltnis keine mittleren proportionalen Zahlen gibts, so ist
diese Behauptung auf die Oktave bezogen in dem Sinne zu verstehen, dass zwi-
schen den beiden Saitenabschnitten (Streckensegmenten) der Oktave (2 und 1)
keine mittlere proportionale Zahlstrecke existiert, auch dann nicht, wenn man
mit irgendwelchen Mehrfachen desselben Verhiltnisses (2 : 1) die Probe anstellt.

Natiirlich war das Problem der «mittleren Proportionale in einem iiber-
teiligen Verhiltnisy innerhalb der Musiktheorie zunéichst ein arithmetisches und
nur quasi-geometrisches Problem, nachdem man doch die mittlere proportionale
Strecke (= Saitenabschnitt) zwischen zwei anderen Strecken (= Saitenabschnit-
ten) suchte. Aber ich glaube, man wird doch zugeben miissen, dass mit der
Quadratverdoppelung (wohl spiter!) eigentlich dennoch dasselbe urspriinglich
musikalische Problem der «mittleren Proportionale zwischen zwei Strecken»
— allerdings schon in rein geometrischer Form — gelést wurde. Selbstverstind-
lich wird dabei das musiktheoretische Problem der ¢mittleren Proportionale in
einem iiberteiligen Verhiltniss durch eine michtige Kluft von der geometrischen
Losung der Quadratverdoppelung getrennt. Inzwischen musste nimlich — wie
ich vermute — jene Proportionenlehre, deren rein musiktheoretische Herkunft

70 A. SzaB6, Die frithgriechische Proportionenlehre im Spiegel ihrer Terminologie,
Archive for History of Exact Sciences, vol. 2, 1965, 197—270.
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zuletzt in meiner oben genannten Arheit nachgewiesen wurde,” auf die Geome-
trie angewendet werden.

Im Sinne meiner Vermutung liessen sich also in der Entdeckungsge-
schichte der linearen Inkommensurabilitit einstweilen die folgenden Etappen
unterscheiden:

1. In der Musiktheorie versuchte man zunichst, die wichtigsten Kon-
sonanzen — und darunter besonders die Oktave (2 : 1) — in zwei untereinander
gleiche Teilintervalle zu zerlegen. Dadurch tauchte das Problem der wmittleren
proportionalen Zahlstrecken — und insbesondere dasjenige der mittleren Propor-
tionale zwischen einer Strecke und ihrem Doppelten (die Oktave 2 : 1) — auf.
Dieses Problem fithrte zu der grundlegenden Feststellung: »Es gibt zwischen
zwei Zahlen in iiberteiligem Verhiltnis Leine mittlere proportionale Zahl.»

2. Nachdem man gelernt hatte, die urspriinglich rein musiktheoretische
Proportionenlehre auf die Geometrie anzuwenden, wurde das Problem der
Quadratverdoppelung gelost. Damit loste man jedoch (auf geometrischem Wege !)
auch das Problem der mittleren Proportionale zwischen einer Strecke und ihrem
Doppelten.

3. Als man auf diese Weise auf das Problem der Diagonale des Quadrats
aufmerksam wurde, versuchte man wohl wieder, diese Strecke ebenso als eine
Zahl zu bestimmen, wie auch die Seite des Quadrats als eine Zahl angegeben
war. Nach vergeblichen Versuchen — im Laufe deren auch das pythagoreische
System der Seiten- und Diagonalzahlen ausgearbeitet wurde — musste man
einsehen, dass die betreffende Strecke, die Diagonale, im Vergleich zu der Seite
des Quadrats Leine Zakl, sondern eine «unsagbare Grisse», ein dopnroy ist. —
Bald danach prigte man fiir den neuen mathematischen Begriff den Ausdruck
dotuuetoor, inkommensurabely, und man bewies auch die Inkommensurabilitiit
der Quadratdiagonale und -Seite mit einer reductio ad «bsurdum.

Meine vorige Vermutung, dass namlich den Ausgangspunkt zu der Frage
der Inkommensurahilitit das Problem der «mittleren Proportionales gebildet
hatte, lisst sich auch noch von einer anderen Seite her erhdrten, und auch da-
durch fillt wicder mehr Licht auf die Friihgeschichte der Theorie.

Es wurde oben im Zusammenhang mit der Analyse der mathematischen
Stelle im Dialog «Theaitetos» schon darauf hingewiesen, eine wie. wichtige Rolle
in der ganzen griechischen Theorie der Inkommensurabilititen dem mathema-
tischen Begriff dynamzis zufillt. Theodoros illustrierte vor seinen Schiilern die
lineare Inkommensurabilitdt der Seiten jener dynameis, die den Rechteckzahlen
entsprechen. Dieselben linear inkommensurablen Strecken werden in der mathe-

1 Sijehe die vorige Anm.
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matischen Terminologie als dynamei symmetrot, d. h. als <kommensurabel nach
jenem Quadrat, das man auf sie errichtets, bezeichnet.

Nun liess sich iiber den mathematischen Begriff dynamis schon ein-
gangs mit rein sprachgeschichtlichen und philologischen Mitteln feststellen,
dass der urspriingliche Wortsinn dieses Ausdruckes in der Mathematik dyna-
mis = «Quadratwert eines Rechtecks» gewesen sein muss. Auch darauf wurde
spiater hingewiesen, dass die dynamis (= «Quadratwert eines Rechtecksy)
urspriinglich mit «tetragonismosy (= «Verwandeln eines Rechtecks in flichen-
gleiches Quadrat») gewonnen wurde. Dieses Verwandeln eines Rechtecks in
flichengleiches Quadrat konnte man jedoch erst dann l6sen, als man schon
gelernt hatte, wie die maftlere Proportionale zu zwei beliebigen Strecken zu
konstruieren ist, EKs scheint also, dass sowohl das Problem der Quadratverdop-
pelung (und damit das Problem der Quadratdiagonale), wie auch dasjenige des
Verwandelns eines beliebigen Rechtecks in flichengleiches Quadrat (und damit die
Schopfung des mathematischen Begriffes dynamis = «Quadratwert eines Recht-
ecks») von dem Problem der mittleren Proportionale untrennbar sind. Darum
glaube ich, dass eben das Problem der mittleren Proportionale jener wichtige
Ausgangspunkt war, der zu der Entdeckung der linearen Inkommensurabilitit
(und zu derjenigen der quadratischen Kommensurabilitit) gefithrt hatte.

Nun scheint jedoch der Hinweis darauf, dass der Begriff dynamis sein Ent-
stehen dem Problem der mittleren Proportionale verdankt (ebenso wie auch
das Problem der Quadratdiagonale ein spezielles Problem der mittleren Propor-
tionale ist !), auch noch dafiir zu sprechen, dass die Entdeckung der lincaren
Inkommensurabilitit an dem Beispiel der Quadratdiagonale und -Seite viel-
leicht von Anfang an gar kein isolierter Einzelfall war. s wire moglich, dass man
mit dem geometrischen Losen des Problems der mittleren Proportionale so-
gleich erkannt hétte: nicht nur die Seite des verdoppelten Quadrats (die Diago-
nale des Einheitsquadrats), sondern auch die Seiten aller Quadrate, die Recht-
eckzahlen entsprechen, sind linear inkommensurable Grossen.

Dabei ist es wohl auch nicht gleichgiiltig, dass die vorhin analysierte Pla-
ton-Stelle («Theait.» 147 C — 148 B) den Ausdruck dynamets in einem sozusagen
«altertiimlichen» Sinne gebraucht. Denn die dynameis des Theodoros sind ja
nicht einfach «Quadrate», oder «Quadratwerte von beliebigen Rechtecken» (wie
etwa das Wort dynamis bei Archimedes gebraucht wird), sondern die dynameis
des Theodoros sind lauter ganze Zahlen von 3 bis 17. Es wurden also — wie ich
es schon hervorzuheben versuchte — Zahlenrechtecke in flichengleiche Quadrate
verwandelt. Demnach hat man also den Begritf dynamis noch zu einer solchen
Zeit geprigt, in der man die mittlere Proportionale zwischen zwei Zahlstrecken
suchte, um dadurch tiber die bloss arithmetische Behauptung des Satzes Sectio
canonis 3 hinauszukommen. Und eben dadurch, dass man das geometrische
Mittel zweier Strecken zu konstruieren gelernt hatte, kam man auch iiber jene
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naive Vorstellung hinaus, dass jede Strecke auch als eine Zahl aufgefasst werden
konnte.

Nun hoffe ich, mit der hier vorgelegten Untersuchung nicht nur die
Theaitetos-Legende aufgelost, sondern auch einige Gedanken zu einer neuen
Rekonstruktion der Entwicklungsgeschichte der pythagoreischen Irrationali-
tatentheorie beigetragen zu haben.
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