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FOLYTONOS ALLAPOTU MARKOV-FOLYAMATOK
STATISZTIKAI VIZSGALATAROL, III.

frta: ARATO MATYAS

Bevezetés

. Az el6z6 két részben, [1], [2] az id8ben folytonos és diszkrét egydimenzios
stacionarius Gauss— Markov folyamat statisztikai vizsgalatardl volt sz6, mig ebben
a 1észben a hasonld tipust kétdimenzids (komplex) folyamattal kapcsolatos prob-
1émak targyalasara kerill sor. Ilyen tipust folyamatok statisztikai vizsgalatanak
elvégzésének szilkségessége a LoMoNOszov EGYETEM VALOSZINTSEGSZAMITASI
TANszZEKéEn vetsdott fel egy geofizikai probléma vizsgélatanak kapcsdn. A prob-
léméat egy kiilon pontban ismertetem, ott mutatok ra a fizikai jelenscg teljes
vizsgalataval kapcsolatos tovabbi lehet8ségekre is. Az elért eredmények megbeszé-
lése a tanszéken rendszeres volt, jelen dolgozat ezen eredményeket ismerteti, ki-
dolgozasukban a szerz8 is részt vett. Az eredményekrdl A. N. KOLMOGOROV, Ja. G.
SZINAJ és a szerzd egy kozos dolgozata [4], a szAmitasokrdl és az ahhoz sziitkséges

- apparatusrol RIKOVA, SZINAT és a szerz§ [5] dolgozata szamol be. Részletes bizo-
nyitasok a [4] cikkben nem szerepelnek, a jelen dolgozatban szerepl§ bizonyitaso- |

kat a szerz8 dolgozta ki — a 3. § kivételével, mely a SziNay-jal kozos s a [3]
disszertacidban szerepl§ eredményeket tartalmazza.

IDOBEN FOLYTONOS, STACIONARIUS, NORMALIS, KOMPLEX ESET
1.§ Ai iddben folytonos foljamgt lefrasa

Tekintsiik azt a kétdimenzids stacionarius sztochasztikus folyamafot, melynek
E(D), n{(f) komponensei eleget tesznek a
dé = — 2&dt F ondt + de,
(1.1)
dn = wédt — Andt +de,

sztochasztikus differencialegyenleteknek, ahol &;(¢) és &,(f) két fiiggetlen Wiener-
Sfolyamat

Mde, = Mde, =0, M(de;)? = M(de;)*> = a-dt
paraméterekkel. Feltéve, hogy

() = E@D+in(D), x() = &1(D) +iex (1), vy = A—iw
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az (1.1) rendszert egyetlen egyenlet alakjaban irhatjuk fel, : ' ‘bsszeg hatarértékeként értelmezett
(.19 dt = —yldt+dy.

A ((¢) folyamat komplex korrelacids fiiggvénye (vo. [1] 1.2. tétel)
(1.2) C(x) = AR)+iB() = ML)+ = o2 exp (—Alt| — iwT)

[ewaw

integral értéke

ahol o2 =a/4 (az (1.1’) egyenlet alapjan). A {(2) folyamatnak a [0, T) intervallumon 1.6 aT (T2 — 12(0)|? . / _ o
valé realizacidja alapjan értelmezhetjitk a . R E B E— 0 .
T—t ) . .
. 1 —— , i szamolassal belathatd .
(1.3) - c(t) = a(r)+ib(x) = Tz / (HL(t+) dt | Egyszerit szdmolassal belathaté ugyanis, hogy
0 n ' n N
empirikus korrelaciés filiggvényét, mely 0-ban jobbrél differencialhatd 1 valoszi- ;7 K@) —CE-D*= ; @) C(t)— (o L) — L) C(ti—) — C(ti= Dt )] =
niiséggel és ' » | |
, 1 5, 1 5 i e n .
(1.4) ¢O) =—a=gpsitpa-im | | = =2 2L D@ =TG-+ L2 = LOF + 2L -0l @)~ L@ -] =
ahol a a fenti &1 (¢) és &5(7) ,.fehér zaj” folyamatokat jellemz8 intenzitds paramétere,

R = =2 2 L)L @~ TG+ LD = O+
1

2
Sy =

N

T . T
: 1 1

2O + (DI, S%=-:Fflé(t)i2dt, r=T/IC(?)I2 do. )
° ° + D7 NI (- ) [ei0= =06 — i =06 ],
Az r integrél kifejezésében szerepl8 6 argumentum a ’ . 2
| ' L) =1L (D) e®® k ' (1.5) és (1.6) Osszevetésébsl adodik (1.4).

Ssszefiiggés alapjan van meghatarozva. o o ‘ : .
o Az (1.4) osszefiiggés igazolasa a kovetkez8képpen torténik. Konnylh meg-

2.8 Aﬂparaméterek becslései s azok eloszlasai
mutatni, hogy .

- T e o ‘ Az €l6z6 pontban mar szerepelt, hogy ugyanigy, mint az egydimenzids esetben
(1.5) c(t+ h})l— c(7) _ Tl - / () dL(D) + ZT—iW / (OLE+hydi— . az a diﬁ"ﬁziés paraméter pontosan becsiilhe?t()’ egyetlen realizicié alapjan, mivel
i o . 0 " . : ‘
o o Zlf(ﬁ)'f(’fi—olz”’aﬂ ha n—oo, max|t;—f—4[~0 T
——f:;C(T—r)C(T)-Fo(l). ' 4 . 1 i :

Misrészt a komplex folyamatra érvényes (v6. 1. rész (1.10)) S () -1 D T, ha oo, max [fi—tp_s] 0.
o - _

;’ 1E(t) =Lt~ )2~ 2aT,

Az ismeretlen paraméterek tehat A és . Jelolje a [0, 7] intervallum realizicidinak -

5 , ' o ; terén"a { (¢) folyamathoz tartozé mértéket P. Ugyanezen a téren vezessilk be a
(ahol a konvergencia 1 valoszintiséggel és négyzetes kdzépben is érvényes) Ossze- '
fiiggés alapjan konny( belatni, hogy a _ V=LX W
Zn' (D) —Cim )] » , ‘;&standard mértéket, ahol La kozonséges Lebesgue-mérték a ((0) sikon, mig W a
g SRR RS ' * £(f)— £ (0) novekmények terén a kétdimenzids Wiener-mérték a x(2) (v6. (1.1))
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folyamat paramétereivel. Ismeretes (l. [14], v6. az els6 rész (2.1) képletével),‘hogy

1

daPr A [ 12+ w?
exp|—

(21) W: n.az 2a

A » w
Ts3——s3+AT+— Tr]
a a
A (2.1) bsszefiiggés szerint az 52,53, r rendszer a feladat elégséges statisztika rend-
szere. o 6s J szerint differencialva az

A2+ w?
L:log% = —logna?+log A— P

) '
Ts%——;s%%—lT—i—.% Tr

kifejezést a

oL w 2~ T _.
L = —r =0
22 0o a Tsit
' L 1 A, s .
R = a a0

egyenleteket kapjuk az @ és J maximum likelihood becslések meghatarozasara.
(2.2)-bél ‘ ’

2.2) | o=

oj\-.
W *

mig (2.3)b61 a AT=x, A-T=% jeloléssel 2-ra a
@3 7y (b — DA —1=0

egyenletet kapjuk, ahol A, =s3/aT, h, =53/aT. (2.3") egyetlen pozitiv megolddsinak

“eloszlasara a 3.§-ban visszatériink.

Legyen o2 (c?)):;—;l%-. Bebizonyitjuk a kovetkezS tételt.

1 Ugyantigy, mint azt az elsd részben [1] lattuk, a Radon—Nikodym derivalt levezethet heu-
risztikusan az £.(¢) és &2 (¢) funkcionaljainak segitségével is. A komplex esetben uigyanis a Radon—
Nikodym derivalt . :

. T T .
£(0))? 1 @+ dt+ond) 1 (dp—o dt+Ind)* | _
coyexp{-LOE al 42 dt 2a d }
X T t i T
s COF , 22402 oo A g
= cayen{-L QAT [ e o ] i

. T
__Z%OT[@’ L@r]_e Of (nd — £

alaki, melyb8l (2.1) formalisan konnyen megkaphato, amint azt a fenti kifejezésben szerepld

integralokra vonatkoz6 osszefiiggések mutatni fogjak.

}
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2.1. TETEL. Az & maximum likelihood becslés esetén a
-
(@)
vdltozé (0,1) paraméterii normdlis eloszldsi. .

Megjegyzés. A tétel érdekessége éppen az, hogy nem aszimptotikus, hanem
pontos eloszlast ad az @ becslésre. ’ :

Bizonyitds: Egyszerii atalakitasokkal belathatd, hogy
T .
J1t@e@e —od)
g .

Mz]/; _
7@ A ([ rppa)”

és allitasunk igazolasara elegendd belatni, hogy (T helyett egy dt hosszisagl inter-
vallumon integralva) a

£ (9| (d0 — ood1)Y 2adt
valészintségi valtozé (0,1) normalis eloszlast. Az (1.17) egyenlet alapjan
[{1(d0 — wdt) = de,-cos 0 —de,-sin 0,
ahonnan allitasunk azonnal kévetkézik, mivel de, és de, fiiggetlen normalis eloszlast
valtozok. ;

A fenti tétel ramutat a {(¢) folyamat altal leirt mozgas jellegére: egy o atlag
szgsebességgel mozgd pont, melynek origotdl valé tavolsaga |(].?

3. § Konfidencia intervallumok szerkesztése a A paraméterre
Ebben a részben feltessziik, hogy a {(?) komplex stacionarius Gauss— Markov
folyamat Osszes paraméterei ismertek A kivételével. Az egyszer{iség kedvéért legyen
ME@D=Mn()=0 & ME2(f)=Mn2(t)=1/2. Ilyen feltételek mellett kiszamitjuk
az elégséges statisztika rendszer karakterisztikus fiiggvényét és megmutatjuk a
megfelel§ konfidencia intervallumok szerkesztésének maédjat. Mint mar emlitettem,
az ismertetendd eredmények, valamint a szadmitasok JA. G. Szinas, L. Rikova

2 Az id6ben diszkrét esetre vald attérés szempontjabdl igen hasznos a
. T T .
(*) ~ Jrwrde = [ -

‘ 0 ’ 0 c
Ssszefiiggés is, mely egyszerlien igazolhaté a

Z [C (ti)t(ti— 1)=¢ (tw 1)@] =2 2 -[ﬂ(ti)(f(ti)"‘é(ti— 1)) —f(h) (ﬂ(ti)_ﬂ(fi— 1))]

azonossag alapjan, melybdl (%) éppen gy megkaphat6, mint ahogyan azt (1.6) bizonyi’téséual
tettiik.

¢

7 III. Osztily Kozieményei XIV/3
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és a szerzd nevehez fuzodnek [5] Mmt (2.1)-bdl 1athato, elegseges statisztika rend-
szert a :
3.1 , 2 (T) = 7{62(0)+772(0)+'52(T)+112(T)}, -

. T '
12(T) = / (E2O+n* @) dt
0

statisztikik alkotnak. Ezen mennyiségek karakterisztikus fiiggvényének meghata-.
rozasara a kovetkez§ parcidlis differencidlegyenletet lehet felirni. (Kulonb5z6
funkcionalokra vonatkozoé differencidlegyenletek létezési és egyértelmiiségi kérdé-
seivel fog1a1k021k DINKIN [7] dolgozata.) Legyen

(3.2) u(T, x, y) M{e‘“m(T)”f’“Z“(T)‘egog=x},

7(0)=y
azaz a y; 6s y, valtozok fe]tételes karakterisztikus fiiggvénye a £(0)=x, #(0)=y
feltétel mellett. Nyilvan

oo

(x4 =X+ AxAT + 0yAT)2  (pi—y—oxAT + AyAT)?

- , o1 24T 24T
(33) u(T+4T,x,y) = m/‘/e |

(e —%)? | (1 —2)?
( 5ot 12

*u(T; X, y{[l +zaZAT(x2+y2)] [ +
(e~ x)+y(y1,—y)] Jr%(x2 (e — X2+ 22 (7 =)+

+ 2y(x1 X) (J’l -+ --')]}d% dy,

ahonnan a AT-0 hataratmenettel a kovetkez Gegyenletet kapjuk u(T, x, y)—ra

ou 1(0%u 0%*u u ‘
(3.4) T [6x2 +6_))7,J+—(§(_mlx lx—(Jy)—l— Yoy ( foyy+ ox—Ay) +
. ) 2 .
+u [— foy + oty A (2 erz)—‘%i,(x2 +yB) 4o, (x2 +y2)] .
- Legyen ‘ ' '

. x24y?

u(T, %, y)=u (T, x, p)e 2

akkor (3.4) alapjan

33 wp =7 I X

ouy 1 (0%, _ 0%u
ox2 " ay?

]+——(Ax+coy)+——< x4 1)+ gty (2 457,
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vagy polarkoordinitakban

3.5)

oy _
or

1 o,
T2 02

Ouy | 1 ' .,
+ 7 [ﬂ"’ /lr] +ugdo,r.

Az u, (T, r)=v(T, r?) = v(T, ¢) leképezéssel v(T, o) a

.(3.6)

ov

T = 2@

02

—+2—-(1 —Ag)-}-zoczgv

00*

diffcrencidlegyenletnek tesz eleget, mégpedig a nyilvanvald

(.7

iy

v(0, 9)=e2 *

kezdeti feltétellel. Jelolje v Laplace-transzformaltjat w, azaz

co

w(@y = [er(T, 0)de.

0

A (3.6) ¢és (3.7) osszefiiggések alapjan

(3.sj

(3.9)

A (3.8) egyenlet megoldasat ismert modszerek alapjan egyszertien (lasd pl.
339 o.) egyszertien megkaphatjuk. Legyenek y,, y, az

(3.10) | 92

. ow
oT .

w

-1
oy

2

(05 }’) =

egyenlet gyékei. A (3.8) egyenlet els@ integraljai

(3.11) ey =T—

 lesznek. T=0 esetén

) ,
= 5 (2 20y —idy) 4 w(2A—2),

L

o A+VA2 =200,
_ﬂ"y_'_Tl = 09 ’))1,’2__ 2 2
1 V—h
2(')’1—)’2) — 72
‘Cz = log W+—10g(y—y1)(v—v2)— A jog?=N
: 2.7 2(y1—72) 72
. ‘}:__yl_ze—-?(}’l-vz)ﬁ,
Y72

(3.12)

T*

Y=

'))1 yze—z()’l y2)e1
1—6'2(“ —ier

s

323
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és igy »
) e~ 2(r1—y2)es (,y — ')’_2)2 .
(3.13) log w+ % log a—eJlemy e, =y,
W= (1 —6_2(“_.?2)61) ecz—).cla
. e—cj(‘n—)'z)('yl — 'yz)
(3.9) és (3.13) alapjan '
| ' 1— e;ZC1(Y1—7'z) per—ter 1 0 ]
e = (y, —y,) Yy — ppe20-ven gy, .
. 1—e-20i-we 9

(3.11) behei;fettesitésével a kovetkez8 osszefiiggést kapjuk

Y72 21 o ,
- YY1
Y—7, logw+1hlog (y=y)(v—72)— log

i
e 2Ari=v2) 772
: PP
e~ Ti—v2) ‘/_———(y — )
y—72

4 logyﬂ“ ‘ 1
Le 2Grn—72) P=72 =

—~AT

gy L 2T i)
Y

2 i
- v—_‘ﬂe‘rﬂh—n)
Y2
ahonnan | ‘ |
€ 14) | w = (y13—y,)e*T—T01-72

B ot e
(v-vz)[Vr‘Tl]Hv—h) [4—v2]e 200192

A X1(T), 12(T) Valoszmusegl véltozok karakterisztikus fliggvényét (feltétel nélkili!)

(3. 14) bol ay= A——— helyettesnessel kapjuk meg (3.10) felhasznalasival:
) . . dog |
(3.15) ty, (1) = M(e’“lxi(T)““m(T)) =w [T, i——z—l)- =

(A2 2in,) el T TR R
- () N lal + V;{Z 210‘2)2 (ﬂ' - lOCl - ,//12 2IOC )Ze_zTVl‘—sz .

Legyen »=AT, akkor a Ay, A%1, Valtozok karakterlsztlkus fugovenye
: 4(1 — 2ioe,) e
(1—ioq +V1 ot )zey}/1 2iaz — (] — o, Y 1 — Dioy)2e~ V1 =20m2

(3.16)

alaka Igsz
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(2.3) alapjan az ismeretlen A paraméterre vonatkozé maximum likelihood
egyenlet

1
7“(%1—T)-—'}~X2:0

alakd lesz, melynek egyetlen. pozitiv ;nﬁegoldésa

(3.17) | 7 ——(xl—T)JrVW:Z,;;
. 2%, )

- A 1 becslés eloszlasanak meghatdrozasara tekintsiik a

. ~o ] ou . .
(3.18) Pa{ﬂ-<x} Pz{Xz_’———(f‘X1)>0} Poix?yy+xy=Tx+1}
Osszefliggést, ahonnan x:gly és {; = lyyy —}—)?y%(b lj’:% helyettesitéssel
3.19) ‘ 7 Pl{l < Ay} =P, > yy+ 1}
ahol ;. karaktensztlkus fuggvenve (3.16) alapjan

4(1 —2iy2a)ee”

3.20 ‘ .
(20 (1—ZY“+V1 2iy2a)2 eV i-20% (1 —jyq— Y1 — 2iy?a)? e~ 1-20%

alaku Innen adott # és y esetén a megfeleld valdszintiségek klszamlthatok
Legyen p = 1—2iy%a, akkor {, valészinfiségi véltozd eloszlasdnak*Laplace-
transzformaltja (3.20) alapjan a koveﬂ\ezo

8ytex I/Ee‘”VP[ 1 b 2

— o S .
=1% (=D WWp+1  p+20-12> Gp+D(Ep+2y—1). ,
_ 1 _ 2k
ot pz o p _
.Z '.3“2"7‘]/179
k=0 l‘-’- TVP .
vagy az s?=pés ag=2y—1 helyettesltgssel
(3.21) Sy < 2 e““(z"“)s LR =D (s—a)*

-1D2& =D G+1)(s+a) (s—}-l)z’C+1 (s~}—ax)2"+1
A (3 21) Osszeg elso tazrjanak az

Sy e ' pée"”l’ ‘
-2 (p-D@+ta?(p+1)?

¢ (an Sl
/L
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kifejezésnek inverz Laplace-transzforméaltja (felhasznalva példaul DitkiN, Kuz-
NyECOV [6] tablazatait) : -

1 xy V%y+1]]
3.22 all 1—95[ B S L |
— ;| PeyiD 2 B
+{1_@[' L4 4.V@*Fl”eh[ﬂy%yl+@~ah_«w—zxaw+sw+1)_
Vey+1 V2 20— 1* 2(p—1)
xy+ 1 B ey + xy—l—l)z]
(y—1)? »(y—-1?
+[1 ‘ ¢[~ xy (2y—1)Vm)] Rl l"-“z—“{(b—1)(4y2—2y+1)'_
V2(xy+1) yV2 ,, 20— 1
@y =D 2y 0y 1) ey +1 ]+
—m(%)’ +@y—1) (e ))
2 Vot S [Pl o]
Ty—12° ' y(y—1) i
ahol ’ i

x

ﬂ@:i%/aﬁ@.

0

-
7

Ez a kozelités {, eloszlasdnak meghatarozasara x nagy értékeire megfelels. Tovabbi
kozelités kaphat6, ha pl. figyelembe vessziik, hogy -
(o™ ‘
( p + a)2k+ 1
alaku fliggvények inverz Laplace-transzformaltja ’
e2ax’ Jk (2ax)k e~ 2a% J
k! dxk

e—ax

alakii, tehat a megfelel8 Laguerre-polinomok fognak szerepelni. » kis értékeire

. a megforditasi képlet alapjan {, siirliségfiiggvénye

£ = Zewb(s)

alaku lesz, ahol s, a (3.20) fiiggvény polusait jeloli, b(s,) pedig az s, pontban levd
reziduumot. - A polusokra vonatkozd egyenlet

(1 -{—yS—‘{—l/l +2y%s)? :e—va1fl;2s
(1+ys —V1+2)%)?

alaku.
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s

A fenti Osszefiiggések alapjan lehetséges A-ra konfidencia intervallumok szer- -
kesztése, a szamitisokhoz azonban elektronikus szAmolégép igénybevételére volt
sziikség. A kovetkez§ pontban szerepld példaban T=60 év és »=3,6 esetén a
megfelelS felsd ¢€s alsé becslések (a valoszintiségi szinteket az indexbe téve)

%0,90 =953, %0,95 = 0,2, ®o,975 =1,8,

(3.23) »
#0,10 =127, #0,05=0,82, 20 g,5=0,46.

A (3.19) és (3.20) osszefiiggésekbdl 1athatd, hogy « kicsiny értékeire

(3.24) P{#<yn}=exp { - l},
: . y
azaz a #[» hanyados y? eloszlast 2 szabadsagfokkal, mig » nagy értékeire
. y
(3.25) P{r<s+yVz} ~ L /e“z/2 dt,
: 1/271

— oo

azaz % normalis eloszlasyy D?(%) ~# szérasnégyzettel. Mivel eloszlasa folytonos
tetszbleges 0 <o <1 é€s 0 <x <o értékekre van olyan k, hogy

- PAr=k}=a.
A
: k=k,(>)
Osszefiiggésbdl a !
' : n= %a(k)

tag

Osszefiiggést kapjuk, ahonnan nyilvanvald, hogy
Plr<wn,(R)}y=u

és #,(%) lesz a »-ra vonatkozé konfidencia hatir. A szAmitasok azt mutattak, hogy
k,() monoton novekvd és igy lézetik az inverze, tehat megfeleld konfidencia ha--
tarok kaphatdk. '

N

7 4.§ Egy geofizikai prob}énia

Foldink pillanatnyi forgastengelye a Fold mint ellipszoid kistengelyéhez vi-
szonyitva 4llanddan valtoztatja helyzetét (ez az tin. ,,szabad mutacio™). Ezen hely-
valtoztatasnak van egy egyéves periédusa, melynek kisziirése utin megmarad az
an. Chandler-féle véltozas, melynek mintegy 14 hénapos periédusa van. Ez az in-
gadozés azonban mar nem pontosan periodikus mozgis és emellett az amplitidéja
is 10—20 éves hullimokban valtozik. Az 1. abra, mely a pélus Chandler-féle kom-
ponenseinek empirikus korrelacios fiiggvényét dbrazolja, j61 mutatja, hogy szépen
teljesiilnek azok a feltételek, melyek az 1. §-ban keriiltek ismertetésre (az empirikus
korrelacios fliggvény alakja szabalyos spiralis, melyet v6. (1.2)-vel).

Az 1. 4bra A. JA. Orrov [11] dolgozatinak 6. tablazata alapjin késziilt a
MoszkvAl EGYETEM VALOSZINUSEGSZAMITASI TANSzEKén. Az emlitett 6. tablazat



328 ARATO M.

x(2), y (t) koordinataibdl levalasztva azokat a lgompqnenseket, melyeknek periddusa
egy év, kapjuk a &(2), n(Y) komponensii stacionarius Gauss— Markov-folyamatot.
Az &bran korrel jeleztiik az 0,1 év nagysidgu t novekményekhez tartozd értékeket,
mivel évente — immar tobb mint 70 éve — 10 mérést végeznek, s ezeket a mérése-
ket még a Nagy Honvéd6 Haboru idején sem szakitottdk meg. Az abra alapjan
szemléletesen is azonnal megallapithatd, hogy

8w a 2m/w periédus kb. 14 hénapos. A 2.1 té-
_tel éppen azt mondja ki, hogy w valbban
pontosan becsiilhet, tehat a becslésiink meg-
bizhato. A kapott spiralis alapjan azt lehetne
varni, hogy a A paramétert is pontosan lehet
becsiilni, ez azonban nincs igy, mint ahogyan
azt a 3. §-ban lattuk.

~ A foldforgas pSlusanak nevezziik a for:
gastengely és a foldfelszin metszéspontjat P-t,
melynek koordinatait jeldlje (x, y, z), ahol a
koordinatak a Fold tehetetienségi ellipszoid-
janak tengelyei irdny4dban mérendsk. A fol-
det abszolGt szilard testnek foltételezve az
Euler-féle egyenletekbdl

TN x = xp 008 (@2ryt +7)

Y = Yo sin (a®ryt +1)

, z = z,
mozgast kapnank: azaz a forgasi pélus egy kormozgast ir le a tehetetlenségi pSlus

fdbra. T=0,1n; N201,2,156

(a foldfelszin és foldtengely metszéspontja) 7 (0,0, zy) kortl. Ha az idBegység egy

2 "
csillagaszati nap ro=1¢és T = 304 nap.

Az eddigiekben feltettiik, hogy a tehetetlenségi polus id6ben nem Véltozta,tja
helyét, azonban a kiilonbdz8 tomegvaltozasok (pl. leveg6é1'gmlésok) hatasara
I szinten valtoztatja helyét. A fiiggSleges komponens véltozg’xsaﬂi .elhanyagolva_ az
egyenlitd sikjaval parhuzamos sikban mérve ¢ ¢s zﬁﬁkoqrdmétalt, a,zc’>k az 1_d'o
fiiggvényei lesznek, melyek periodikus komponensektSl (éves vagy féléves perio-
dussal) és véletlen hataroktol is filiggnek. Azaz :

p(?) :Z a, co8 (Mgt + oy + 44 (1)

'

Y (@) = 2 beoos (Gt + B+ 4, (D)

ahol a 4,(7) és 4,(f) sztochasztikus folyamatokrol fel lehet tételezni — els8 durva

kozelitésben —, hogy un. ,fehér zaj”’-szertiek. o o
Mivel az 1ij koordinatarendszerben a forgasi polus &, n koordinatai a
‘ dé  2n
a9 T n—v)
4.1)

: o dn 27
o @ T
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egyenletrendszernek tennének eleget, melynek megoldasai nagy ,kilengéseket” is
kell hogy mutassanak — amit a valdsdgban nem tapasztaltak —, még figyelembe-
kell venni a fold rugalmassigat is, ami a 7T periédus meghosszabbodasat eredmé-
nyezi ugyan, de nagy ,.kilengések” nem valnak lehetségessé. A Tugalmassig figye-
Jembe vételével a (4.1) rendszer helyett a

de(t ' |
f %

(4.2)

dn(t
’ZZE) _ _a’g’+bn+;7c12k003 (At + 0, + 4,(0)

egyenleteket kapjuk, melyeknek viselkedésével éppen -az el6z8 pontokban foglal-

“koztunk.

A (4.2) egyenlettel kapcsolatban elmondottak természetesen mutatjék, hogy
az (1.1) egyenletben szerepld &;(f), &,(f) folyamatokrél feltételezni, hogy azok
Wiener-folyamatok, a Fold pélusai mozgasanak vizsgalatanal csak els kozelités

és durva idealizalas. Azonban ORrLov [13] adatai azt mutatjik, hogy a

= —2f—aon+f, n=ot—Intg

feltételezéssel élve az f(1) és g(#) tavoli értékei fiiggetlenek, igy helyettesitésitk meg-
feleld ,,fehér zajokkal” torvényes. Ugy tiinik, hogy ezen ekvivalens () (i=1,2)
»fehér zajok™ intenzitdsdnak meghatirozisiban levs hiba elég kicsiny ahhoz, hogy
ne legyen hatassal a X paraméter becslésére. Egy olyan elmélet kidolgozasa azonban,
mely ennek az allitisnak pontos matematikai megfogalmazasat adni, nincs meg,
bar igen hasznos lenne.

Hatvan év adatainak feldolgozasa alapjan a kovetkezd eredménye.k adodtak

@=5274; 72=3,6, 2n:=1,191, o(Q2n:)=0,006 3
A (3.25) aszimptotikus formula szerint
0% (2)=3,6

és o <0,03 szint esetén » negativ als6 becslést kapnank — ami lehetetlen — tehét
a normalis eloszlassal valé kozelités még egyaltalan nem megfeleld.
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