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Bizonyos egyszerii tipusu sztochasztikus folyamatok numerikus
pzlmulédlésa és paramétereinek becslése.

Araté Matyhs - Phsztorné Varga Katalin

Bevezetés.

Jelen dolgozat célja egyszerii tipusu idében és Allspotban
folytonos sztochasztikus folysmatok szimuldlasi kérdéseinek
vizsgilata (specidlisan Ural~2 tipusu szamolégépen), = egyben
ezenlfolyanatok bizonyos statisztikal kiértékelésének elvég=
zése is.

A végrett sramitasoknak kettds célja volt, els&sorbﬂn 0lb=
Adllitanl olyan sztochasztikus folyamatokat, melyek konkrét fie-
zikai tanulminyozésahoz igen koltméges kisérleteket kellett vol-
na elvégezni, mésodsorbasn meg kivanjuk vizsgalni, hogy & kiilén~
b628 "véletlen srém" elallitési médszerek mennyiben felelnek
meg a statisztikal kovetelménysknek.,

' Végill azerettiink volna elbretes becslést kapni bizonyos
aszimptotikusan érvényes Osszefiliggéasek érvényességl hatérairél

is, melyeket snalitikus uton jéval nehezebb megkapni. Apaliti-

kus vizsgélatok, becslések konwargenciéjénak gyorsasigira vo-
natkozban figgetlen megfigyeléssorozatok esetén ismertek, haw

sonlé tipusu vizsgdlatokat nem fiiggetlen megfigyeléssorozatok _
esctére a smerzdk nem ismernek. ' ' 9

, Jelen vizsgalataink kapcsolédnak a [ 6,][7] dolgozatokban
 felvetett problémakérhdz, annak bizonyos értelemben kiegészitée
sét jelentik.

i AR

et e
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l. §. Véletlen szam eldallitasi modszerekrsl.,

Alapvets feladatiként rendszerint egy [0,1] ~ben vagy

~l,1 =ben egyenletes elogxrlisu ‘gi, jé,... sororat eléial.
litasa szokott jelentkezni, A mMogvalositas kiilsntéle médszerei

ismeretesek (lasd ple [2] ), gyakorletilag azonban az egyes Lb=
pekre néhany utasitdsbsl &lls generdlasi médszert (melynek le.
hetdleg nagy a periodusa) szoktak kidolgozni. Az Upalwg gépre
8€y ilyen eljaris a kivetkezs (14sd [ 3] )

] k+l 02 k410 4 ar elizd véletlen szém szummbtorba
t-i i“ ' kiildéae
;*39 k+2 11 0003 o0 eltolds balra 3 bittel
: | 3 ]
“jé] - k+3 14 x+11 0O az els8 20 bit megvaltoztatdsa
N keh 26 kel0 0 8z utolsé 20 bit megvaltortathsa
2 k5 10 k410 © {0,1) intervallumra redukdlds
g ? k+6 16 k+10 4 a véietlen_szén kikiildése a rekeagbe
4 k+7 00 0000 o kisenst
k+10 84 _
8z e10z6 véletlen srmim
k+ll, 82 ;

(Ql.l) intervallumbeli véletlen szémokat a k+5 utapités sl=
hagyasival nyeriink. 4 program a k+) ~edik rekesznél kezd&dilk
(k+1 pératlan). Ennek .az eljérasnak a "i684g4t" - a fiiggetlen-
86g figyelembevitelérs - éppen az ismertetésre kexrild uens
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azéria-korrelaciés egyiitthaté sepitségével is vizsgalat tar-
BYAvA tettiik, | . ‘

Altalaban az 1ilyméddon eldallitott sorozatoktol "teljes"
fiiggetlenaséget szokas megkdvetelni, ennek az ellendérzése a ma—
gasabbrendii széris-korrelaciék kiszamolasival valésithatéd neg,.
Mint latni fogjuk, ebbdl a szempontbdl a fenti médszer fiigget-
len valtozésorozatot &11it eld, &8 ez azr eljards joésdght mutat-
Jae

Megjegyezzilk, hogy hidnyzik valamilyen formaban amnak a
természetos ténynek a bizonyitdsa (natematikai iegfogalmazésa),
hogy az ilyen, lényegében "keverésaken" alapulé eljarasok biso-
nyos értelemben a legjobbak, legalédbb is a sorozat tagjéinak
Tiggetlensbgét iiletéén. | ‘

Fipgetlen Gaugs-eloszlasu valtozdk sorozatansk eldAllitésa.

Fem 411t széndékunkban a Gaums-eloszldsu valtozék eléalw
litds4ra a lehetd legjobb médszert kivéiasztani, igy megeléged-
tink k-darab (esetiinkben k=10 ) fiiggetlen [=l,1] ~ben egyen-

‘;etea elosxldsu valtézd Gsszegének megfeleld normalasival
/(0,1) paraméterii Gauss valtozSkat &11itottuni elé/, mégpedig
olymbdon, hogy a fenti - egyenletes eloszlésra szdls - eljarast

clklusban 10 véletlen seam el&éllitéséra alkalmartuk.,




2 ecléliy Gsussg folyamstok i Aps

A (%), $cT paramétertsl figgd valdsxiniségl vilto~
16k Gmnxeswdgét, shol T lehet egy [a, b lntervallum vagy =
Oy 1y 32y0.s brtéikek Ssasesmége, sztochasstikus folyamatnek
nevessilk, Gauss vagy normélias tolymtnak.neveszﬂk X(s) «t,
ha tetssSleges iés_aa n és tl-'ta""'tﬁ paraméterdrtékekre
a _§(t1),‘§(t2)....._§(tn) véltosék tEbbdimensidés Gauss
(vagy normilis) elosxlésusk, A S(t) folyamatot stacilonAriuse
nak nevezxilk (Géxabb értelemben), ha

H. i(’a) -
és an

u( g(f)un)' fg (8)=n) = B{t,s)

kovariancia filggvény csak t-s L5 fiigg, asas B{t,s) = Blt-s).
Sxilkebb értelemben stacioniriusnsk neveszik s _i (t) folyama-

. tot, ha {3 (tl-i-k},..., S(tn-rk)} és [i (ti’),...,s (tﬁ)}

aloszliss mge.gyuik, tetanbleges tl""’tn és h emetén,
Gauss folyamatokndl a két definicib egybeesik, mivel Gawss folya-
matot az |
n(t) = K3 (%)
xzépbrtékligevény 63 a B(s,t) kevarianciatussvénq sgybrtslmi~ -
en meghatérossa. N
A hiraddstechnikéban gyskran jéval kényslmesebdb exy Gauss

folyematot kovariancia figgvénys helyett aprektrdl eloszlémé-
val (vagy spektrdl siiriiségfiiggvényével) mégadni.




-T2 - ”
§
Definicié sserint:
o
Hw) = g RT) e aT 1
éx —e2 !
o) = QX(2) (ba létesik),
Ao

(A X{cu) = conmte felelne meg ax un. "fehér saj" folyawat
spektral elosslésénak.)

2 _
Ha () = -—gﬁ-}r a S(t) sstochaszitikus folyamat eleget
tosz & QD) ¥ (¢) = P(D)E(%) sstochasstikus differencidlegyen-
letnek (P és Q polinémok, Q fokaséma (n>m) nagyobb mint Peb)
ahol D a differencidlis szimbéluma, Az E{t) folysmat AeBEOT
differencidlhaté négysetes kisépben, és ekior a fenti emnlaﬁ-
xsk tekin¥jilk ax sgyotlen stacionArius megoldhsit - mely léte- :
sik, ha Qlicw) —nek nincs valés gySke. ' f
A tovabbiakban assal a kérdéasel kivénunk foglalkosni, |
hogy miképen szimulélhatéak a fenti folyamatok d;isituil BE&KO~
’ ¢ |
:
f
|

légépeken? Az elsl feladat a fenti egyenletnek _.airtero;cia CEYe D
letté valé dtirdasa megadott h lépéskoz eseté;'.h (Az.ax a

: S(‘))-S(h)'"' folyamat el8éllitdsa differencia egyenlet se—
gitségével,) -

A legegyazerlibb euatben; amikor ¥{iw) = §_§ e Qliw) :7\2{(432__;

24
ismeretes, hogy a
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a¥(t) = =2 (b)ab + AE(1)

(ehol £ (%) a Wiener folysmat} srtochssztikus differsncia-
sgyenletnek eleget tevé Gauss folysmat egyben Markov tlpusu is.
Ennek a folyamatnak ax imit4lésa s egyben sz ismeretlen A
paraméter becalése {ill. a kiilénboss becslések vissghlata) a
Jelen dolgozat alapvetd célkitﬁzéaé. de egyben ré smeretnénk
mutatni az &ltalunk alkalmazott médsszer kiterjesztési lehetl-
ségeire is, .

A X (0), E(h)yesey Tlken)ysee folyamat ugyancsak Markov
és stacionéirius-Gauss tipusu, igy {l&sd Dood [5] ) eleget tesz &

E(n.h) =& § ({n-1)h) = £ (n.h)

differencisegyenletnek, ahol o = o=/ *B . ax o (1lle A ) pa~
raméter becslésének problénii mogvissgélhatbak, ha gensréljuk
ax egymistél Tiggetlen & (n h) Gauas eloszlisu vAltosiket s &
kiindulédsi ¥ (0) valtozét. Ugyanis

étl) = Flo) + £(1)y E(2) s E(1) +E(2)40es

A=0,1 é8 h = 0,1 esetén <~ 0,99, tehét gyakorlatilag hen=
niinket elég siirii beosrtésu iddintervallum esetén o wnak L=hox,
koseli értékei érdekelnek (termésgeteanssn negatiy értékekra is

stacilonarius marad a folyamat). Az ilyen tipusu vizsgdlatokrs
t#rﬁnk ki & kOvetkerd pontban.

Hogy ilyen irényu kisérletekre miAr szémolégépek ndlkiil is
gondoltak, axt mubtatja Quemille [4] kényve.




§
- 74 ~ ;
|
k- l
3s §s Ax elérabges statisstikdk jelentssége &3 a becalések
nilyenséxe,
L. Tameretes, hogy bizonyos értelemben a mxi.nun likelihood
becalések legjobbak, ehhes azonban sziikaég van a likelihood fiigg-
vény felirdsira. Peltéve, hogy a £ (%) stscionérius Gauss—
Markov folyamat M j {t) = » varhaté értéke is ismeretlen a
£(o)y E{1)yees,y g(n) vhltosék egylittes silriségtiggvénye (lasd
l6], [7]) -
. ’ - o
dn+l) Gy =(n+l) 2%
4 ( see ) = (‘Zrﬁ') +. R 1ol ) .
3(0)'00-0‘ S(n) . xo' 'xn. j 1
| | 2 2 = ' 'J
- . - - _ VZLY: &
| adjﬂ-o@) [xmm)21-2) « %(xi x,_y-al1-o))? | i
< ¢ | ! !I_.
| | 1
alaku, ahomnan lathats, hogy a ;M
E
_ 5 . g ¥
d Ld 2 ne - k[
R O R S ST L VAR 4
_ ' o E
| | |
o R 2 . Z" _ : 3 ,!
B, > 2 (1), 8,= (1) # (1-2) |
o _§ 1 i ‘i . 4 ';
| | 1
1 monnylségekx olégsdges statisztikédt alkotnak, Ex q:hitiste_chni- l'[
?;‘ i : kailag ax¥ jelenti, hogy ax 'm &8 o{ ismeretlen parambterek ‘}
Al - ' i
f‘&f 8
1 .
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szekvencialis becsléséhez a membéridban nincs szikség az egéss
folyesmat, hanem cgak ennek az 5 mennyiségnek egy-egy rekeszben
Yvoruénd tarolésa (ez pedig smennyiben n 6rtéke 100=a8 1ll.
1000=es nagysdgrendii) jelentds eldnyt jelent,.

A

9r ’ar=0

e = 0, —=

on Qe

Fa¥
maximum likelihood egyenletrendszer az ﬁz és afa becslé-

sekre, a kévetkezd alaku lesz:

A A~ ~ ~
A o My + (1- 2) =,
n % x

#

ol _ N2
2—(1062){0(.2.A+B}
ahol
A v A~ Ar A o A
Azsy =2mym -5, +2H, 8y - {n~1) (m2}2
18 e A A A I~ A o)
BBy, =2M, My + 0y My + n_(ma)

A P=eg index hasgznalatdt & maximum likelihood becslések-—

A

N .
re az teszl indokoltta, hogy By Xy jeldli az egyszerii Bziue-

tanl kozép 43 szérla korrelécid alapjan kapoit becsléseket, azaz




1n
L 1 A~ r‘
R x == E
° n+l g
. A~ A D A ;_
. | o _ B2 - 2n(no). + Byoly j.‘
“ °© "~ 2 A2 o4 3
aa-jn-z n-—(no} +2m i(n) |
Misrészt a ¥ (0) = x, feltétel melletti feltételes sii-
riségtiigavénydsl adéds maximum likelihood becsléseket My, & -
| jelélésael ;|
A En) ~3(1) « (1-%)) x, &
(0+1) (1-«)
. A A A A
(vegyiik észre, hogy - m, 0(—1 és = , 050 becsléseiben kiilsn- :
2 , 2 L
» killén is sziikség van a £ (o), S(n) éz  { (o), g (n) érté-
kekre). ' ' ] !
E
| k|
2e A kapott becslések értékelése. 1|
ki
Az els$ megjegyzés a becslésekre vonatkozban az, hogy E !
& {1/2 értékek esetén n 2 100~tél x hérom becslésémek vi- fi
selkedése nexm mutat lényeges eltérést, m Jjoél becsiilhetd, ameny-~ ‘:-
nyiben asbssolut értékben kicsi, viszont m nagy értékei esetén 1
~ ;! I
O(D becalés nem megfeleld. . ' E
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l-hez kizeli értékekre ;0 csak igen nagy n mér-
tékek esetén less J6 becslés, viszont 0{ teljesen rosaz becslés.
Az, ﬁl,d’i becslések - amint az varhaté is - viselke-
dése hasonlé az ﬂa, 02 becslésesk viaelkedéséhez. _
Az DC becslések mindig jok s a jé kozelités l(l-"ﬁa)/\/ .
~c~nhl (nhol c~10) kezdddik (exz elméletileg is varhaté & c
konskanara azonban eldzetes becslés nem volt ismeretes). Ugym.—
ilyen hatértél kezmdve lessznek ;jék ax W, becslések is. Lényeges
tulajdonsiga 0(:2 =02k, hogy nem lesr 1 tehAt inkdbb = lés a
nagy értékeire is - alulrél ad becsléat.
Ismert = esetén oC ~becalése egyszériibb teladat (a ne-g—
feleld képleteket nem irjuk ki) lindossze az eredmények értéke-
léaére szoritkozunk,

Ismert =m{+0) esetén ax ismerotlen A ~paraméterre a

n n
2, Wl 2, Y-
Ao = 111-1 B x21-l '
2. 3(1) ‘ > g (1)
® ‘ 1 :

n
27 ) & (1)
P)

n-1

2. §( 1) § (1-2)
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becsléseket hasznilva szemléltetés céljabél bemutatunk n=5-t51
n=20-1g becsléseket, kiilonbszd ol értékekre (lasd sz l-es mele
lékletet). )

(Az adatok 8-as szémrendszerben szerepelnek, )

A bemutatott ﬁecalések 1ilusztraljak azt a' megéllapitast,
hogy “fr és X 3 figyelembevétele a becslések jésdgan semmit
‘sem javit. Ugyancsak lathaté, hogy of -tél figgben valtozik a
becalés jésdga: kis n értékekre 10-es nagységrendii "megligye-
1és sxém" emetén oC;mmk l-hez (vagy-l-hez) kizeli érsékei
egydltaldn nem becsiilhetdek megbizhatban, Errél tanuskodik a
‘szekvencidlisan végrett becslésaorozat, mely mbdszer egyrészt
meggydzfen bizonyitja a becslégek ingadozéasat, dé ezen tulmend-
en modszert azolgaltat a sriikaéges megbizhaté wegfigyeléanszim
keresésre ig, ert a médazert a késbbbiekben ki kivanjuk résele-
teiben is dolgozni. O kis értékeire a becslések megbizhatésiga
kbzel 411 a fiiggetlen esethez, )

Az (®,{) igmeretlen paramétersk becslésére kovetkesd
eredményeket kaptuk {l4sd 2-es gz, melléklet),

A bemutatott példik egyszeri dttekintése felvildgositast
nyujt a bscsiések milyenségének valtozasarél. kbben az irényban
kivanunk a késébbiekben s megfigyelések értékelési médznerai?el
- bonyolultabb fendﬂzerek esetén is ~ foglalkozni. Ax &Jtalunk

hagznélt el jdras ALGOL-ban meglrt programjat lsmertetjiix még
ar. alabbiakban,
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af2)i=a(1)? :

procedure (a,m,b,r,v)* value a,m,r* real a,m’ integer r’
real array b? procedure v'
comment v{z,n) eljearaas n db. a {~1,1)-ben egyenletes eloszlaasu
veeletlen szaamot generaal a z vektorbans
an a,m parameetereket becsli haarom moodszerrel,
stacionaarius aallapot elesreeses ceeljaabool eloebb 100, a
becslecghez fel nem hasznaalt vasaltozoo serteeket aallitunk
eloe, majd & becslees L0O~ankeent folyanatosan toerteenik r-ig!
begin real u’ real array x{1:10), v, s{1:3), y(1,2)°
integer i,k,1,t? y(2):=0*
for i1=-1,0,i whils i r do begin for l:=1 step 1 umtil 100 do
begin v(x,10)* us=0’ for ki=l gtep 1 until 10 do u:=usx(k)® E
Y{1)s=y{2)* y{2):1=unsqrt {0¢3}* if f=el then go to c* -
y{2)s=a0y(1)+mi(1~a)+y(2)® if i=0 then begin i:=i+l? |
8{1)1ms(1)+y(2)" v(3)i=y(2)m2* 8(2):=8({2)+v(3)" 8(3)s=8(3)+y(1)ay{2) =
end |
end if 1=0 then begin ii=i+L* v{l):=8{1)1=y(2)* v{2)i=a{2)i=y(2)m2* 7}
8(3):=0" go to ¢ end’ |
begin real array m,a{l1:3)* real no, aml, am2’
comment az alaabbi haarom becslees eredmeenye az 8,m{1:3)~ban lesz?
n(l)s=s(1)i’
a(1):=(a(3)-20{i-1)oa(1)u2+m{1)0(v{} 2+x(2))) /{s{2)-v{3)~20(i-1)
-n(1)e+2om{1)oy(2))? ‘ : \

for k:=l step 1 until 10 do begin m(2):=(y{2)-v(1)+(1-a{2))us(1))
/lli~1)0(1=a{2)))" . ' ‘
a(2)s=(s(3)-20m(2)0a(1)+(1-1)m(2 JRem(2)0(v{1)+y{2)))/
(s_(_2_l—v_(_5l-2Eh_(_2_le_(_l)_+2Chn_{_2)_Dyj_2)_+(i—l)m_(_2_)_tl2) end
8_(_3_)_3:8.11113:0’ am’t=]"? '

for kr=1 step 1 until 15 do begin
mn(3)s=(al(3olv(1)+y(2))+( L-a(3})as{1)/(20a{3)+i{1-a(3)))"

for
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- noi=a(3)-(l=e{2)o2)oa{3)alv(2) +¥{3)-2mm{ 30l v{1) +y(2))=s {2)+20m(3)0
e{1)~{1-2)0m( 3)02) +a(3) ~20m(3)08( 1) em(3)0(v{1) +7(2)) +(1-1)om{ 3)02
»hile no_20-20 do begin i1f no O then begin anli=e(3)*
a: af{3)i=(aml+am2)/2 end else if a(3)=0 then begin
a{3)}sa-1" go to end’ comment nincs gyoek*
else begin am2r=a(3)' goto a end end end’

2 b{i,1)1.8" b{i,2):=(1)* bl1,3)1=a(1)* bli,s):=m(2)®
b(i,5)t=a(2)*
b{1,6):=0({3)* b(i,7)1=a(3) end’

¢: end end!
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Rumerical simulation of some stochastic processes of sinple
type and the ésgtimation of its parsmeters

The aim of the present paper is the eoxamination of the
simulation problems ({especially on the computer Ural=~2) of some
stochastic processes of simple type'and at the same time the
statistical spalysis of these processes.,

The computations had double aim: to produce stochastic
processes imitativy physical processes the direct examipation
of which is too expensive; on the othern hand we wished to examine,
how the different methods to produce pseudo-random numbers mset
the gtatistical requirements.

At .last we wished to get estimates of the validity bounds
ot some asymptotic relations too hard tc exeamine analytically.
Analytical examinations for the speed of the convergence of
estimates in the case of a series of indepent obaservations are
well-known but similar examinations for the case of dependent
observations are not known to the suthors.

Present examinations are related’ to the problems, raised
in papers [6 [7] and are in some sens their complementa.




