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Torzitatlan becslésok és kizelitések komplex stacionarius

Gaugs-Markov folyamat egy paramétersire

Aratd MAtyhas
A §(t) kofiplex staciomarius Gauss-Markov folyamat (tovabbi-
akban mindig feltesszilk, hogy M £{t) = 0, Mg(tq-s) § () =
=—7{;e'Abl'i”s , ismert) A "csillapodasi" paraméterének becs-
lésével részletesen fogla.;_koznak az [1]-[3] cikkek, Az aldbbi-
skben elgbsorban ez - si = %U{ (0)] 2 + ]§ (1)]? s
52 = -;_E—fl § (t)l 2 at statisztikék 41tsal kiildn-kiilén nyerhetd

becslésekkel tortém’i kozelitésekkel kivanck foslalkozni. Ezen-

"kivil & meximum-likelihood becsleées karakbterisztikus fiiggvényé-

riek kozelitésébsl nyerhets egyszeriisitéssel | A nagy értékeire),
valamint a maximum iikelihood b'ecslésnek: a normélis eloszlAssal
valé kdzelitésével fogok foglalkozni ,jeien cikk keretein beliil.
i fonti reladattal foglalkozott Rochlitz Szllveszter siakd.olgo—
zatéban, 8 szikséges szamitasok elvégzéséhez azonban nem volt
elegendd ide;'ja.-

Mes kell jegyezni hogy sem s% sem sg netﬁ megengedhetd becs-
lésel az ismeretlen 1/,  paraméter polinomjainek (v.5. [4]).

Az x megfigyelés g({x) becslését az (L) pereméter meg—
engedhets becs_lé'séxi‘ek; névezzilt az /\  kompekt halmazon, ha
nincs olyan X becslése & O-nak M, X = O, hogy M&{x) = £ {A)
Y Dz;\ {g(x)A+ X) £ D% g(-:.:) minden A€/, -ra és iegalébb

egy A értékre szigoru egyenldtlenség teljesiil. |

Eiindulédsként a [2]=-ben levezetett si Y] 53_ kb2z6s8 keraktoe~

riszstikus fliggvényét valasztjuk
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' 2 .. & AT-TVH 2ie
J1/ %,’,s} bty )= LAX=2ia,) €

 (hioty+ VR 20, P (it - (R 2im e T TR

A tovibblekban feltesazilk, hopy T = 1.

l. Az 512_ becslés, A kis éxjtékeire. ¥ivel a kovariancia fiigg-

vényre tett meg’kc’:’tések szerint M sf = % az sf statisztika

hasznalhaté 1/, becslésére, Az /1/ 6sszefiiggés alapjan 7\332_
karakterisztikus fliggvénye

f 2ot} = 7 z" F e M ; f._.-zx ;
AS; {2 d)+oite f—.[o(—ogz—’_re__' d

‘shonnan egyszerii szamoléssal adédik, hogy

P, {;1%— <7\.y} = P{ A s§> -};}:

-A i T
A -2 _,i-e i a - N {f .
— g ez——.ﬂe T e._el _21 A

= ——. < f-e~
2(1—e™) 21+ e € =

Mivel az s]‘? statlsztika kbnnyen szamithaté A kis értékeire,
fontos meéallapitani annak a A tartomanynak a hatarit, shol -
o J6 ktzelitéskent nasznalhaté. Az alabbi kis tablézab killon-
b6es p =P { "becslés" = ?t-y-} értékekre adja meg y érté—
keit az 'si becslést, valamint a maximum 1ikellhood beeslést
hasznalva A = 0; 0.1, 0.5 ertékekre. Lathats, hogy -}\<-0.1
esetén az a% bécslés jo kozellitése & maximum 1ikelihood
becslésnék, és A = O-ra a kéb becslés megegyezlk,.(Az 1, t&b-
lazathoz szitkséges szdmitisokat Vizi Imréné végezte, munkajéért

ezuton is kiszdnetemet fejezem ki.)
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T5~L2_ 0.1 0.050.025 0.0L 0.00L 0.9 0.95 ° 0.975 0.99- 03999

0] 9,51 19.52 39.60 99.9 1000 0.4352 0.3351 0.2620 0,2165 0,1460

6.79 10.92 16.20 25.0 53.3 6.445 0.343 0.271 0.225 0.154
0.1 | 6.82 11.15 17.30 29.5 O1.4 0.446 0.345 0.281 0.225 0.151

et

| 4.08 5.59 7.24 9.58 16.56 0.477 0.378 - 0,308 0.257 0.185
005 | #.52 6.86 10417 16.72 55.2 0.482 0.380 0.314 0.254 0,173

1. tablazab

2. Az sg becslés, A nagy értékeire

Feltevéseink szerint az sg statisztika varhatd értékére

M sg = % adédik, igy sg az 14 péraméter becsléseként hasz

n&lhatd. Annek ellenéré, hogy sg nem megengedhetd becslés A
nagy értékeire az s% 'becslés egyszeriibben kezelhetd .mint a

maximum likelihood becslés. /1/-bSl léthaté, hogy sg‘ karaktqf-

risztikus fliggvénye

2 . i 3'—\'m
£, (%) = GAX-2i) e
%2 T B YR=2ia P (A—TR-2ia e Ve i

alaku. A P {2 85 <Ay} =p (ahol p adott) valésziniisé-
gekhez tartozé y-értékek meghatirozdsa egy

et P & cos ¥z {ot,[Geas¥ +5 sin¥] +,[G sin¥ —s 'cosm ds
TS (6*4s?) (o +0i7)

-
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alaku integril kiszamolasaval torténhet meg, y-ban térténs ite—
Tacid segitségével.'Egzakt alakban az'eloszlésfﬁggvényt nem gi-
keriilt megkapni tablizatok segitségével, 4 fenti integrailban

Szerepld mennyiségek Jelentése:

oy =.A§ - A§_+({[A§ = B] cos (2207 sin $r2) 4

¥ 2B A, sin (2 AVF gin “P/z)} e_mr':m%)
Oz = 24 + {2B/4, cos (2AVF sin ¥2) .

+ (B ~ 43) stn (2 AVF sin ¥/2)} e‘zaﬁm_ﬁ")
Y = .A;y s+ P2 -._MF. sin '4"/2_, A =14+ WF cos mp/a;_

| '. Aé =Vr sin '-‘P/a_,.

By = (1 - {r -cos V), |
P ;an£g'f§: ,r2=1m2+(LQ®2, 6= 14 .

A fenti integral kiszamitasa egyetlen y érték esetén az
URAL;E gépen A = 10 korili éftékekre 10-15 percet vesz igény-
be, A = 100 k&riili értékekre kb. S-percet, Ellentétben a maxi-
mum likelihood becslés esetén kiszémitandélintegréllal,:a fenti
integral kiszdmitisa 10-nél kisebb A  értékekre nehezen végez-
hetd el.




- 19 -

ite- .
. , Az aldbbi tablazatban megadjuk y értékeit killdnbszs A ,p-
S - 4 .
‘ értékekre, az sg bécslés, a maximum likelihood becslés, wvala-
mint a normilis eloszléssal valé kbzelltés alapjén.
} \f;“~3\\\$ 0.1 0.05 04025 0.01 - 0.90 0.95 0.975 0.99
] Normilis 1.1281 1.1645 1.,1960 1.2326 0.8719 0.8355 0.,8040 0,7674
4 kézelités '
§ 100 Max. 1.1413 1,1832. 1.2205 1.2654 0.8847 0.8533 0.8269 0.7972
1 Lik.
1 85 1.1305 1.1720 1.2096 1.253 0.8760 0.8449 0.8188 0.7895
{1 Normilis 1.405 1.516 1.620 1.734  0.597 0.484 0.380  0.266
¥ kozelités .
3 10 Max. 1.530 1,701 1.867 2.073 O.714 0.641 0.588 -U,527
E Iik :
Bg 1414 1.558 l.713 2,05 . 0,648 0.581 0.534 0.49 .
;ﬁ NormAlis = - - - - - — -
¥ kbzelités '
4 5  Max. 1.809 2,090 2,354 2,710 0.647 0,562 0.497 0,432
4 Lik, | : |
1 85 0.535  0.47
1 2. tablazat
- E | A fentl tablazat eredményei alapjén megéllapithaté, hogy A ragy
L— ' ' értékeire 8z sg becslés jéval "gzimmetrikusabban" viselkedik

| mint a maximum likelihood becslés, sét még A —nak 10 koriill

. : értékei esetén is az. sg becslesb8l adddéd konfidencia inter-

} vallumok "rdvidebbek™ mint a meximum likelihood bécslésbdl adéd-.
d6 konfidencia intervallumok.
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2e A maximum likelihood beeslés, kizelités nagy M értékekre,
a./A

i -—T)+|/(s. TV + 4752
27s?

maximum likelihood becsleés eloszlasanak meghatarozisdhoz szikség
ven a §y = Ay s]a_ + )\2 372 sg s’tatiszti'ka eloszlésara, A {y
valtozd eloszlésfiiggvényének Laplace trenszformiltja /1/ alapjan

~a¥Tezy%s

Fp) = b4+ 299)1
' D{[f+yp+ V14242 1° —[1+yp~f1:2¢% P e 2””29”’]

alak.u. Felvetddik g kérdés, hogy QA nagy ertéke:.re elhanyagolha-
té-e a nevezd misodik tagja? Bz a kérdés anndl is inkabb 1ndokolt,

m:.vel a8z elhanyagolas utén ?E‘K(p) inverze egzakt: formaba.n megad—
haté (bar nenm ¥kezelhetd, v.3. Is1).

- A-AYie2)p
ﬁp) - "-J-'(l_+2v2’o)l./2 e

r [1+37p+ ) V l+2y2i> ]2

Laplace—transzformalt visszatranszforméltaa alapjan adédé kdzelits

eloszlésruggvény kiszé.mitésat a

m -fr ¢ '%
S f & ™ o cost s sind 1A2-42) 24 A s - scoer}

o (Gz+52) [Az'!!A ]2

integral kiszdmitisira \?ezetjﬁk vissza, ashol




tekre,
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ziksép

Lapjan

golha~
lokolt,
legad—
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A o= {(1+yG + Yr cos '¢/2), A, = (ys+ Yr sin @/2),
r? = (142526 )2 + (25%9)2,
= archtg —gﬁ—- = { A y+l)s+ '10/2 - }\V; sin ‘P/Q 6=1A .
¢ e v | 6= 1
Ezen integral kiszémitésa is A —nak 10-nél kisebb értékeire mar

nagyobb nehézségbe {itkdzik, mint a pontos képletekbdl adddd integ-
raloké.

0.1 0.05 0.025 0.01 0.001 0.9 0.95 0.975 0©.99 0.999

L.1413 1.1832 1.2205 1.2654 1.3641 0.8847_0.8555 0.8269 0-%972 0.732

Valédl
100-

oz e~ .
1ités 1.141% 1.1834 1.2211 1.2654 1,362 0,8853 0.8535 0.8273 0.797 0.732
Valddl . ;

10~ 1.527 1.701 1.867 2.073 2.575 0.714 0,641 0.588 0,527 0.422
koze— ‘ . .
lités 1.527 1,700 1.867 2.073 2,579 0.714 0.641 0,590 0.527 0.422
Valsdi . ‘

5 1.809 2,090  2.354 2,710 3.585 0.647 0.562 0,497 0.432 (0.319
kéze- - . . -
1litéa 1.81 261 2.4 2. 3 0.648 0,561 0.49
Valédi .

3 2,107 2,510 2.911 - 3.443 4.752 0.500 0.506 0.439 0,373 0.268
kize—
1lités 2.17 . A 0.59 0.504

3. t4bléazat
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A 3. téblézat eredményei alapjan lathats, hogy ~ els8gorban ¥-nak
1-nél kisebb értékeire - a fenti kézelitss mOE A = 3 egetén is
JOl mik$dik. Ebben 8% esetben tehat hasznilhaté aszimptotikus for.

mila keresése nagyon is kivanatog lenne {éppen a fenti kézelits
Tormulas alapjén).

be/ A maximim likelihood becslésnelk . nagy A értékekre - a‘ A
VaThaté értékii &g A 526rdsu normilis eloszléssal valg kazéli;
téaére g becslés nem "szimmetrikys" volta miatt a kivetkezs gya-
korlati Bzempontbdl hasznos képletet adhat juk meg,
Aszimptotikusan igaz g

. z i
P{i<zy.a) =p{i‘<;\+zﬁ}~7§1—r[e‘*d3

6sszefﬁggés, ahol adott P szing esetén y g normnidlis eloszlés
% kvantilisével a kBvetkezd kapcsolatban 411

4 -
?b =1 + v%:
{Ezen Osszefiiggés alapjén szamitottuk a 2, T&blézat normdlig k.
zelitéseit,) Mivel ez g kézelités A -nak még 100 kOriili érté
keire sem ad megfeleld bontossigot a [3] cikkben megadott tabla-

- zat alapjén Jp=re a kivetkez§ xbzelitsés adhaté

Z [+
= ~B -2
ER sl

AZ alébbi tablazat kilénbszs p értékekre a B, és cp_ értéke-

ket adja meg:




a  y-nak
etén is
tkus for-

EXR I rf)

a. A

Ozeli-

Z)As

k-

bla—~

tke-

-~ 2% -

p 0.1 0.05 0.025 0.0l 0,001 0.9  0:95 .

Z ~1.2815 -1.6449 -1,9600 -2.3264 -3.0900 1.2815 1;6449

0.975 0.99 . 0.999
1.9600 <.3264  3.0900

c +L .30 1,78 2.29 2.98 4,13 1.31k 1.87

P
009_,25 0'99 00999
2446 3.29  5.51
4. tablazat
c
A normilis eloszlassal vald kozellités hibatagjénak wv§—

ulakban wérténd valasztésat indokolja, hogy A =50-nél nagyobb

értékeire a renti kdzelités j6 stabilitast mutat.
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Se Araté M.s Szﬁmitésteghnikai Kézpont Kdzleményei 1967.

I. szam.
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On unbi ased estimates of the parameter_ 7: of the complex_

stationary Gaussian ¥arkovian process

We are considering the estimates 512: and sg for 1/y4 . There

are given confidence limits for A by the help of these
egtimates. The egtimator 512_ is good when A 13 small and sf

is good for A> 5. By the method of numericsl integration we

7compu1:ed the approaching distribution of the maxi muam likelihood

estimation, The Tesults are the same a8 for the exact

dlatribution, when A > 5,



