Sy

) ‘S,facio'riérj.ué Efolyamatok (té.gébb értelemben) esetén szokas
" lineAris regularitésrsl beszélni, melyen a kbvetkezst értjik.

gt 2
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Sztochasztikus folyamatok regularifésa
Arats Matyas

le Az  f-regularitéds fogalma

i Bztochasztikus f.olya.matok elméletében ss utébbl tiz évben
fontos szerepet Jétszansk az un. regularitési fogalmak, me-
lyek arrél adnak felvilégositast, hogy az adott folyamat

mennyire tekinthetd fiiggetlennek, ill. milyen "tivol"™ vannak ‘

a fiiggetlongégtsl a mult és JOvd eredményel. A 1ege_gyszerﬁbb
regularitasl fogalom a O=1l +t0rvény segitségével adhatd meg,
A {n'{n- 0,4 2, } folyamat £, . fgm,'._.'ﬁﬂ

'vAltozél 4ltal gemerdlt legkisebb & —algebrdt YI»  —el -

Jeldlve (ahol n és8 m a o értékeket is felvehetik). a
folyamatot regularisnak nevezzik, ha '

nowl-n Z

ahol Xl"’{@ ,Q} 8z un. trividlis O -algebra, azaz a
§" folyamatra fenndll a 0-1 tﬁx;vény. Piiggetlen sorozatok

egyben reguldrisak is Kolmogorov tétele szerint.

. n R .
Jelslje a H_o o g{k),kéﬂ, valtozék Altal generalt Hilbert—
teret (M f“f) =0, sz(k-) =6%w) , a {(k) ‘folyamat lineirisan

-reguléris, ha
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an H_=20 72/

BtaclonArius sorozatokra az /1/ regularitiabbl kSvetkezik a
/2/ regularités. {L4sd pl. Rozanov [1] 245-243,) Ganas~fo-
iyamatok egetén a két regularitis ekvivélens; Konnyii megmu—
tatni, hogy staclonirius sorozatokra /L/ 8 kivetkez§ felté-
tellel helyettesithetd (Vinokurov tétele):

sp | PAB)- PIAIP(B)—~0O haf—  s3/
Bewm

{1484 pl. Rozanov [1] 247.0,)

A /3/ elekban mesadott‘fégularitési teltétel alapjsn érthets,
hogy felvetddik a

A €W

SUP . | P(AB)— P(A)PIBI=(T) 0 fu T+ .
Bewme ' |

“aleku regularitids az un. teljes'reguiarités fogalminak heve-

zetboe. A /4/ alaku feltételt M.Rosenblatt vezette be 1956=
ban [1] & or&s keverédsl feltételnek nevezte. Ennek a foga-
lomak a tanulményozdsa és hasznosségének vizsgédlata szere—
pel Volkonbzki] és Rozanov,'valamint-Kolmogorov—Rozanov cik-~
Keiben. Tobbek kosott bebizonyitotték, hogy ba S Wiy )=5(0)
Jjelold a-zérbjelben 16v8 O =algebrék maximil korreldcléjat,
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akkor Gauss folyamatokra

od{T)= 3{T) = 2 T «(7) /57

Az egyenletes teljes regularitas

IP4B) ~ PIAIPBI_ ¢ (¢) s o T—a .,
Acwy - PlA) '
BEW, |
fogalma igen erds feltételt jJelent, mivel Gausa folyamatok

esetén m-figgetlenséget jelent (148d pl. Ibrahimov-Linnik
kbnyvét 396.0ld.). /4/-nél er&sebb regularitis a 'Kolmbgorov
4ltal javasolt erds regularités, melynek definicidjas

OWVar [P{C) = R o% Py o)l MVor[P(Alm J_Ptd]-/?/
ezl = B~ 0 e T
Ahol P Jelsli ez eredeti mértéket Frmg* Prre)  , pedig
az mo o 111, m: G -algebrikon értelmezett P mérté-

kek (margindlie eloszlésok) direkt szorzatét. Hyilvénvalé,.
hogy &(T)= ﬁ(T)

A /7/ varidciés tavolsaggal értelmezett erds regularité.e, va-
lamint az

@ 10w W7)=Mlogp=1(1)~0, h T~ 8

informéciés regularités is Bpéciéiis esetel a Csiszir Imre
&ltal bevezetett f-sltéréseken alapulé regularitésnek (1asd
Celszar [1]), melyet alébb definialunk.
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| 4 |

I Legyen Lu, és u, két valésziniiségl mértek az (S?., w) i!:
mérhetd téren, melyek abszolut folytonosak a A mértékre }l ’

SN nézve. A py, M -mértékek f-eltérésének (ahol f£(x) egy %i:

tetszdleges konvex fliggvény) az

L .
Jf(p,.}lg)-‘-’fpgfx) f(—p;—m—) Aldx) - 9/ _ i
| il
‘ , mennyliséget nevezziik, ahol i
- L
S X} = HMi(dx) (i=42) I
o P Aldx) ! 5 |:\.
: ; a M —mértékek A (5 -véges) mértékre vonatkozé Raden— '1
1 Nikodym derivaltjai. ]
) b
Definicid. Legyen My=F és /Jz'em,ojx e'r_m) a két 1f< '
mérték az m:’m X m: € -—algebrén. A . folyamatot ' lli ;
f-reguldrisnek mondjuk, ha |
J‘F{/lh}-'z.?) - f(” . ho T 710/ 1.
1
h
Konnyl beldtni, hogy f£{x) = |x~1] esetén g
pis | i
J;OJ"}JI'T}=IQﬁ)IE:TH—4'Aﬁx}=lpi_ﬂzl= VGI‘ [p"emdx Br.cn)] E
' ' . |
2 1 ‘ tehdt a Kolmogorov féle erds regularitas adddik,. E
3 o !
ﬁ

!I
. I
Az informAciés regularitis az f-regularités specidlis esete, ' |i .
: ]
ha fix) = x log x o k
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Toge (. 7) = L) =flog 5550 1 ()

ha 4, %M , egyébként I(T)w=+c0

A Rényi 4ltal bevezetett ol -—adrendii I-divergencia alapjin
beszélhetink O -adrendii regularitiarél, ha ezalatt azt ért.
Jik, hogy

7o log|L e (po e TN >0, fa<t), pa T gy

L log Julpufu V) =0 (1), ha T f1v/

Lényeges megjegyeznl, hogy o -reguiaritésrél' o<l esetén
mindig beszélhetiink, kivéve, ha }iql—}h (azaz a két mérték
séinguléris).

X -regularitésrél beszélunk f(x) :x---l)2 vagy f£(x) = -1

esetén.

2. Az _f-regularitésok viszonyé.nak vizsgalata

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy SZigoruan konvex (az x = 1 -
pontban) r(:_:_) .fiiggvény ._esetén az f;regularitas magz Utan

vonja az erds regularitést. Az f£(x) fﬁs@éhy az x_, pontban
szigoruan konvex, ha az =x_  pont egyetlen kérnyezetében sem

s
line#ris.
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2,1.,Tétel. Ha az f{x) konvex fiiggvény x=1 -ben szigoruan
konvex, akkor az f-regularitdsbél kivetkezik az erds regula-
ritas. Pontosabban, megadhaté olyan 'Pf(v) fiigevény, hogy
Vvi0 esetén pWi0 ¢s

AlTh= Gl 3 (T —f4)) ‘ /12/

Ha f'{l)>070 , akkor elég kis 8 —ra *P;(C”"'C'fg .
Ha f‘"(u)a Q =0 ,ha Ju—{l<re , akkor 5‘_2__,.02

esetén igaz, hogy

RS ci3 . ho J{{pi,pzﬁ“)—f({)é d= -g-r: N3/

A tétel bizonyltAsa kdzvetleniil kévetkezlk Csiszér dolgozabi-~
nak 2,l.tételébsl A, és Jh megfeleld helyettesitéséevel.

Megjegyzés, A becslésben szerepld C konstans vehetd P&_‘ —-nak
de minimalis’ értéke adott £{x) esetén meghatérozhatd. Fl.:
£(x)=x Log x esetén C ., = L’_a_ {v.5. Volkonszki] és Rozanov
oredményével) . .

AT
2.2.Tétel. Ha a liné Fix) é'éﬁl.i.m f{x) hatdrértékek végesek és
- ) X S e .

f{x) szigoruan konvex az l. pontban, skkor az ar8s regularitis-

bél kivetkezilk az f-regularlitis. Pontosabban

J'F (}Jh/Jz.?} =, f{f} + C:m _ Fak:vy
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ahol Cl csak az I~figgvénytsl fiigg.

A tétel bizonyltésa kivetkezik Csiszér 2.2. tételébsdl.

Megiepyznés. Az informicits regularitasbél, az i o ~adrendii regu-
laritésbél (ha o0>1), valamint a X° regularitisbsél kivetkezik

az erds regularitds, azonban sz 411itids megforditass nem igaz.

Jeldlje M,y(t} abszolut folytcnos 1ll. szinguldris részét a

MHie mértékre nézve ,U:t(ﬂ i11. p;t(ﬂ . A )er('r) abszolub
folytonos, 1lletve szingularis részét Mwlt! .ra nézve jelslje
pedt) 311, pelT)

Ha
— ,Llff(dx) —_ ,Uu(dXJ
p'r(!}_. _“—'——p‘r(dx} f p-y(X) = _m oy
akkor
ﬁ(ﬂq\b" (}Jfr -/Urz) =}J.:It'(—Q—) +M H"pfb‘” = 715/

= pp Q) + MU ~p,0] -

2+3.Tétel. (Volkonszkij-Rozenov). Az erds regularitas szikeéges
és elégséges Teltétele sz

e/ h'm/-lz"t (Q)=0 vagy b/ lim /U:-r (Q)=0
Toon ) _ T+

T A A o oy il

i g

vt itais
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feltételek egyikének a teljesiilése és a folyamat reguleritésa.

Ugyancsak hasznos a kivetkexzd 4Allités,

2.4,Tétel. (Volkonszkij-Rozanov). Az erds regularitas szikaéges
48 elégnoéges feltétele az

a/ Pr(") -1 ho T+ (Lizowerint) b/ ;J_.,-(x) 1 ho T2 (fin rerint)
sztochasztikus konvergencidk egyikének a fennillésa.

A 2.3.6é6bel kiszvetlen kivetkezménys, hogy reguldris folyamat
esetén a folyamat egyben erdsen regularis, ha valamilyen T -ra
- Mix 68 Mt egylke abszolut folytonos a mésikrse nézve.
Bz teljesiil pl. ha az |

’ I(r) <
feltétel fenn 4ll.

Ugyancsak a 2.1. é8 2.2, tébelekbdl, valamint a 2.3.-bbl kivet-
xezlk, hogy az ol ~adrendii ( &= 1) Ainformicid létezbsébsl
velamilyen T -ra kivetkezik az ol (<1)-regularitas.,

, .
A X eltérés létezésdbdl valamilyen T ~ra kovetkezik az
exds regularitds és az -~regularitis {ol<l esetén),

Az egyenletes teljes regularitast

su‘p Myzlc) — pyr(€) ne/

c=aB  AMirlc) + U {c)
AE WY
BE m:'
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elakba irva lathaté, hogy ez ekvivalens a p.{x) vagy ﬁ;(x)

. egyenletes Xonvergencidjaval l-hez, ha T—roc ( a mwe 111,

Ma mérték szerint). A /16/ feltételbsl mir barmilyen f-re-
gularitsas kovetkezik, mivel

wus@’%m~”45

esgehén

J;(}J.-;./Jn}=jf(p., (X)) o (O%) £ F(4) +€,

ahol £ = m&xlf(z)—f(l)l—ﬂ# o ha 8-—+0.

3, Gaugs folyamatok.

_ ‘ e

o - +]
Az m_-'.éﬂ m't’ ’
11le Vy,V5,+-s ortogondlis bazis, nogy Mu Ve =41 9x

G -algebrakon vélaszthat6é olyan ul,uE,ga}

&s ekkor _
Hirl=-43 kg (1-33),
ol(T)= sdp 8«
Dottt o) = T Ci-gl)

Az ¢, é5 erds regularités Gauss folyamatok esetén nem ad ujat

az informiciés regularitissal szemben.
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[1]

[2]
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Regularity of stochastic 7 ﬁro‘:c,asses

There is given a systematical survey of ragularity properties
of stochastic processes. We say, that the process (ebationary)
has the property of f-regularity (in the mean of Csiezar)

ir

I (. T) ~ F14)

where f(x) 15 a convex function and M= P (the probability
-]
distribution on m_ X m ) F= f-...)" Pre )

¢ ()
Jg [, pra. T) sz(“)f p, Jhdw | plw)= };(d—::}

We show that the f-i-egularity ddes not givé enything new for _ !
Gaussion processes, .‘..n this case if is equivelent of the
informational regularity, when f 18 cdonvex in the strict

Borge.




