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Bevezeto. A kutatasok célja a sztochasztikus rendszerek legkorszerlibb médszereinek az alka-
Imazdsa a pénziigyi piacok modellezésében és maguknak a modszereknek a tovdbbfejlesztése. A
pénziigyi matematika ma egyik legnagyobb kihivasa jo6 fedezeti stratégidk kialakitdsa nem-teljes
piacokon. Ez matematikailag egy sajatos sztochasztikus adaptiv kontrol problémat jelent, ahol a
dinamikat egy olyan sokdimenzids diff6zids folyamat irja le, amely maga is fiigg egy Markov-
folyamattdl. Kutatdsaink javarészt PhD hallgatok éltal is megoldhaté mddszertani problémakhoz
kotddnek. A f6 teriiletek: rejtett Markov-folyamatok, t6zsdemodellek, sztochasztikus volatilitds,
valamint a kontroll elmélet €s az opciddrazds kapcsolata. Ezen t6]l munkdinkban a sztochasztikus
adaptiv kontrol néhdny alapvetd kérdését is vizsgaltuk. A beszdmolo 1ényegében a PhD prog-
ramok szerinti bontast koveti, a kisebb témakat a végén ismertetjiik.

Rejtett Markov folyamatok. Ezt a kutatast elssorban Molnar Sdska Gdbor PhD hallgatéval
(BME Matematikai és Szamitastudomanyok Doktori Iskola, 1999-2006) végeztiik, az MTA SZ-
TAKI Sztochasztikus Rendszerek Kutatocsoport tagjainak a részvételével, valamint Michaletzky
Gyorgy (ELTE TTK) és Tusnady Gabor (MTA Rényi Inézet) részvételével. A munka eredménye
tobbek kozott a 2006-ban megvédett PhD disszertacio.

A sztochasztikus rendszerek elméletének egy alapvets jelentdségli modern eszkoze a rejtett
Markov modellek. Sikerének titka, hogy ez egy elég éltalanos, de még matematikailag kezel-
hetd, és valddi kihivast jelentd modellosztaly, amely szamos teriileten nyert alkalmazast. Rejtett
Markov folyamatok elméletének egy alapproblémaéja a dinamika (éllapot-valdszinliségatmenetek

ill. kiolvasési valdszintiségek) identifikdcidja. Rejtett Markov modellre egy klasszikus példa az
Y, = h(X,) + o(X,) €n,

modell, ahol (X,), egy véges dllapoti Markov-folyamat, (€, ) egy Gauss fehr zaj, h,0 : X — R
pedig tetszbleges leképezések. Kutatomunkank egy alapvets eszkdze a Markov-folyamatok egy
kevéssé ismert realizacidja, amely el6szor V. Borkar 1993-as dolgozatdban szerepel, [3]. En-
nek segitségével kapcsolat teremthet$ a linedris sztochasztikus rendszerek és a rejtett Markov-
folyamatok kozott, 1d. [17], tovabba [26]. Egy idetartoz6 eszkoz az Un. prediktiv szlrd sta-
bilitdsanak a vizsgdlata is, 1d. [27] ill. [16].

Egy masik fontos kutatasi irany a rekurziv becslések Benveniste, Metivier €s Priuroet, [1] 4ltal
kifejlesztett, (roviden BMP) elméletének adaptaldsa rejtett Markov folyamatokra, ez a kutatds

kozel van a befejezéshez. Végiil a fenti dolgozatokra is timaszkodva kidolgoztunk egy médszert
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rejtett Markov folyamatok véltozdsdetektdldsara, a matematikai statisztikabdl jol ismert Hinkley
detektor adaptéldsaval, 1d. [21],[20].

Kvantdlt Gauss modellek. Ez a téma szellemében a rejtett Markov-folyamatok téméhoz kap-
csolédik. Ezt a kutatdst még a palyazati ciklus el6tt dontéen Kmecs 1ldiké PhD hallgatéval
(ELTE TTK, Matematika Doktori Iskola, 1996-2003) végeztiik. A disszertacié 2003 szeptem-
berében keriilt benyujtasra, azéta utomunkalatok folytak, elsésorban L. Finesso (CNR ISIB, Pa-
dova), tovabba Szilagyi Tiinde egyetemi hallgaté (PPKE ITK) kozremiikodésével. Célunk a
kvantdlt linearis sztochasztikus Gauss-modellek, ezen beliil kvantilt Gauss ARMA-folyamatok
vizsgalata. Egy természetes eszkoz a statisztikdban jol ismert in. EM (Expectation Maxi-
mization) modszer, A fellépd feltételes varhat6 érték kiszamitasdhoz egy Markov Chain Monte
Carlo (MCMC) moédszert alkalmazunk, igy az tn. M-1épést egy sztochasztikus approximécids
eljarassal realizaljuk, 1d. [6].

Pénziigyi piacok viselkedési modelljei. Matyas Zalan PhD hallgatéval (ELTE TTK, Matem-
atika Doktori Iskola, 2002-2005), és Szaz Janos (Corvinus Egyetem) kozremiikodésével ki-
dolgoztuk pénziigyi piacok egy sztochasztikus feedback modelljét. Ebben - a tipikus mérnoki
problémakkal szemben - a rendszer dinamik4ja ismert, ezt a t6zsdeszabdlyok pontosan meghata-
rozzdk. Ezzel szemben a piaci szereplok egymads kereskedési stratégidit nem ismerik, ebbdl
addédik a rendszer bizonytalansdga. Az egyes dgensek dontéseit egyrészt az 6 beallitottsaguk,
kereskedési stratégidjuk, masrészt az arfolyammozgéasokkal kapcsolatos varako-
zasaik hatarozzdk meg. Vannak kockazatkedveld és kockazatkeriild dgensek, €s ezen beliil a
viselkedéseknek egy széles skdldjat tarta fel a kisérleti pszichologia.

Az éltalunk kialakitott modellt, 1d. [13], [15], legegyszerlibben egy 1j, jelentds sullyal ren-
delkezd piaci szerepld szemszogébdl lehet értelmezni. Az Uj szerepld eldzetes piaci elemzései
alapjan alakitja ki dontéseit, amelyek ugyanakkor a teljes piac dinamik4jat eltoljak valamilyen
irdnyban. A megvéltozott arfolyamdinamikéra a piaci szerepl6k, ezen beliil a belépd piaci sz-
erepld is reagal.

Az adaptiaciés mechanizmus formélisabban igy irhat6 le: a p arfolyam el6zetes vizsgélata
alapjan az 1j szerepld kialakit egy M prediktort, amely a modelljeinkben egy FIR sziird, ez
1étrehoz egy p eldrejelzést. Az eldrejelzés és a sajat bedllitottsdga - f - alapjan, amelyet egy
statikus nemlinearitds ad meg, kialakul egy vételi ill. eladdsi ajanlat: egy b ar ill. egy d men-

nyiség. Ezt az egész leképezést C'( M )-mel jeloljiik:
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Az 4j arfolyamdinamikahoz egy uj prediktor tartozik, mondjuk M ™. Az adaptici6 egy 1épése
tehat:
M — C(M)— M™.

A kérdés, hogy milyen feltételek mellettt 1étezik piaci egyensuly, és hogy ezt a piaci szerepldk
egymastol fiiggetlen tevékenysége milyen mechanizmusokon 4t valdsitja meg. Piaci egyensuly
akkor jon létre, amikor a feltételezett arfolyam dinamika alapjan sziiletett beavatkozdsok nem
valtoztatjdk meg az arfolyamdinamikat. Ez egy nem-szokvéanyos sztochasztikus adaptiv kontrol
feladatra vezet, amelyben a cél egy M™ fixpont meghatarozasa.

Az adapticiés mechanizmus egy on-line, valds id6ben implementalhaté valtozatanak a vizs-
galatit a BMP elmélet alapjan végeztiik el. A BMP elméletet magat is tovabbfejlesztettiik: az
eredeti 1 — 0 valdszinlségii konvergenciat 1valdszinliségli konvergenciava javitottuk egy alkal-
mas ujrainditasi mechanizmussal, [14]. A szimulacios vizsgalatokben dontéen egyetlen szerepld
adaptécigjat vizsgaltuk, egy azota megkezdett djabb PhD projekt (Torma Baldzs, ELTE IK,
Informatika Doktori Iskola, 2006-) keretében vizsgédljuk tobb szerepld egyiedejl adaptacidjat
és kolcsonhatasat realis korlatozo feltételek mellett, ezen beliil a bennfentes kereskedés de-
tektalasara keresiink algoritmusokat.

Sztochasztikus volatilitas modellek. A téman Orlovits Zsanett PhD hallgatéval (ELTE TTK,
Matematika Doktori Iskola, 2003-2006) dolgoztunk, Michaletzky Gyorgy (ELTE TTK) és Vago
Zsuzsa részvételével. Egy részvény vagy index napi zdréarat P,-nel jelolve, a szobanforgd

termék log-hozamat az
Py

Pnfl

képlet definidlja. A log-hozam idésorok egy jellemz6 tulajdonsdga az Gn. “volatility clustering”,

Yn = log

ami azt jelenti, hogy hosszu alacsony volatilitdsu, nyugodt idészakokat rovid, magas volatilitasa
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iddszakok kovetnek. A fenti id6sorok egy egyszerli, matematikailag is formalizalhatd tulaj-
donséga, hogy a feltételes szords iddben véltozd, szemben a linearsi modellekkel. Az els6 nem-
linedris modell, amelyet a log-hozam folyamatok modellezésére hoztak 1étre R. Engle, 1982, [5]
nevéhez fizddik, aki ezért a munkdjaért 2002-ben megosztott kozgadasagi Nobel-dijat kapott.
Ez az in. ARCH model (autoregressive conditionally heteroscedasticity) model, amelyben a

log-hozamot az

Un = Onén (1)

egyenlet definialja, ahol €,, egy fliggetlen azonos eloszlasu zajforras, o, pedig a feltételes szoras,
amelyet egy AR szlr6t és statikus nem-linearitasokat tartalmazé visszacsatolassal, kordbbi log-
hozam értékekbd] szamitunk ki. Ennek a modellnek egy kiterjesztése a GARCH modell, [2],
amelyben a visszacsatoldsban egy ARMA sziir$ jelenik meg. A feladat a visszacsatoldsban
szerepld ismeretlen paraméterek meghatarozasa a regisztralt adatokbdl.

GARCH folyamatok identifikaciéjara a szokdasos tut egy kvazi-likelihood médszer alkalmazasa.
A kérdés az, hogy ez milyen feltételek mellett lesz konzisztens statisztikai értelemben. A szak-
irodalomban fellelhetd, nem tdl nagy szamu dolgozat az off-line identifikaci6 problémadjat ta-
rgyalja. Ugyanakkor a pénziigyi id6sorok elemzésére természetesebb valds idSben is alka-
Imazhat6 rekurziv vagy on-line mdédszereket kifejleszteni. Ennek természetes eszkoztira a
BMP elmélet, amelynek alkalmazhatésdgat a [22] dolgozatban vazoltuk. Az elmélet alka-
Imazasa soran tisztaztunk egy érdekes, trividlisnak tiind technikai kérdést is: megmutattuk, hogy
négyzetes véletlen matrixok egy staciondrius

A, O

-Pn - (2)
Bn Cn

sorozatdra, minimadlis technikai feltételek mellett, a top-Ljapunov exponensekre a
A(P) = max(A(4), \(C))

egyenldség teljesiil, 1d. [18], [28]. A BMP elmélettel val6 kapcsolat kidolgozdsa szamos mads,
linedris sztochasztikus rendszerekben elért eredmény adaptéldsat is lehetové teszi. Példaképpen

emlitiink egy GARCH folyamatok valds idejti valtozas-detektaldsira kidolgozott mddszert, [21].
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Kontrol-elmélet a pénziigyi matematikaban. Ezek a munkak elsGsorban Rasonyi Miklds
kutatasaihoz kapcsolddnak. A [34] és [32] dolgozatokban optimdlis portfolidk 1étezését bi-
zonyitottuk egy U konkav monoton nové fiiggvény hasznosséagi fiiggvény mellett. Minden eddi-
ginél gyengébb feltételek esetén bizonyitottuk optimalis portfolid 1étezésé diszkrét id6ben nem
feltétleniil differencidlhaté U mellett. Olyan opciddrazdsi médszereket dolgoztunk ki, amelyek
a befektetd preferencidit is figyelembe veszik. A [31] dolgozatban megmutattuk, hogy erds
kockézatkeriilés esetén az opciok ara az un. szintetizdlasi koltséghez kozeli értekre dllnak be.

Pénziigyi piacok elméletében fontos kérdés az Un. nevezett nagy piacok vizsgalata, pontosab-
ban az a kérdés, hogy milyen mddszerekkel lehet az arbitrdzsmentességet definidlni ill. veri-
fikdlni. Ehhez a témakorhoz kapcesolddik a [29] dolgozat. A [30] cikk a nagy pénziigyi piacok
arbitrazselméletébe nyujt bevezetést.

A magyar diakhitel rendszer vizsgalata. Ezt a munkat dontGen Berlinger Edina (Corvinus
Egyetem) inspirdcidjara végeztiikk. A magyar didkhitelrendszer modellezésére kifejlesztettiink
egy sztochasztikus modellt, [4], amelyben két alapvetd kontrol paraméter, a kockazati prémium
ill. a torlesztési hanyad hatdsat vizsgéltuk a fenntarthatésdg szempontjabol. A vizsgdlatok egy
fontos, de kontrol elméleti szempontbdl nem meglepd konklizidja, hogy a rendszert egy szubop-
timalis munkapont koriil kell tartani ahhoz, hogy a miikddése robusztus legyen modellezési
hibakkal szemben.

Log-optimalis portfoliok. Ezeket a munkdkat részben Gyorfi Laszl6 (BME) kezdeményezé-
sére végeztiik. A befektetéselmélet egyik alapfeladata a maximalis novekedési ratit biztosito un.
log-optimalis portf6lié meghatdrozédsa. A legegyszerlibb matematikai modell T. Cover nevéhez
kothetd, amelyben nincsenek tranzakcids koltségek. A feladat 1ényegesen nehezebb az un.
surlodasos piacokon. Egy lehetséges megkozelités a stratégidk parametrizaldsa, és ezen beliil
az optimalis paraméter meghatdrozasa. Ez egy paraméterfiiggd véletlen matrix-folyamat top-
Lyapunov-exponensének a maximalizaldséara vezet, amelyet a [24], [23] dolgozatokban vizsgal-
tunk.

Sztochasztikus adaptiv kontrol és optimalizalas. Rekurziv becslések elméletének egy alap-

vetd eredményét dolgoztuk ki a [7]

Gerencsér, L.: A representation theorem for recursive estimators. SIAM Journal on Control and

Optimization, 44 (2005), pp. 2123-2188,
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dolgozatban, amelyben a becslési hibdnak egy “zart formuldval” torténd nagyon pontos kozelité-
sét adtuk meg, Id. még [8]. A hangsily nem a zart formuldn, hanem a kozelités pontossagan
van, amely lehet6vé teszi szamos kordbban csak nagyon specidlis esetben ismert eredmény
kiterjesztését. Tobbek kozott lehetévé teszi adaptiv kontrollerek alkalmazasa soran fellépd
veszteségek (performance degradation) pontos meghatarozasat. Az elmélet egy szép alkalmazasa
az adaptiv input tervezés, [11], [12], amely H. Hjalmarssonnal (KTH, Stockholm) k6z6s munka.

Michaletzky Gyorgy és Vagd Zsuzsa kozremiikokodésével a Van Schuppen és Stoorvogel
altal vazlatosan kidolgozott kockdzatérzékeny identifik4cid altalanosabb és preciziz megalapo-
zéasat adtuk a [19] dolgozatban. A megoldds a sztochasztikus realizicidelmélet eszkoztarat
hasznalja.

SPSA. A rekurziv becslések elméletének egy sepcidlis és viszonylag Uj fejezete az tin. SPSA
(simultaneous perturbation stochastic approximation), amelyet elsGsorban olyan optimalizasi
feladatok megolddsara alkalmazunk, ahol a koltségfiiggvény csak szimuldcidval szdmolhat6, és
a gradiensre még ez a lehet6ség sem adott, Id. [33]. Egy potenciédlis, de még csak kevéssé
kiaknéazott alkalmazasi teriilete az adaptiv kontrol. A H. Hjalmarsson-tdl szarmazé un. IFT
moddszer tobbdimenzids valtozatanak a megalapozasat adja a [25] dolgozat.

Az SPSA modszer egyrészt értelmezhetd ugy, mint egy sztochasztikus gradiens modszer,
masrészt Ugy is, mint egy Markov-lanc, amely egy MCMC mddszernek lehet a kezddlanca.

Ezt a dudlis szemléletet akndzzdk ki a [10],[9] dolgozatok.
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