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Bevezető. A kutatások célja a sztochasztikus rendszerek legkorszerűbb módszereinek az alka-

lmazása a pénzügyi piacok modellezésében és maguknak a módszereknek a továbbfejlesztése. A

pénzügyi matematika ma egyik legnagyobb kihı́vása jó fedezeti stratégiák kialakı́tása nem-teljes

piacokon. Ez matematikailag egy sajátos sztochasztikus adaptı́v kontrol problémát jelent, ahol a

dinamikát egy olyan sokdimenziós diffóziós folyamat ı́rja le, amely maga is függ egy Markov-

folyamattól. Kutatásaink javarészt PhD hallgatók által is megoldható módszertani problémákhoz

kötődnek. A fő területek: rejtett Markov-folyamatok, tőzsdemodellek, sztochasztikus volatilitás,

valamint a kontroll elmélet és az opcióárazás kapcsolata. Ezen tól munkáinkban a sztochasztikus

adaptı́v kontrol néhány alapvető kérdését is vizsgáltuk. A beszámoló lényegében a PhD prog-

ramok szerinti bontást követi, a kisebb témákat a végén ismertetjük.

Rejtett Markov folyamatok. Ezt a kutatást elsősorban Molnár Sáska Gábor PhD hallgatóval

(BME Matematikai és Számı́tástudományok Doktori Iskola, 1999-2006) végeztük, az MTA SZ-

TAKI Sztochasztikus Rendszerek Kutatócsoport tagjainak a részvételével, valamint Michaletzky

György (ELTE TTK) és Tusnády Gábor (MTA Rényi Inézet) részvételével. A munka eredménye

többek között a 2006-ban megvédett PhD disszertáció.

A sztochasztikus rendszerek elméletének egy alapvető jelentőségű modern eszköze a rejtett

Markov modellek. Sikerének titka, hogy ez egy elég általános, de még matematikailag kezel-

hető, és valódi kihı́vást jelentő modellosztály, amely számos területen nyert alkalmazást. Rejtett

Markov folyamatok elméletének egy alapproblémája a dinamika (állapot-valószı́nűségátmenetek

ill. kiolvasási valószı́nűségek) identifikációja. Rejtett Markov modellre egy klasszikus példa az

Yn = h(Xn) + σ(Xn) εn,

modell, ahol (Xn), egy véges állapotú Markov-folyamat, (εn) egy Gauss fehr zaj, h, σ : X → R

pedig tetszőleges leképezések. Kutatómunkánk egy alapvető eszköze a Markov-folyamatok egy

kevéssé ismert realizációja, amely először V. Borkar 1993-as dolgozatában szerepel, [3]. En-

nek segı́tségével kapcsolat teremthető a lineáris sztochasztikus rendszerek és a rejtett Markov-

folyamatok között, ld. [17], továbbá [26]. Egy idetartozó eszköz az ún. prediktı́v szűrő sta-

bilitásának a vizsgálata is, ld. [27] ill. [16].

Egy másik fontos kutatási irány a rekurzı́v becslések Benveniste, Metivier és Priuroet, [1] által

kifejlesztett, (röviden BMP) elméletének adaptálása rejtett Markov folyamatokra, ez a kutatás

közel van a befejezéshez. Végül a fenti dolgozatokra is támaszkodva kidolgoztunk egy módszert
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rejtett Markov folyamatok változásdetektálására, a matematikai statisztikából jól ismert Hinkley

detektor adaptálásával, ld. [21],[20].

Kvantált Gauss modellek. Ez a téma szellemében a rejtett Markov-folyamatok témához kap-

csolódik. Ezt a kutatást még a pályázati ciklus előtt döntően Kmecs Ildikó PhD hallgatóval

(ELTE TTK, Matematika Doktori Iskola, 1996-2003) végeztük. A disszertáció 2003 szeptem-

berében került benyújtásra, azóta utómunkálatok folytak, elsősorban L. Finesso (CNR ISIB, Pa-

dova), továbbá Szilágyi Tünde egyetemi hallgató (PPKE ITK) közreműködésével. Célunk a

kvantált lineáris sztochasztikus Gauss-modellek, ezen belül kvantált Gauss ARMA-folyamatok

vizsgálata. Egy természetes eszköz a statisztikában jól ismert ún. EM (Expectation Maxi-

mization) módszer, A fellépő feltételes várható érték kiszámı́tásához egy Markov Chain Monte

Carlo (MCMC) módszert alkalmazunk, ı́gy az ún. M -lépést egy sztochasztikus approximációs

eljárással realizáljuk, ld. [6].

Pénzügyi piacok viselkedési modelljei. Mátyás Zalán PhD hallgatóval (ELTE TTK, Matem-

atika Doktori Iskola, 2002-2005), és Száz János (Corvinus Egyetem) közreműködésével ki-

dolgoztuk pénzügyi piacok egy sztochasztikus feedback modelljét. Ebben - a tipikus mérnöki

problémákkal szemben - a rendszer dinamikája ismert, ezt a tőzsdeszabályok pontosan meghatá-

rozzák. Ezzel szemben a piaci szereplők egymás kereskedési stratégiáit nem ismerik, ebből

adódik a rendszer bizonytalansága. Az egyes ágensek döntéseit egyrészt az ő beállı́tottságuk,

kereskedési stratégiájuk, másrészt az árfolyammozgásokkal kapcsolatos várako-

zásaik határozzák meg. Vannak kockázatkedvelő és kockázatkerülő ágensek, és ezen belül a

viselkedéseknek egy széles skáláját tárta fel a kı́sérleti pszichológia.

Az általunk kialakı́tott modellt, ld. [13], [15], legegyszerűbben egy új, jelentős súllyal ren-

delkező piaci szereplő szemszögéből lehet értelmezni. Az új szereplő előzetes piaci elemzései

alapján alakı́tja ki döntéseit, amelyek ugyanakkor a teljes piac dinamikáját eltolják valamilyen

irányban. A megváltozott árfolyamdinamikára a piaci szereplők, ezen belül a belépő piaci sz-

ereplő is reagál.

Az adaptációs mechanizmus formálisabban ı́gy ı́rható le: a p árfolyam előzetes vizsgálata

alapján az új szereplő kialakı́t egy M prediktort, amely a modelljeinkben egy FIR szűrő, ez

létrehoz egy p̂ előrejelzést. Az előrejelzés és a saját beállı́tottsága -f - alapján, amelyet egy

statikus nemlinearitás ad meg, kialakul egy vételi ill. eladási ajánlat: egy b ár ill. egy d men-

nyiség. Ezt az egész leképezést C(M)-mel jelöljük:
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static nonlinearity

6

linear filter

Az új árfolyamdinamikához egy új prediktor tartozik, mondjuk M+. Az adaptáció egy lépése

tehát:

M → C(M) → M+.

A kérdés, hogy milyen feltételek mellettt létezik piaci egyensúly, és hogy ezt a piaci szereplők

egymástól független tevékenysége milyen mechanizmusokon át valósı́tja meg. Piaci egyensúly

akkor jön létre, amikor a feltételezett árfolyam dinamika alapján született beavatkozások nem

változtatják meg az árfolyamdinamikát. Ez egy nem-szokványos sztochasztikus adaptı́v kontrol

feladatra vezet, amelyben a cél egy M∗ fixpont meghatározása.

Az adaptációs mechanizmus egy on-line, valós időben implementálható változatának a vizs-

gálatát a BMP elmélet alapján végeztük el. A BMP elméletet magát is továbbfejlesztettük: az

eredeti 1− δ valószı́nűségű konvergenciát 1valószı́nűségű konvergenciává javı́tottuk egy alkal-

mas újraindı́tási mechanizmussal, [14]. A szimulációs vizsgálatokben döntően egyetlen szereplő

adaptációját vizsgáltuk, egy azóta megkezdett újabb PhD projekt (Torma Balázs, ELTE IK,

Informatika Doktori Iskola, 2006-) keretében vizsgáljuk több szereplő egyiedejű adaptációját

és kölcsönhatását reális korlátozó feltételek mellett, ezen belül a bennfentes kereskedés de-

tektálására keresünk algoritmusokat.

Sztochasztikus volatilitás modellek. A témán Orlovits Zsanett PhD hallgatóval (ELTE TTK,

Matematika Doktori Iskola, 2003-2006) dolgoztunk, Michaletzky György (ELTE TTK) és Vágó

Zsuzsa részvételével. Egy részvény vagy index napi záróárát Pn-nel jelölve, a szóbanforgó

termék log-hozamát az

yn = log
Pn

Pn−1

képlet definiálja. A log-hozam idősorok egy jellemző tulajdonsága az ún. ”volatility clustering”,

ami azt jelenti, hogy hosszú alacsony volatilitású, nyugodt időszakokat rövid, magas volatilitású
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időszakok követnek. A fenti idősorok egy egyszerű, matematikailag is formalizálható tulaj-

donsága, hogy a feltételes szórás időben változó, szemben a lineársi modellekkel. Az első nem-

lineáris modell, amelyet a log-hozam folyamatok modellezésére hoztak létre R. Engle, 1982, [5]

nevéhez fűződik, aki ezért a munkájáért 2002-ben megosztott közgadasági Nobel-dı́jat kapott.

Ez az ún. ARCH model (autoregressive conditionally heteroscedasticity) model, amelyben a

log-hozamot az

yn = σnεn (1)

egyenlet definiálja, ahol εn egy független azonos eloszlású zajforrás, σn pedig a feltételes szórás,

amelyet egy AR szűrőt és statikus nem-linearitásokat tartalmazó visszacsatolással, korábbi log-

hozam értékekből számı́tunk ki. Ennek a modellnek egy kiterjesztése a GARCH modell, [2],

amelyben a visszacsatolásban egy ARMA szűrő jelenik meg. A feladat a visszacsatolásban

szereplő ismeretlen paraméterek meghatározása a regisztrált adatokból.

GARCH folyamatok identifikációjára a szokásos út egy kvázi-likelihood módszer alkalmazása.

A kérdés az, hogy ez milyen feltételek mellett lesz konzisztens statisztikai értelemben. A szak-

irodalomban fellelhető, nem túl nagy számú dolgozat az off-line identifikáció problémáját tá-

rgyalja. Ugyanakkor a pénzügyi idősorok elemzésére természetesebb valós időben is alka-

lmazható rekurzı́v vagy on-line módszereket kifejleszteni. Ennek természetes eszköztára a

BMP elmélet, amelynek alkalmazhatóságát a [22] dolgozatban vázoltuk. Az elmélet alka-

lmazása során tisztáztunk egy érdekes, triviálisnak tünő technikai kérdést is: megmutattuk, hogy

négyzetes véletlen mátrixok egy stacionárius

Pn =


An 0

Bn Cn


 (2)

sorozatára, minimális technikai feltételek mellett, a top-Ljapunov exponensekre a

λ(P ) = max(λ(A), λ(C))

egyenlőség teljesül, ld. [18], [28]. A BMP elmélettel való kapcsolat kidolgozása számos más,

lineáris sztochasztikus rendszerekben elért eredmény adaptálását is lehetővé teszi. Példaképpen

emlı́tünk egy GARCH folyamatok valós idejű változás-detektálására kidolgozott módszert, [21].
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Kontrol-elmélet a pénzügyi matematikában. Ezek a munkák elsősorban Rásonyi Miklós

kutatásaihoz kapcsolódnak. A [34] és [32] dolgozatokban optimális portfoliók létezését bi-

zonyı́tottuk egy U konkáv monoton növő függvény hasznossági függvény mellett. Minden eddi-

ginél gyengébb feltételek esetén bizonyı́tottuk optimális portfolió létezésé diszkrét időben nem

feltétlenül differenciálható U mellett. Olyan opcióárazási módszereket dolgoztunk ki, amelyek

a befektető preferenciáit is figyelembe veszik. A [31] dolgozatban megmutattuk, hogy erős

kockázatkerülés esetén az opciók ára az ún. szintetizálási költséghez közeli értekre állnak be.

Pénzügyi piacok elméletében fontos kérdés az ún. nevezett nagy piacok vizsgálata, pontosab-

ban az a kérdés, hogy milyen módszerekkel lehet az arbitrázsmentességet definiálni ill. veri-

fikálni. Ehhez a témakörhöz kapcsolódik a [29] dolgozat. A [30] cikk a nagy pénzügyi piacok

arbitrázselméletébe nyújt bevezetést.

A magyar diákhitel rendszer vizsgálata. Ezt a munkát döntően Berlinger Edina (Corvinus

Egyetem) inspirációjára végeztük. A magyar diákhitelrendszer modellezésére kifejlesztettünk

egy sztochasztikus modellt, [4], amelyben két alapvető kontrol paraméter, a kockázati prémium

ill. a törlesztési hányad hatását vizsgáltuk a fenntarthatóság szempontjából. A vizsgálatok egy

fontos, de kontrol elméleti szempontból nem meglepő konklúziója, hogy a rendszert egy szubop-

timális munkapont körül kell tartani ahhoz, hogy a működése robusztus legyen modellezési

hibákkal szemben.

Log-optimális portfóliók. Ezeket a munkákat részben Györfi László (BME) kezdeményezé-

sére végeztük. A befektetéselmélet egyik alapfeladata a maximális növekedési rátát biztosı́tó ún.

log-optimális portfólió meghatározása. A legegyszerűbb matematikai modell T. Cover nevéhez

köthető, amelyben nincsenek tranzakciós költségek. A feladat lényegesen nehezebb az ún.

surlódásos piacokon. Egy lehetséges megközelı́tés a stratégiák parametrizálása, és ezen belül

az optimális paraméter meghatározása. Ez egy paraméterfüggő véletlen mátrix-folyamat top-

Lyapunov-exponensének a maximalizálására vezet, amelyet a [24], [23] dolgozatokban vizsgál-

tunk.

Sztochasztikus adaptı́v kontrol és optimalizálás. Rekurzı́v becslések elméletének egy alap-

vető eredményét dolgoztuk ki a [7]

Gerencsér, L.: A representation theorem for recursive estimators. SIAM Journal on Control and

Optimization, 44 (2005), pp. 2123-2188,
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dolgozatban, amelyben a becslési hibának egy ”zárt formulával” történő nagyon pontos közelı́té-

sét adtuk meg, ld. még [8]. A hangsúly nem a zárt formulán, hanem a közelı́tés pontosságán

van, amely lehetővé teszi számos korábban csak nagyon speciális esetben ismert eredmény

kiterjesztését. Többek között lehetővé teszi adaptı́v kontrollerek alkalmazása során fellépő

veszteségek (performance degradation) pontos meghatározását. Az elmélet egy szép alkalmazása

az adaptı́v input tervezés, [11], [12], amely H. Hjalmarssonnal (KTH, Stockholm) közös munka.

Michaletzky György és Vágó Zsuzsa közreműköködésével a Van Schuppen és Stoorvogel

által vázlatosan kidolgozott kockázatérzékeny identifikáció általánosabb és precizı́z megalapo-

zását adtuk a [19] dolgozatban. A megoldás a sztochasztikus realizációelmélet eszköztárát

használja.

SPSA. A rekurzı́v becslések elméletének egy sepciális és viszonylag új fejezete az ún. SPSA

(simultaneous perturbation stochastic approximation), amelyet elsősorban olyan optimalizási

feladatok megoldására alkalmazunk, ahol a költségfüggvény csak szimulációval számolható, és

a gradiensre még ez a lehetőség sem adott, ld. [33]. Egy potenciális, de még csak kevéssé

kiaknázott alkalmazási területe az adaptı́v kontrol. A H. Hjalmarsson-tól származó ún. IFT

módszer többdimenziós változatának a megalapozását adja a [25] dolgozat.

Az SPSA módszer egyrészt értelmezhető úgy, mint egy sztochasztikus gradiens módszer,

másrészt úgy is, mint egy Markov-lánc, amely egy MCMC módszernek lehet a kezdőlánca.

Ezt a duális szemléletet aknázzák ki a [10],[9] dolgozatok.
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[29] M. Rásonyi. Arbitrage theory and risk-neutral measures. Decisions in Economics and Finance, 27, no. 2:109–123, 2004.
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