RACIONALIS SPEKTRAL SURUSEGFUGGVENYU
STACIONARIUS FOLYAMATOK VARHATO
ERTEKENEK MEGENGEDHETO BECSLESEROL

frta: ARATO MATYAS

1. Kprrekt becslések

Legyen a &(t) valds (0=¢=T) stacionarius (szigori értelemben) folyamat
1 valésziniiséggel folytonos és § = ME(t) ismeretlen, mig a B(t) = M(é(s—l—t)—@)-
-(5(3)—-9) kovariancia fiiggvény legyen ismert. Adott 6 esetén a folyamathoz tar-
tozé valdsziniiségi mértéket, ill. varhatd értéket jeldlje P,, ill. M,. Stacionarius
folyamatok esetén van értelme 6 olyan becsléseit tekinteni, melyek a koordinata-
rendszer megvalasztasival szemben invariansak. .

Definicié. A @(é(t)) funkcionalt korrekt begslés'ének nevezziik, ha tetszd-

leges —oo<c<weo esetén ~
' 0(c@)+c)=0(¢@)+e.

' T
. 1/, : ’
Konyli 1atni, hogy pl. az T f Et)dt és a &(ty) funkciondl (¢, fix) korrekt becs-
8 :

ése f-nak. . ‘ , : -
Jelolje a tovabbiakban o a korrekt becslések osztalyat. Ha 0¢€2
1.1) My (0—0)2 = M,y (B(E (1) — 0 = M,y(@E (1))

Fiiggetlen megfigyelés sorozatra a korrekt becslés fogalmat PITMAN [7] vezette be.
A 6 Un. lokéciGs paraméter Pitman-féle becslésének nevezzilk (a varhaté érték Iéte-
zése esetén) az -

(1.2 u = &0)— M(£0)|E() —£0), 0=t=T)

becslést. A tovabbiakban a &(¢)— &(0) (0=7=T) valtozdk altal generalt g-algebrat
AT-vel fogjuk jelolni, s akkor .

U= &(0)— My oA,
U(EW)10) = E0) e M, (E @)D = u(E (D) +¢,

azaz u€ A és
(1.3) My(u) = My(0)— M, (Mo(i(O)WOT)) =0,

tehat az u torzitatlan becslése 0-riak. Az M 0|43 és b — M (8| £T) valtozdk orto-
gonalitdsa miatt, ha 0<i™

A4) My@—0) = MyOF = My (0— My@| 5P+ My (Mo@ | #D) =
, = M[0— My @ #DP.

Nyilvan
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Ha 6 korrekt becsles, 6 — M(0|#7) is korrekt becslés marad. Megmutatjuk, hogy
tetszGleges 0., O, korrekt becslésekre

(1.5) f My 0] 20) = Ou— My (G| D),

ahol az egyenl8ség majdnem mindeniitt értendd.
~ Nyilvanvald ugyanis, hogy

(1.6) 0. (2)) =05 (1) = 0. (E()—¢(0) =B (6 () —£(0) =
=hEM-CO), ‘

azaz §,—0, a &(t)—&(0) funkcionalja, melyet h-val Jelolunk A feltételes varhato
érték jol ismert tulajdonsaga alapjan

) MO0 A = hEO—E ).
(1. 6) és (1. 7)-b8l adddik, hogy

M@, |AT) = MO, A5 +h(E (@)~ 5(0)) =M@, A5)+0,—
¢s ezzel (1. 5)-0t lgazoltuk (1.5) spemahs esete az

*f E(t)dt— Mo[ f 5(t)dt|do] = £(0)— M, (&) | )
osszefuggcs
(1. 4) és (1. 5) Ssszevetésébsl adodlk hogy tetszoleges 96% -ra
My (0 = My (),
ezzel igazoltuk a kovetkezd Allitast:

1. 1. TETEL. A korrekt becslések osztdlydaban u minimdlis szordsii becslése 0-nak.
Konnyli megmutatni, hogy

g D2(E(0)|#8) = M, [(£(0)— M (¢ (0)| )| 7] =
= Mo(éz(O)Idg)—M(f(O)lﬂoT ? A
Példa. Legyen Py a stacxonanus Gauss—Markov folyamat (6, 4) paraméterek<
hez tartozé mértéke ( ()P = ) tehat &(¢) elegltse kia
! d&(t) = —lé(t) dt + A 0dt +d w(t)

differencidlegyenletet, ahol w(z) a [0, 1]' paraméterli Wiener-folyamat.
Ismeretes (fasd pl. [1]), hogy ha V=L X W (ahol L a Lebesgue W pedig a fel-
teteles Wiener mérték), akkor

T
dPG V—exp{ [—uf?(é(O)—l—é(TH—/lfE(t)a't)+02 [1+

SE S f 20 +52(0)+£2(T)]}
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Ebbdl az sszefiiggésbdl lathatd, hogy a maximum likelihood becslés

EO+EM+ [Emar
0E@) = 2+/11(3

torzitatlan becslése 0-nak, s egyben elégséges statisztika is. A Blackwell—Kolmo-
gorov—Rao egyenlétlenség alapJan minimalis szOrast torzitatlan becslés. Exponen-
cialis eloszlas-csaladrdl 1évén sz6 O teljessége miatt (lasd pl. Leaman [6] 183. o.)
egyetlen legjobb torzitatlan becslés. :
Mivel 0 egyben korrekt becslés is, M(O(E(2))|/ T) 0 és (1. 5) alapjan

EO)~Mo(60)] ) = 7 f () dt — M, [% ] f(t)dt[m'}{] -

T
EQ)+EM+A [ @) dr
- 24AT ‘ '

ahonnan

. |
2 [ (E@—EQ)di+(E (D) —-E©0)
 MEOZD=-—

2+AT

T
. 2 [ (£~ @) di=T(E(N)—£0)
M[Tff(’f)d”‘ﬂ] =TT TR |

2. A Pitman-féle becslés

A slirtiségfiiggvény 1étezését feltetelezve az azonos eloszlasd, ue nem fuggctlen
&y, gy ooy &, minta esetén a Pitman-féle becslést (1. 2)-t6l eltérd alakban is kifejez-
hetjiik. Legyen Po(X1, coor X)) a &4, &4, ..., &, valtozok egyiittes stirliségfiiggvénye,
akkor az n,=¢1, 1 = E3—Cq, ooty = 6,, &,—1 valtozdk egyiittes siiriségfiigg-

Vénye, Po()’l,yza ""’yn) =p‘0(y1’ y2+)’1= -' °s J’n+y1) Innen )

ftpo(t, B oty dt
[polt e+t my+1)dt’

Mo(f1|§2—‘fl‘: =8 = Mo(‘f1|772, ) =
ahonnan ¢t = & l—x.helyettesitéssel

fxpo & —x,&—x, ... ¢, —xydx
fpo (&—x,8—x,...§,—x)dx

MGl = & -
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. adddik. (1. 2)-vel Osszevetve a
foo(él_’x; &—x,... 6 —x)dx
‘/Po(él—xa Eo—x, ... &, —x)dx

becslést kapjuk, mely akkor is létezik, amikor a &; valtozok varhatd értéke esetleg
nem létezik (pl. Cauchy eloszlas esetén, vo. [3]). Hasonlé mddon lathaté be, hogy

'ftzpl) (ta 112‘+t5 517n+t)dt
[po(tnatt, o nat 1) dt

= —£%+2£1M(51|d'2')+'/xzp0(€1_x’ L—x, &, —x)dx
o fpo(é—x»fz—)c,...én_x)dx ’

L. 1) 7 0=

M, (&3l =

(1. 8) alapjdn '
_ fxzpo(élﬁxa"'én—x)dx_ /xpo(fl—x,...fn_—x)dx 2

[ g=nde | fpG-x G —x)dx

STEIN [9] bebizonyitotta, hogy a (2.2) kifejezés 3 -ik hatvanyanak varhat6 értéke
végessége esetén a (2. 1) becslés megengedhetd becslése f-nak, fliggetlen megfigye-
lésekre. (A megengedhet§ség definicidjaban szerepld veszteségfiiggvény itt és a to-
vabbiakban természetesen a paramétertdl vald eltérés négyzetének varhaté értéke.)
A tétel nyilvan érvényben marad staciondrius sorozatokra is. ’

(2.2) D* (G423

2. 1. Példa. Legyen a &(n) staciondrius sorozat egyben Gauss-sorozat és elé-

gitse ki a :
En+k)+a_En+k—1D+ ... +alm) = e(n+k)

differenciaegyenletet, ahol az &(n) (Me(n)=0, D*(n)=1) fiiggetlen Gziuss-sorozat.
JIsmeretes hogy (lasd [1])

Po(xb x25 "'9xN) = ck eXp {_% [(xl, reey xN) R(xla [ARK) xN)*]}>

ahol (@,=1, @;=0, ha /<0 vagy [=k, és *-gal a komplex konjugiltat jel6ljiik)

@ Gy .. GG 0... 0
R 0 a+a ja_1a_ot+araz_,...0... 0
0 0 ap

azaz R elemeire

. : . . N
8 Fy—in—; = Ty, €s (csak az <o & j=i elemekre szoritkozva)

(0, ha j+i=k-+1

ERATESIST

leoaﬁ_l ha a=j

r,-j:}

1
ll_Zo' G- 1 et (i ) -1 ha j=>i
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A (2. 1) Pitman-féle becslés

1
fxexp {—7(x1—x, e Xy —X)R(%,—X, ... xN—x)*} dx

1 - 3
fexp {—7(361“’% e Xy—X)R(xy—x, ... xN-—x)*} dx
amint ‘arrél egyszerli — de hosszadalmas — szimol4ssal meggydz3dhetiink, meg-

egyezik a maximum likelihood becsléssel. Specialisan a k=1 esetben, amikor

Cn+1) = ¢l +em+1),
azt kapjuk, hogy .

N—-1 .
L+éy+(—-0) 22 <

61—M0(51|¢9¢]2V)= 2+(N—2)(1—Q) >

és
G- +1-0 3 G—8)
24+ (N=2)(1—0p)

Az id8ben folytonos &(¢) staciondrius folyamat Pitman-féle becslésén, amikor nem
Iétezik £(r) varhaté értéke, értsiik a kovetkezSt. Legyen a &(¢) folyamathoz tartozé
P, mérték abszolit folytonos Q mértékre nézve és jeldlje Radon—Nikodym deti-
valtjat: ‘ : ‘

Mo (‘fllAzzv) =—

dp,
Q.
(2.3) b_ S xﬂ(é‘(;)~x)dx ,
o [foE@—x)dx

&(r) varhaté értéke 1étezése esetén a (2. 3) és (1.2) becslések megegyeznek, .amint
azt az idében diszkrét esetre megmutattuk. Az 1. pont példéjaban ily mddon is
megmutathaté a maximum likelihood becslés és a Pitman-féle becslés megegyezese.

€)= £(EO)

0 Pitman-féle becslése legyen -

3. Megengedhetd becslések

Az egydimenzids Doob-féle elemi Gauss stacionarius ([2]) folyamat esetén
kozvetleniil is bizonyithaté a maximum likelihood, illetve a Pitman-féle becslés
megengedhetSsége. A Stein-féle bizonyitas Kiterjesztése sztochasztikus folyamatok
esetére nyitott kérdés marad, de lathatélag elvégezhets. A megengedhetdség
bizonyitasdhoz HODGES és LEHMAN [5] mddszerére van szitkség, melyet itt a teljes-
ség kedvéért ismétliink. '

Legyen a &(t) staciondrius Gauss-folyamat n —1-szer differencialhatd és elégitse
ki a

(. 1) d5<n~1>(t)+[an_15.<n—1>(zj+ ay () — 0)] dt = dw(z)

MTA III. Osztdly Kozleményet 19 (1969)
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differencialegyenletet, ahol w(¢) az ismert Wiener-folyamat Mdw(z) =0, M(dw)? = dt
" paraméterekkel. Ismert, hogy (¢) spektral stirfisége

1 1
o 2m (@2 4 (At af )
alakd. A &(t) folyamathoz tartozé mértéket jeldljiikk P,-val, hangstlyozva ezzel,
hogy Myé(t) =0. Igaz a kovetkezd tétel:

3. 1. TETEL.
Az

n— : T
3 a0 (1) + C1F OO +a, [ £
2a,+ay T

(3.2 m* =

maximum  likelihood becslés egyben Pitman-féle becslés is és az Myl(t)=0
(— oo <0< o) paraméternek megengedhets becslése.
A tétel bizonyitasat tobb. lépésben végezziik.

3.1. LemMA. Ha a &) =(& (1), , E,(1)) staciondrius folyamat eleget tesz a !

(3.3) . dE (1) = AE(t)dt+dw (1)

‘diﬁerencidlegyenIeteknek, ahol w(t) n-dimenzios Wiener-folyamat (esetleg elfajult)
Mw(dt)=0 és M((w)(dt)w*(dr))) = B,(0) dt kovarianciamdtrixszal (A sajdtértékei
negativ valds résszel birnak), akkor ,

3.9 B(t) = M{E(s+1)E(s)} = e* B(0),
és :
(3.5) AB(o) + B(o) A* = — B, (0),

illetve (3. 5)-b6l adodik, hogy
(3.6) | B '(0)A+A*B (o) = —B"'(0) B,,(0) B (0).

A lemma bizonyitésa szerepel Doob [2] cikkében, itt egy 1j, a sztochasztikus dif-
ferencialegyenletek tulajdonsagain alapuld bizonyitist adunk. (3.3)-at dw*(r)-vel
szorozva, s varhatd értéket képezve (dw(z) és &(z) fliggetlensége miatt)

MdE@)dw*(t) = B, (o) dt
vagy
ME (t+dt)dw*(t) = B, (o) dt

adddik. Ezt felhasznz’lea (3. 3)-at elébb §*(f)—vel szorozva, illetve &(z-+dt)-t (3. 3)
bal és jobb oldalanak konjugaltjaval szorozva s mindkétszer varhatd értéket képezve
kapjuk a " ’ '

B(dtY— B(o) = AB(o0)dt
B(0)— B(dt) = B(dt) A* dt+ B, (o) dt
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osszefiiggéseket, ahonnan osszeadassal B(¢) folytonossagabdl kovetkezik (3.5).
A (3. 4) Osszefiiggés

i BO B’tl(o)——E

t—>0

=4 (E az egységmdtrix),

kovetkezménye. Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.
Legyen most &(¢) (n—1)-szer differencialhatd és

S = <&@
dé (1)
7 0N
G. 1)
dén~—2(t) —_
& Eu-1(?)

!

dé, () = _(a,o(fo O—=0+a &)+ ... +anv—1 én—l(t)) dt+dw(t),

azaz (3.1) a (3. 1) differencidlegyenlet tébbdimenzids megfelelSje. Ekkor

0100 ..0 C(00...0

: 0010..0
37 4A=}|. és B, (0) = 00 0
—Qy —a; —Qy — Qg ... —dy_; . 00...1

3.2. LeMMA. Ha A (3.7) alaku, akkor,

agdy 0 ay s 0 ‘ao as ... Gya,
0 a,a, — s 0 aa,—aya;s 0
(3.8) B7'(0) =2|apas 0 @yl — a5+ aya;0 - aya,| (ha n pdratlan),

laﬂ a, a,-149,
ahol a,=1 és a;=0, ha i<0 vagy i>n, mig B;%(0) elemeire

0, ha i=j+1 (mod2)
b_I:b_]':

ij Ji

2 3 (=Drai_ra; 14, ha i=j (mod2),i<j.
k=0

A lemma helyességérdl (3. 6)-ba torténd behelyettesitéssel gy6zGdhetiink meg.
Ezutan térjiink at a (3. 1)-nek eleget tevé &(¢) (M, (&(1)) = ’0) &s E()+0(M (@)= 0)
folyamatokhoz tartozé P, és P, mértékek Radon—Nikodym derivaltjainak meg-
hatarozasara. '
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3.3. LEMMA. Ervényes a kivetkezd Osszefiigges:

ar,

‘ T
P, (¢(1)) = exp {—-%—ao 62 (a, T +2a)+ a5 0 ch(t) dt+

(3.9) .
o0 3 @ [0 (T) + (— 1) €9 (0>1}.
k=0

Bizonyitds. Jelolie @q(x,, .., X,) a (3.1") egyenletnek eleget tevd folyamat
esetén £4(0), ..., &,—1(0) stirliségfiiggvényét, akkor Szkorohod ismert tétele ([8],

131, o.) alapjan

T

dP, @y (8(0), s Eaq(0)) {__l i [ ‘
PO = T @) P T2 & | @)

T

T
i) = 2@ L[ o)
+13 [ sG] = S g e T AT | SOy,

0

ahol "
(ot (), ...,qn_l(x)) = (4dp—A)x = (0,0, ..., 6ay).

A (3. 2) lemma szerint
DO ol 042000 Fouinia)
m = exp %01 0%+ 2a, Gké; g h1 Eax O)p

mésrészt a dw(t) szerinti integralast a (3.17) bal oldali kifejezésével helyettesitve
(0 =0 mellett) nyerjiik, hogy

n 1 o
4y (6 (Z)) = exp {'ao ay 6*+2a, 0 > Ao Cox (0)} - eXp {—2 a0 T+
dP, =6

T .
+t106 f[dén—l(t)+art~1éiz—1(t)dt+"'+a0€0dt]}:
0
. . r
 =exp {—2 a, 0° (aDT+2a1)+a?,0f E@)dt+
0

n—1 )
+a,0 kZ i1 [EP (D) + (= DF é""(o)]}a
=0
s ezzel a lemmat bebizonyitottuk.

. . T
A jol ismert faktorizacids tétel (lasd pl. LenMAN [6] 75. o.) szerint a, f £()dt+
0

n—1 . : . )
3l 1[EP (1) + (— 1)FED(0)] elégséges statisztika és a Blackwell—Kolmogorov—
k=0

Rac_;—egyenlétlenség szerint a (3. 2) maximum likelihood becslés minimalis szorast tor-
zitatlan becslés. A Lehmann—Scheffé-tételbdl ([6], 183. o.) kovetkezik az elégséges
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statisztika teljessége és hogy a (3. 2) maximum likelihood becslés az egyetlen mini-
malis szérast torzitatlan becslés. Mivel (3. 2) korrekt becslés, egyben Pitman-féle
becslés is. A Pitman-féle becslés (2. 3) alapjén torténd kozvetlen kiszamoldsara itt
nem tériink ki.

Konny(i megmutatni (l4sd pl. GRENANDER [4] 243. o.), hogy

1
a,Ray+ayT) -~

Legyen 0((2)) a 0 egy becslése és My(0) = 0+Db50). A Cramér—Rao-egyenlStlenség
szerint

(3.11) - Di(0) = M, (-0 —b2(0) =

(3.10) D*m* =

(145, O
d . dp ]2'
M,|+=1o '—9 t
Mivel m* elégséges statisztika (de egyszerii szamolassal is belathatd)
o dp,) 1
s 102 72) = i
3.4. LeMMA. Ha a 0 becslés olyan, hogy minden 0-ra teljesil a
+5,OF 1
ayRa, +a,TY ~ ay(Ray+a,T)

= q,Qa, +a, T).

bz () +

‘égyenlé’tlhenség, akkor' bi(0)=0 (— oo <0< ).

Bizonyitds. A feltevésbdl kovetkezik egyrészt, hogy [b3(8)| korlatos (— co << oo),
mésrészt, hogy by(6) nem lehet pozitiv. Igy by(f) monoton csokkend fiiggvénye
f-nak, s korlatossaga miatt létezik olyan 6, >—oo, ill. 6, —<o sorozat, hogy b'(8,)
és b'(0)) zérushoz tart. De ez csak akkor lehetséges, ha b(6,) és b(8,) is zérushoz

- tart, amib8l a lemma &llitdsa kovetkezik.

Végiil sziikségiink van a kovetkezd, HODGES €s LEHMANNtO! szarmazo lemmara
(L [5D: ‘

3.5. LemMA. Ha a 0* becslésre a Cramer—Rao-egyenlitlenségben minden 0-ra
egyenléség dll fenn és tetszileges O becslésre a

(1+2; (C)x

-0 dP,
Mg [3_0 logg}?—z

; = b+ D(60°)

 egyenlbtlenség teljesiilése maga utdn vonja a by(0) =by(0) azonossagot, akkor 6*

megengedhetd becslése 0-nak. : - R
Bizonyitds. Bebizonyitjuk, hogy ha 6-ra teljesil My0—06)*= My (6% —0)
(minden 0-ra), akkor 6 =0* azaz 0 megengedhets. Ha : ‘

M,(0—0) = My(6*—0)® = b3%(0)+ [1+ 5O

F) ar, >’
My [‘a‘e‘“’gzﬁ]

MTA III. Osztdly Kozleményei 19 (1969)
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akkor (3.11) szerint
(1+5;(6))*
b3 (0)+ 5
R ERwY

’1 086

=b2(0)+D30) = M, (0-0)* =

(1+55(0))
d . dP,|°
M, [55 log —9]
1s teljesiil, de ez azt jelenti, hogy b5(0)=>be«(0) és egyben b3(0) = be*((?) Igy tehat
D¥® =D (6*) & My(0—0)*=My(0* —0)*, azaz §=0* amit bizonyitani kellett.
A 3. 5. és 3. 4. lemmakbél kozvetleniil adédik a 3. 1. tetel
Amint az a bizonyitasbdl 14thatd, tobb dimenziés Gauss-stacionarius folyamatok
varhaté értékének becsléseire a modszer nem terjeszthets ki. Fiiggetlen megfigye-
1ések esetében — mint az j6l ismert [10] — a megengedhet8ség n =3 esetén (n az isme-
retlen kozépértékek szdma) nem is igaz. Kérdés, hogy kétdimenzids stacionarius
Gauss-folyamat esetén igaz-e a megengedhetc’iség"
Ugyancsak érdekes megvizsgalni a minimax becslések és a (2.3) Pitman-

féle becslés kapcsolatat (vo. [3]).
A Cauchy-folyamat Pitman-becslésének vizsgilatara a késGbbiekben keriil sor.

= b (0)+
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. ON ADMISSIBLE ESTIMATION OF AN UNKNOWN MEAN OF STATIONARY
PROCESSES WITH RATIONAL SPECTRAL DENSITY
by
M. ARATO

Summary

For a stationary process with unknown mean there is given the definiton of the Pitman esti-
mation in the form of (1. 2.) and (2.3), where f,(£(z)) is the Radon-Nikodym derivative. It is shown
that in the case of stationary Gaussian—Markov process the maximum likelihood and Pifman
estimates are the same,

Theorem 3.1. states, that the maximum likelikood estimate of the unknown mean for the
Gaussian process (3. 1) is a Pitman estimate and it is admissible. There is given the inverse matrix
of the correlation matrix of the variables £(0), £'(0), ..., £™~(0) in the form (3. 8).

T* MTA III. Osztdly Kozleményei 19 (1969)




THE ADMISSIBELE ESTIMATION OF THE UNKNOWN MEAN
OF A STATIONARY PROCESS
WITH RATIONAL SPECTRAL DENSITY®

i
AL MR TR

1. Conrect evtimates. Lot Edf) (0 < ¢ < T) be o real snd (sorictly) wation-
ary procens sad seppose thal iU b contisuous with probability | ssd asume tha
# = EHY) by unknows while the covartance lenction (1) = E[(Bis + ¢) = &)
({11 — )] & knewm, Denote by £, s=d E, the probability meawse and the

expecled vales revpeciively which belong bo the prodom (o7 8 given 8, [ 1he
case of stateonary procewmes one Cun oomder estimanes of & which are invasisne

with reipect 1o the choice of the welem of coondinates.
DeFeiTioN, The funsisonal -FI:HH] is pald 8o b 3 Cormedd eulimals if

B2y +e) = DElN +«

for arhiigary = == o o ol -,

If is eavy b pee that the functionals 7' f T (s and irg) drg fixed)
ang cormect extimates of @,

Les X b the clam of correct eatimaien. W § G, then

(R Egff—0 = B, (hE00=0F = B8N

Paman [7] ntioduced the concepl of & cormect fitimale For inguence of lnde-
pensdend andom vanables. We call the ewimaie

[ e W o S0 = EJOONEN =200 OmrET)

of the wecalbed locarion parameter # 3 Priman emimate (m oo the expecied
ralue eazita). e the fallowing we denole the o-alpebra generated by thy aratia
EON— 000 @ Sr Ty by o then

w = § o) =Egil (o) /=),

® Timmaliibn ol bl npped Tuad, Al Mat, P, O, el |0 (0W58), =98,
Menperas) MHE 45 S7)13,

AT 197 mmiyerr chanifienskcas. Frimery S0GED, &I Sprondery &BGHE, &1ARD

1:. r*m.rﬂhnuuﬁ
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Clemly
(1.3 wid (F)+c) = §lo)+o— B (o)) = w(d {il)+c.
that v wEX and

Egdul = E 00— E,{E J500aff)) = &
Thesefore 4 is o unbisied estimate of 8. I §E.0 we bave, om acvount of the
othogosabity of the variables E (fiafT) ssd & - E (01 T,
Eg(f -0y = E (" = By (i~ E f| &30 + E (B 4 o))
(14) 2 Eulf= E. (9.
"R s & conect estimate, then § = B{f (o' T) remains & correct estimate. We
show 1hat the insdquslity
(15] B — Eg(f; | ) = &= Eglihy| 2T}
i valid for asbiteary coerect entimaes 8, §.. The squabity elds hese almons
everywhere.

In & clear that

B (2000 — B2 (el) = By (2 (1) — 2400) = & (2 ()= £ o)
ib.6) = K2 {rh= 2{M),

wthat &, =, i3 Penctional of E(1) = Fi0) which we denote by &, I fal-
Yoo feom & wellnown peoperty of cosditiessd ¢xpectarions. thar

“lI:IJ E“;—&plﬂ.-‘{cul_ﬂm
Forsalas {1.6] and {1.7) yicld
Eidy o) = E il T+ RE 00— 500) = E () )+ 8,8,

o that {1.5) bs established, The relatica
T T
,:.f HOEE E.[%‘,r HJ'M'I!-II'I] = iy — Eu(lle)| )
L

b o particulsr caee ol (1.5)
It follows from {1.4) and (1.5) ihas

B0 = B (0
for mrbvitraey ;E.f.uiﬂhﬂpuﬁilhl'nﬂnﬂqmm:
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L0048 (Th+ 4 ‘.I' g{r)al
= 2+ AT

F
i f g-emarn-tm)

E(E | )= — T ——

il f{;m—m}: :em-m:}

2. Pimia’s citimsies., I we msume the cxntense of 3 demity fonction, wey
cam exprma the Pliman estimade (or a sample £, £y, *»= . F, of identically din-
ﬂmmwmﬂﬂiﬂm&lIﬂhﬂmﬁ_ﬂﬁ
La pgis . »rr.x_ ] be the joint Semity fendion of the nadom varabln
[|-lh."'.t.- The nandom variables 0 'E|-|=:|"i,l_:!|.“".q.-t."f._|

them have tee joint density polyy, ¥y, =** . Fo) ™ Pl ¥y + ¥y 0. 7y #70)
Theredore

L et i
frtmtrn o bndr’

Bl fa=Las oo L= m EgfCi|my o) =

hence, mbstituting § = §;, = 1, we obiain

I et L
I T

Eolic'arfs) = ;-

We comibine this wizh (1.2) and pet the eilimate
g St-nbn o Lo
Ih{':'q"'-'n:l Xy 11 g — ":‘E'

This. essimaie exisis even if the expecoed valoe of the [ does not exist (for the
cane ol the Counchy diitribution we [M|) Similardy ose cas ser that

(2.1}

c Jl"j,ll'.,q-l.. MOl
SNAD -t
j‘h[h!:-rl' < Byt 1)
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| Ll e e e Lol
[rE-—xt=x . b= s

w =34 2oy E Y H R

U-l[l.'!l-}nlfpl: Jr

(s = 3, oo £ — el [ xpglly =%, ... mhr
3.3 = L ok -
e /Y e i ST —e
Steim [¥] peoved thar the eicimaic (1] 15 s admisible spmaie of @ provided
thad {1} the expeesion (1.2) rased 10 the power 5/} hos a finite expecied ralur
snd (H) e obeervations s ndependent, (The lomi feaction which cocun b the
deflaizion of admisib@ay i8 hete and In the [allowing the expected valoe of the
squader] deviation from ke parameten.) Cleasly, the theorem is also valid fen soa

RO SEqUENLe.
Exampie 2.1, Len §4n) be a stabonary Gawsan sequence which atndin
e difference equation
w4 Kb+ iy e k= U+ agdln) = o+ k),
Meve cin) (Eeqn) = 0, Varcin] = 1} is sn independen! Gauslan ungamcr,
B i lowowm (see 1] thad

PallEis Bgu vois Xyg) = flﬂF{_‘!' [l:-:.u siaf lp] H.Ip isag I.r]"“l

whirr
W Sy - il 0.. O
B 'ir -I+:-'."...-...-.-.+n.n.,, . ::
o o i

g = 1= 0 10 o § >k Ow atomk « desio U comples, ampgaie) That
i the clemnents of & are gresn by

rg™ i a8 ey = vy and (oly for demones with | <AT2 and 1)

o, i j+iz=k+1
L za, oan
i |=i

I‘EI.'-I--I'FI.-Il—ﬂ—.I'- L =

The Pitmas enbmate (2.1)
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fﬂp{— ; (5= X oo Ty = XD RE, = 2, ..-;,—:rl..[r

agrees with the manimum likelibood entimale;, thin ¢an be spen by g dmple but
In paticular, for k= | one has

W) = g qla)+edm+ 1L
ares phvlndns

I H_;Il.
EL""EF+{ -ﬂ.r o

TI+IN=D -

3= Efi,\af) =

Ca= )4l =g Fe-w
TN ml-ﬂ 3

We define the Miman eqtimaie for & limecontinuou MIGasry proson
whoss expoctation dogs not exid @ the following way. Let the measure
which brlongs 1o the process Fir) b shaolutely eonlinuos with reapect to s
measare [ and let

Eyldyloflm

-‘;'}mn: = i)

he #ts Hadon-Nikndim dmvative,
Defing the Pitman cstimate of & by
L

(Z3)
fl:":{fj-ﬂi'

The evitmates (23] ad {1..2) spree i the expecied walue of B exisis; we

huve shown ihis for the Eme-dicreie coe. Ooe can dlio dhow bs e way, for
the rxample of §1, i5ai the mariem blelbood estmaie and the Paman ek

male 3gmie.

¥, Admisdble ralimabes. In cas of Tooh's nre-dimerajonsl, ceamtary,
wathnary Guumsian prooes [# 1 ore can directly show that the maximen likeli:

hood estimute, respoctively the Pitsses exlimate, B sdesible. The extemion of

Sy preod fo stodantic procome nrraine i@ open question, but it seems thal
ihe exbemion could Be corried our. To peowe ihe sdmbmibifiay one peeds the

—————— i P

= e ——

e e =

- e B el EE
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method of Hhadpes and Lehmasn 8] which we repeas heee for ihe sie of oone
plelenew.

Seppowr thas che sixtionary Gawssen paocem 1 & = | Eirse dudigmenlable
and that it wahfies the diiferential sguation

1) gy £ ) 4 L () = O e o dher(2).

Mkeve wid] ix the wellknosn Wiener process with the paameten Edwir = 0,
Bihel® = ar. It is knows thad the specizal densily of §ir) has ihe foam

1 1

2E WA+ Al
W dmole the moasme Belonping o the progeun JFF by £y o caphauin
ehai Fofid) = 8. The (ndlowisg iSeorem v valid.

Teivomia 1.0, T mgwemue Wlpdbend rurimas

- '
(1.2} .i:"""'l"-h”'*"'“mm*'" ‘f Lir)al
H. il e — _h_l‘;._*.f —
o gier o Frimas renmate and (0 o acleisuihdy Arimpte of die pargmeter Do jirie il
(= ),
The pecal of the thearem o camried o=l & werad Bepe.

Linwis 3.0, Swppone ! dhe aralionary procen Hrllﬂ'lﬂ. "'-i..,“ﬂ
sariafirr thie dgforenniad epuanion
(3.3 ARy = AR r)de +dwir)
where wir) ogn mdimeenon) (pombly deprmerareh Wimer proces wink
Pwidr) = O angd wirk covariasse main E{widrjm * (@i} = B_(Fldy {phe ciper
bilurs fuve sepetive eesd pesta). Then

(3.4) Bir) = E {Flr 4+ E ()] =  Bio)
q‘ﬁl Ao} + Bo} A" = = B (o)

e ey equaiity imeplving thar

LR B @) A+ A" B o) m — B~ (o) B, (o) B~ "(a).

The prooaf of the lemms is pves in Dock®s anticle [¥], We pive here 2 morw
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proof which is Bated o= e properties of siochatic differennial equathons. We
mdtiply (33 by ohw*{i), take the expectaibon and obiain (on acoomt of the in-

dependence of dwir) smd Eir)
Edfi)dm™{i] = F_{ohdr
E§{i+av)adw*{1) = B _{a)dy_

We ume this snd sveluiply first (1.3) by E*(r) then multiply §{f + dr} by the
comples. conjugate of the lefl md righidond sdes of (3.3), We take sapectation
in Boil eased il olviads the relalies

Bide)~ Bis) = AB{s)dr
Blo) = B{dr) = Biadr) A%t & B (o) it

Since I(r} i comtinuows e cbiaim {1.5) by sdding the last two pelatiom.
Equation (FA4) followy Fom

lim ":']"_IL':"]"E = A (F i the idenisty matrx)

The lemma f proved.
Let E(r) be m — | iimes SdTerentiable and

Lalkf) = Lir

Sl - )

(3.0

Ll o it

ey (1) = = (gl (1) — O+ g 10} o+ oo+ ity S (1) Y 4 (),

Tieas @ the multidimensional analogue of the &iferential cquatioas {3,17) and
(3.0} Then

-
- o

=
- *ﬁ
—_ ﬁ'ﬂ
o o

B d= and B_(0) =
=iy =y =y iy =l 0o
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Lesanea 53, 0F A4 has rhe form (3.7), nhew
G 0 &8 0 ga..54,]

0 aay-ae 0 aa-a8, o |
08 B'Q)w2jas 0 Gedy - o dy t@e 0 @,

ﬁ-n ....1-..
om modd Nere o, = | and =0 aither (<0 or (>0, wislle the ol
st of 85" (D) are

0,  Imj+l (modd)
ﬂ._i;t—l:i‘-._u...m ¢ (=) (modd)i=j.

Substivation nto [¥5&) shows thal the lemma B oomect. We fum mow o cthe
devivation of the Rados-Nikodys derhatives which belong to the meassn P,
and Fy belonging io the provesses Eir) [E 0= 0 aad Hi) + S{E(E () = 0]
feapectively.

Leacwa 1.3, The following relanion hokdy;

Bt byt

ﬂ[,f.[.].j a m[—-}ﬂ.ﬂ' (T 2m) bl & [ 2 ()l

(3.5) +-.ﬂ:§:-...i-t”m+:-t!'f”ﬂ1}-
Fackak  Suppen (hat the prodos satsfes equatson (1.1 1] and bei

$ylxg. =+, x,) be the density function of Lgf00), <=, L, _ 0). On the bus
of » well-known thearem of Skorchod ([¥], p. 131, English p. 117) one bas

L * (i)

- :Eﬂ—tmm [—-'- g' f ieim)a+ 3 f u,q-::r:uu.{r:}

g e ) z""*""f awto}

whaie

(38, o By (X)) = iy — AN % = (L0, .., B,
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Accordisg o Lemma 3.2 ene has
l-—'E—1.';.:I} --:I.F{“lu.l'p F+ hi*é:“’l &0 *‘IF’}

O ther other hand, if we replace the istegration with respect to dwir) by
the expitision on the keft-band sds of (3,.1°), we obtain (for @ = Q)

:::{Hr:ll- ﬂl"|—hhf+=ﬂ-"‘§-¢-uf:{u:|]!

¥
|-l aoTe w8 O a0 e ]
= ml-; n.F{l.T+m+4EIHIJ-I'r

P S o [T+ -1 :“‘m]}-

w0 that the krmms bs proved.

According bo g well-known factonation theorem {we Lehmann [*], p. T4}
ol T B0ty + ERo Y [N R (= 0PN b s ealficknl matistic and the
esnimum likelihood cissane (3.2) 8, sccondag o e Bls kwell-Kolmaogono:
Han inequality, 3 mingmum varisnce weblased eutimale, [ followy from the
Lehmann-Scheifé vheorems (%], p. 163) that the mifickeni matark B compleie
and alen thal the maximum likelihood estemate (1 0] & the only menmmum van-
asce wnblased eulmaie. We do sot go inve the explich sosputation here of the
Ptrman mtwaie on the bads of (230

It Is vawy to show that {see Grenander [4], p. 243)

|
(3100 I S
AT T)

Let #q0de)) B on estimase of & and Eyi8) =0 # #3001 According to the
C ramsty-Rao inequality

__Urher

@aany Yl = E -0 -8 @) = 3
Er[i“’l::f{ﬂ”}}

Sace m* o 2 nuffGcdonl dlalniic, of Ba
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a dr]' -
[this can aho be wes by mekss of 3 dmple compulatioa ),
m-aaummlmmmﬂr
1L+ & (0F % e
O+ L saT * aitncaT)
forait @, then BEE20 [~=<@ <=

Puoos, 1t fallows from the mamptios that B2(0) |s bosnded
(=< @<= and that Bofl) i nonposstive. Thevefors BR{0) ks 2 monctone
docerasing lunction of #; dnoe i ks bounded there exisl sequences 8 and &,
{0, = ==, 0, = o) such that i8,) and KK} comverge bo mev. The slate:
ment of U lesmosia Tolkows.

Firaly we need o lermmia Sue 10 Hodpen aad Lebmmann (we |310

Liaews, 3.5, Jf the entioande 0F paraifies rhee Cramir. Rau fneguality for
crery 0 o §f the welliTy off the inequaslity

(0 8y eAF

(3.12) i+ =y 5 B Vary (07)
s

fior o arbivvary cutisaate B dmpler that b5(9) = by ()L then 8% b an adn
sl parimare of &

Proor. We prove that the validity of the inequality i8-8y <
l'l:""""F (foi all @) mmplicy thay fouf® thal B 0% & sdmbadsle. 0f

Eiﬂ-#}'i F...tr'—ﬂ:ll o WA+ “-I-'Il"..-_l:_']l :

(e, daml
JEEeA]
then, acconding 1o (1.1), the moguality
s T v -0
“‘[ﬂ'“ﬁf
LR
.H'H'H-:[-il :{Jrr,.
" ﬂ'“‘d]'.
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i sl ssthfied. Bun this messs than 55000 = by +(#) and also B508) = b «(#)
Therelore Vary(#) = Vary(#*) and By( § - 07" = E (8" - 07, that ia
§= 8" ged.

Theorem 3.1 follows immedisidly [rom Lemmas 5.4 snd 3.5

The prool indicates Dl the method cannot be extendsd to the estimathon
af the sxpectation of multiveriase, italionacy Gumasian processi. 1 i known [19]
that sdmissdbiliry i not tue o Bdeperdens chacraiions incase 12> 3 (0 ia
the number of unknown mean vlenk N b an opm quadion whether the adoa-
by i tred for the Deo-Sewrsiional slationary Gawistih prooe.

B woradd alga be isteresling 1o udy the comasclion Belwten minimag
estimaces and the PMiman estimate (2.5).

We shall ssvertipsie Piiman estimaies (og the Caschy process later,
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