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1.§ Bevezetés

Sztochasztikus folyamatok vizsgilatara éppen a valdsig teljesebb leirasa érde-
kében keriilt sor, abbdl a felismerésbdl kiindulva, hogy a filiggetlen valdsziniiségi
valtozok sorozatai tulzott idealizalast jelentenek természeti jelenségek leirasanal,
hiszen szemléletiink alapjan is vilagos, hogy a jelenségeket leir6 véletlen mennyiségek
id8beni egymasutinjai az esetek zomében nem lehetnek statisztikailag fliggetlenek.

Erdemes megemliteni, hogy a sztochasztikus folyamatok legjobban kimunkalt
fejezetei eredetiiket a botanikabdl, nyelvészetbdl s a hiradastechnikabdl szarmaztat-
jak: A Brown-mozgas matematikai leirdsa vezetett a diffiizids folyamatok tanulmanyo-
zasahoz; az él6 nyelv betlii egymdasutanjainak statisztikai vizsglata a Markov-
lancok elméletéhez, mig a hirkézIG csatorndk sztochasztikus leirasanak legjobban a
stacionarius folyamatok felelnek meg. Természetesen a fenti megjegyzés csak a fo-
lyamattipusok keletkezésére vonatkozdlag igaz. A diffiiziés Markov-folyamatok elmé-
letének fejlodésében kiemelkedG hatasa volt a fizikanak, kiilondsen azon koriillmény
felismerésének, hogy a difftzids folyamatok sztochasztikus differencidlegyenlertel ir-
hatok le. -

A természetben lejatszodd események nagy része differencidlegyenletekkel ir-
hato le — ha csak az atlagokat vessziik figyelembe. Amennyiben sziikségiink van
a véletlenszerii viselkedés megmagyarazasara is, akkor differencidlegyenleteink szto-
chasztikusakka valnak.

Legegyszeriibb esetben a konstans egyiitthatés homogén differencidlegyenlet

(1.1) X )+ a_ x* V() + - +apx(t) = 0
helyett a ‘
(1.2) dE* V(@) +[a 1 £5 V(1) + - +a S ()] dt = dw(t)

(ahol w(r) a Brown-mozgés folyamata) sztochasztikus egyenletet vizsgaljuk, mely-
nek realizacidi véletlen fiiggvények s £(¢) kovariancia fiiggvénye B(t) = ME(s)E(s+1)
az (1.1) egyenletet elégiti ki. Az (1.2) leirasnak elénye, hogy mindGssze néhany para-
méter segitségével (az g; egyiitthatok és a w(t) Brown-mozgas folyamat lokalis szé-
rasnégyzete) igen bonyolult miikodésii rendszerek sztochasztikus viselkedése meg-
adhato.

A gyakorlatban két igen fontos kérdés meriil fel:

a) Ismert a ,fizikai” jelenséget leiré folyamat jellege, meg kell hatirozni —

* Elhangzott a Magyar Tudomanyos Akadémia 1970. évi Tudoményos Ulésszakdn, a Matema-
tikai és Fizikai Tudoméanyok Osztdlyanak és a Muszaki Tudomanyok Osztalyanak ,,A szamolo-
géptudomany kérdései” cimii kdzos vitaiilésén.
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megfigyelések alapjan — a benne szerepld paramétereket, azok minden valdszini-
ségszamitasi jellemz§jével (eloszlas, momentumok stb.) .

b) Vizsgalatot kell végezni — megfigyelési eredményekkel torténd Osszehason-
litas atjan — a folyamatot leird differencidlegyenlet jellegére vonatkozodan. (Nem
kivanok kitérni mas problémakra, mint pl. a sztochasztikus rendszerek vezérlése,
iranyitasa stb.)

Mindkét — ilyen egyszeriien feltehetd — kérdésre a valaszadas nemcsak szigo-
ruan vett valoszintiségelméleti és statisztikai vizsgalatokat igényel. A megoldasokat
ugyanis a legegyszer{ibb esetekben is csak szamologépek igénybevételével tudjuk meg-
kapni. A tovabbiakban éppen azokra az eredményekre szeretném a figyelmet felhivni,
amelyek a szamologép alkalmazasanak jelentOségére mutatnak, igy a levezetések-
kel bizonyithaté eredményekre csak hivatkozni fogok.

Az idében folytonos folyamatok statisztikai jellemzGinek leirasara nem mindig
elegendd véges sok paraméter, masrészt a folyamat nem pontos ismerete sziikségessé
teszi esetleges felesleges informacick tarolasat is. A folyamatok spektralis jellemzése
a korrelacios fliggvény, ill. spektral eloszlasfiiggvény alapjan torténik. Stacionarius
esetben a B(r) kovariancia fliggvény definicidjat és a spektra! eloszlassal valé kap-
csolatat az

ME@)E(s+1) = B(t) = [e* dF ()

Osszefiiggés adja meg (ahol az integralas a (—mn, ) intervallumon ill. (—eo, =)-ben
torténik attol fiiggden, hogy diszkrét vagy folytonos idejii a folyamat).

A korrelacids. ill. spektral eloszlasfliggvény empirikus Gton térténé meghatéro-
zasa elképzelhetetlen elektronikus szamologépek nélkiil. Matematikai statisztikai
vizsgalatokon tul ennek a specialis problémakdrnek igen kiterjedt szamitastechnikai
irodalma (lasd pl. RoBINSON (1968) kényvét s az ott felsorolt irodalmat) és ma mar
klasszikus eredményei is vannak (vd. TUKEY (1965)) kimondottan szdmologépes
vonatkozasokkal. A modern nagyteljesitményii szimoldgépek programkonyvtaranak
tekintélyes részét alkotjak az idGsor elemzéssel foglalkozé programok.

Ebben a vonatkozasban a:Magyar Tudomdnyos Akadémia CDC 3300-as Uj
gépe megfelelé lehetségeket biztosit mind a matematikai kutatasok tovabbfejlesz-
téséhez, mind az alkalmazasok kiterjesztéséhez. Az Akadémia intézményei kutatoi-
nak rendelkezésére allé programkdnyvtar elég gazdag ahhoz, hogy standard felada-
tok megoldasat konnyen megkapjak, masrészt a Szdmitdstechnikai Kézpont Vals-
szinfiségszdmitdsi és matematikai statisztikai osztdlydn mir most is folyik az ide-
keriild programkonyvtar kiprobalasa és bgvitése. /

Nem kivanok teljes és atfogd képet nydjtani a sztochasztikus folyamatok elmé-
lete és statisztikaja szamoldgépi vonatkozasairdl, csak azokat a kutatasokat emlitem,
melyekhez hazai eredmények és kisérletezések kapcsolddnak, itt is elsGsorban szeret-
nék néhany szerény — de véleményiink szerint eléremutaté — kezdeményezésrdl
beszamolni, melyet az MTA Szdmitdstechnikai Kézpontban kezdtiink el.

2.§ Néhany statisztikai feladat g
Tekintsiik a konstans egydGtthatds (1.2) egyenletnek eleget tevd &(r) Gauss-
folyamatot és tegyiik fel, hogy az ismeretlen a,, a,, ..., a, egyiitthatokat £(¢) egy

0=¢=T realizaciéja alapjan kivanjuk becsiilni. A maximum likelihood becslések
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meghatarozasahoz sziikség van a likelihood fiiggvény (Radon—-Nikodym derivalt)
meghatirozasara. Ismeretes (v6. ARATS (1970), [2]), hogy

dP
&0 e ¢ =

1 i . T
=(2n)-"/2|B(0)l~1’2exp{—% 2 2 D [ [EOOFd+
w i 0

=0 I=—i

k—1

Pl L S (3 D) EODOD 40000,
2 205, i 5=0 =0

ahol P, a £(r) folyamathoz tartozé mértéket LE X W1 pedig a Lebesgue- és feltételes

Wiener-mérték szorzatat jelolik. A B(0) matrix az q; egyltthaték ismert filiggvénye

(v6. ARATO (1970) [2]). A (2.1) dsszefiiggésbdl 1athatd, hogy az a; egyiitthatok maxi-

mum likelihood becsléseiben 1ényeges szerepet jatszanak az

T T
st= [ E9@)ds [s?(t)= S (é‘“(s))ﬂds], i=0k-1,

statisztikak. A

v(t, o, X) = M{exp i(apsg(t) + -+ + o151 (1)) [E(1) = x}
feltételes karakterisztikus fiiggvény kielégiti a

v o v P v ov
(2.2) ‘()7"‘25;’2‘:‘*":20' xi+1(r)_xi_(ak—1xk—1+ +aoxo)a‘x‘k_*1+

i g X1 A ogxDe = 0; (T, a,x) =1,

(lasd ARATO (1970) [1] disszertacio) differencialegyenletet. A (2.2) egyenlet megolda-
sat altalanos alakban nem sikeriilt megkapni annak ellenére, hogy a fenti s vals-
szinliségi valtozok eloszlasainak vizsgalata kapcsolatban all a tobbdimenzids Schré-
dinger egyenlet megoldasanak vizsgalataval (v6. GELFAND—JAGLOM (1956) cikkét).
A k=1 (PISZARENKO (1961), ARATO (1962)) és a megfeleld kétdimenzids (ARATO
(1962)) esetekben sikeriilt a megoldast el8allitani, azonban a karakterisztikus fiigg-
vények ismerete alapjan még igen keveset tudunk mondani a nekik megfeleld elosz-
lasokrol. Az eloszlasok meghatirozasa olyan numerikus munkat igényelt még, mely
nagyteljesitményii szamoldgépen is tobb 6ras gépidSt hasznal fel (lasd ARATO (1968),
ARATO—BENCZUR (1970)). Erdemes itt megemliteni, azt a tapasztalatot, hogy az
URAL-2 gépi kédban irt programok gépidSigénye megegyezik az ICT gépre ALGOL
nyelven irt azonos programokéval. Természetesen a programozasi munka az elébbi
esetben joval nagyobb.

Gyakorlati szempontok figyelembevételével a (2.2) egyenlet tetszbleges k-ra
numerikus Gton valé megoldasat csak abban az esetben érdemes elvégezni, ha egyben
a megfelelé eloszlasok meghatarozasa is lehetséges. Ezen 1t helyett a kovetkezd el-
jarast valasztottuk, annak az ujabb szempontnak kielégitésére is, hogy megvizsgal-
hassuk a diszkrét és folytonos idejii folyamatok ,.koézelségének™ problémajat is.
A folytonos idejii folyamatot diszkrét idejiivel kozelitjlik s ez utébbinak Monte-Carlo
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modszerrel elallitott megfelelé szamu realizacidjabol hatarozzuk meg a kivant el-
oszlasokat. Egy ilyen tipusi feladat gépi programja — még igen jo! szervezett prog-
ram esetén is — szazas nagysagrend(i géporat igényel az Akadémia 0j gépén. A csak
diszkrét idejii folyamatokra vonatkozo vizsgalatok szdma igen nagy (lasd pl. Cox
(1966), ORCUTT—WINOKUR (1969)), azonban nem mutatjak meg a folytonos folya-
matokkal valé kapcsolatot. A mi vizsgalataink alapja a folytonos leiras, melynek
segitségével altalanosabb eredményeket is kapunk.

Ennek a problémakérnek pontos matematikai megfogalmazasaval foglalkozunk
a kovetkez6é pontban.

Az eddigiekben nem szoltunk sztohasztikus folyamatok regresszids feladatairdl,
melyek megoldasa ugyancsak gépi modszerekkel torténhet. Legyen a megfigyelési
eredmény

n(@) = bofo()+ - +b,f,(1)+E(), O0=t=T,

ahol &(r) ismert struktiraja (adott spektral fiiggvénnyel, M&(r)=0 varhaté értékii)
folyamat, fi(¢) (0=i=n) ismert fliggvénnyel s becsiilni kivanjuk az ismeretlen 5;
paramétereket. A legismertebb becslési eljaras — éaltalanos spektrum esetén — a leg-
kisebb négyzetek moddszere. A £(¢) folyamat spektral siirliségének autoregresszios
folyamat spektral siirliségével vald kozelitése alapjan adodé becslésének aszimpto-
tikus viselkedése (lasd pl. IBRAHIMOV—Ro0zANOV (1970)) azt mutatja, hogy a méd-
szerrel jobb eredmények varhatok korlatos megfigyelési id6tartam (T7) esetén is.
Az ennek megfeleld program megvaldsitasa a kozeli jovo egyik fontos feladata.

Hasonléan sziikség van a spektral siirliségfiiggvény autoregresszios kozelitésé-
b6l adédo becslések tulajdonsagainak vizsgalatara korlatos megfigyelési 1d6 esetén.
Az ilyen tipust becslések eldnyben részesitend6k a standard becslésekkel szem-
ben (lasd ARATO 1970, [1]). Az utdbbi két feladat részbeni megoldasa is csak szamold-
géppel valdsithaté meg. .

3.§ Sztochasztikus folyamatok imitalasaval kapcsolatos problémak

Id&ben és allapotban diszkrét sztochasztikus folyamatok szamolégépen torténd
realizalasanak ma mar kialakult médszerei vannak (lasd. pl. GOLENKO (1965),
NAYLOR, BALINTEY (1966)). Ezzel szemben az idében és allapotban folytonos folya-
matok szimulacios problémaja megoldasanak csak kezdeti 1épéseire keriilt sor.
A Wiener-(Brown-mozgas) folyamatot filiggetlen eloszlasi valtozo sorozatok rész-
letosszegeivel szoktuk helyettesiteni.

Vizsgaljuk a legegyszeriibb tipusu folyamatokat — az un. diffuziés Markov-
tipustiakat. Az egyszeriiség kedvéért maradjunk az egydimenzids esetnél. Az n(r)
Markov folyamat szimul4ciéjanal a kdvetkezd tételbdl indulunk ki (lasd GIHMAN—
SZKOROHOD (1969)): ha #(z) kielégiti a

3.1) dn(t) = a(t, n(t))dt+o(t, n(t))dw(t)

sztochasztikus differencidlegyenletet, akkor »(t) Markov-folyamat, melynek dtmenet-
valdsziniiségei egyszerlien megadhatoak (a tétel megforditasa is igaz).

A (3.1) dsszefiiggés alakjabol kaphatjuk — a kezdeti eloszlas megvalasztasa utan
— az n(t) folyamat diszkrét realizacidjat. Ennek az eljarasnak a megvaldsitasihoz
csak a w(t) Wiener-folyamat realizalasara van sziikség. A dt véges intervallumhossz
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megvalasztasakor még nem tudunk semmit mondani a diszkrét (jeloljiik ezt #(¢)-vel)

folyamat és a folytonos folyamat tavolsagardl. S6t még az sem bizonyitott, hogy
7j(¢) azonos Markov-tipusu lesz.

Stacionarius Markov-folyamatoknal — tobbdimenzids folyamatot feltételezve

— (ha még azt is feltessziik, hogy a folyamat Gauss-tipust) a realizalas feladata pon-

tosan elvégezhetd, ugyanis ebben az esetben a diszkrét stacionarius, Gauss-, Markov-

folyamat a -

(3.2) E(t+1) = Q5(1) +e(t+ D),

mig a folytonos folyamat a

3.3) d&(t) = AE(t) dt + dw(t)

egyenletet elégiti ki, ahol az 4 és a Q matrixok kozétti kapcesolat a kovetkezd:
(3.4) Q=e*",

Az g(t) sorozat kova_riancia matrixara fennall, hogy

(3.5) B, = B(0)—et* B(0)eA™

és

(3.6) AB0)+ B(0)4* = —

(M (a’w)(dw)* B, dt). A Q és B, matrixok egyertelmuen meghatarozzak a diszkrét,
mig Aés B, a folytonos folyamatot A (3.2)—(3.6) Osszefiiggések alapjan az 1. pont-
ban emlitett autdregresszids folyamatok szimulacidja elvégezhetd a kezdeti &(0)
megadasaval és fiiggetlen normalis eloszlasi (¢) valtozok generalasaval. A diszkrét
folyamat altalaban mar nem lesz autoregresszids tipusd. A (3.6) egyenlet megoldasa
B(0)-ra (ill. B~1(0)-re) a kezdeti eloszlashoz sziikséges. Altalanos esetben numerikus
modszerekkel addédik (3.6) megoldasa, autoregresszids esetben egzakt alakban is
nyerhet§ (lasd ARATO (1970), [2]).

Az el6z6 pontban emlitettiik, hogy az egydimenzids stacionarius &(¢) Gauss-,
Markov-folyamat A csillapodasi paramétere maximum likelihood becslésének karak-
terisztikus fliggvényéb8l még hosszas numerikus szamolassal lehet csak meghata-
rozni az eloszlast (ARATO—BENCZUR (1970)). Ha a &(r) folyamat helyett, mely a

dE(@) = —AE()dt+dw(t)
egyenletnek tesz eleget, az
n(t)y=&@)+m, O=t=T),

folyamat realizacidja all rendelkezésiinkre, ahol a A paraméteren kiviil m is becsii-
lendd, a szamitdsok még bonyoluitabba valnak. Ismeretes a probléma elégséges sta-
tisztikdinak feltételes karakterisztikus fliggvénye az m=0 esetben (ARATO (1970), [2]),

T T
azonban — a legegyszerlibb becsléseket hasznalva — a f E(s)ds és f E2(s)ds —
0 0

T
—( f &(s)ds)? valtozok egyiittes karakterisztikus fiiggvényét mar nem sikeriilt meg-

0
hatarozni. A CDC 3300-as gépre irt szimulacids program — mely az id6ben folytonos
folyamat fent leirt atirasa atjan késziilt — nemcsak a A és m paraméterek becslései-
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nek viselkedésérdl ad felvilagositast, hanem arrdl is, hogy adott m esetén mennyire
felelnek meg a diszkrét eredmények az elméletileg korabban kapottaknak. Tovabbi
fetvilagositast kaptunk a diszkrét és folytonos folyamatok kozelségérdl, valamint
a megfeleld becslések eltérésérdt is. Ez utobbi kérdésre szigorti matematikai vizs-
galatok és megfontolasok utjan semmilyen felvildgositast nem kaptunk eddig.

A fenti programot BENCZUR ANDR Assal kozOsen készitettiik. Hasonld probléma
— a masodrendii egyenlet, az in. Langevin egyenlet — megoldasaval foglalkozik
H. Gaupi IstvAN és Gy. NEMETH TEREZ programja.

4.§ Példak sztochasztikus folyamatok alkalmazisira a modell alkotasban

4.1. A Bush—Mosteller-féle (lasd BusH—MOSTELLER (1955), ATKINSON (1965))
sztochasztikus tanulasi modell feltételezése esetén, amikor is az Ay, A,, ..., 4
reakciok (pq, ps, ..., pr)=p bekOvetkezési valdsziniiségei minden lépésben egy a vé-
letlent8l, a kisérleti alanytol és a kisérletez6to! is fliggé Q sztochasztikus matrix-
linearis leképezése Utjan valtoznak (jelolje p az 0j bekovetkezés valdsziniiségi vektort,
akkor p=0p), a kovetkezd problémak vetGdnek fel. Kisérleti eredmények értékelése-
kor — a legegyszeriibb Markov-tipusu fiiggés feltételezése esetén is — a modellben
szereplé paraméterek becslése nemlinearis egyenletrendszerek megoldasara vezet,
igy azt csak szamoldgép felhasznalasaval tudjuk konkrét esetekben elvégezni. A becs-
lések megbizhatosagara (eloszlasaikra, momentumaikra) vonatkozdéan csak aszimp-
totikus eredmények ismertek. A becslések pontos eloszlasainak meghatarozasa leg-
tobbszor csak szimulacidval végezhet6 el. A feladatoknak szimulacidval torténd meg-
oldasa lehetéséget nydjt annak a problémanak a vizsgalatara is — melyet matema-
tikai apparatussal alig tudunk kezelni — hogy mennyiben felel meg a valdsagnak a
linearitas feltevése, a markovitas feltételezése az eseménysorozat valtozasaban ési.t.
Szimulaciés uton lehetdségiink van kiilonbodzé hipotézisek hatdsanak Osszehason-
litAsara és ily modon a realis kisérleti eredményekkel vald Osszevetésre. A megfeleld
— lehet6leg optimalis — generalasi médokkal foglalkoztunk s a CDC gépen rendel-
kezésre allnak ilyen tipusa feladatok megoldasara a programok.

4.2, A motorikus neuronok s az izommiikddés kozotti kapcsolatok Cetlin—
Kotov-féle modelljében (v6. CETLIN—KoTOV (1968)) valaszt kaphatunk arra a kér-
désre, hogy a természetes allapotban milyen kapcsolattal (fiiggvényszeri — és
sztochasztikus) irhaté le a mozgatd egység (izomszalak meghatarozott Gsszessége,
ahol az izomszal hossza, x(¢) valtozik), az dket gerjeszté motorikus neuronok, vala-
mint az ugyancsak a motorikus neuronok altal gerjesztett, de azokra impulzus soro-
zat formajaban visszahaté RENsHAW sejtek k6z6tt. CETLIN és KoTOv szerint a meg-
feszitett izom dinamikajat az

mi+ux+kx = F(t)—mg

egyenlet irja le, ahol az m, k, i egyiitthatdkat fizioldgiai mérések alapjan lehet meg-
adni, mg az izom terhelése, F(r) pedig a mozgatd egységekbdl adodo feszités €rtéke.
A mozgatd egység miikddését az f(r) feszitési fiiggvény irja le, ahol elsé koze-
litésben f (1) — a gerjesztés utan — linearisan valtozik maximalis értékének eléréséig,
majd exponencialisan csdkken.
Egy motorikus neuront két figgvénnyel: a ¢, (¢) allapotfiiggvénnyel, €s a Py (¢)
kiiszobértékfiiggvénnyel irjuk le. A ¢, (r) allapotfiiggvényt konnyit (amikor is
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@ (1) ndvekszik) és fékezd (amikor is @y (r) csdkken) kiilsé hatésok érhetik. Kiilsd
hatds hidnya esetén ¢, (t) exponencialisan csokken. A neuron gerjesztédik #,-ban
ha @, ()= Py (2;). Gerjesztés utan impulzust kild a mozgatd egységbe (¢, idoké-
séssel), az allapotfliggvény 0-va valik (@u(fo+&) = 0) mig Py (r) a Py, értékkel
novekszik és exponencialisan csdkkenni kezd (P, -1g).

A motorikus neuronok ¢,,(t) allapotfiiggvényeit az izom hosszatdl fiiggé kons-
tans érték s £(r) fehér zaj folyamat Osszege adja meg (vigydzva arra, hogy ¢ (¢)
értéke nagy valdszinliséggel pozitiv legyen). Az egyes neuronok fehér zaj folyamatait
fuggetleneknek tételezik fel. A Renshaw sejteket ¢@g(¢) allapotfiiggvénylk, Pg(?)
kiiszobérték-fliggvénylik és Jp(¢) az utolsd gerjesztésiik Gta eltelt idSfiiggvénye jel-
lemzi. E harom fliggvényt elemi fiiggvények segitségével szokas megadni.

A motorikus neuronok szamat, kapcsolatukat a mozgatd egységekkel, valamint
a Renshaw-sejtekkel, tablazatban szokas megadni (esetleg véletlenszeriien is) imitalas
esetén.

Ezzel a modellel sikeriilt megmagyarazni — elsGsorban a Renshaw-sejtek deszink-
ronizalo hatasat hangsilyozva — normalis viszonyok kozétt a motorikus neuron
kotegek aszinkron mikodését. A rendszert jellemz8 paraméterek valtoztatasaval
nem sikeriilt valaszt kapni patoldgikus jelenségekre, ami arra utal, hogy a fenti
modell tal erds egyszeriisitéseket tartalmaz.

Mar CerLin—KoTov cikkében szerepel utalas arra, hogy a motorikus neuro-
nok véletlen pulzacidja jellegének megvaltoztatasa megoldhatna ezeket a kérdéseket.
Ha az el6bb ismertetett modellben a ¢4, (¢) allapotfiiggvényt megado £(¢) fliggetlen
fehér zaj folyamatok helyett fliggd és stacionarius Markov-tipusi folyamatokat té-
teleziink fel — ahol a

E(r) = QE(r—1)+e(r)

Osszefiiggéssel leirt §(¢) folyamat Q matrixat tekintjiik a Renshaw-sejtek miikodésé-
tél fiiggbnek — az aszinkron és szinkron miikodésre Q karakterisztikus gydkeinek
valos ill. komplex volta ad felvilagositast. Komplex karakterisztikus gyokii Q mat-
tix esetén & (¢) véletlen periddussal miik6dé folyamatot ir le, melynek alapjan a moto-
rikus neuron kétegek szinkron miikbdése megmagyarazhatova valik. Egy ilyen ti-
pust program elkészitése még nagyteljesitményii gép figyelembe vétele esetén is
mintegy egyéves munkat vesz igénybe.
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