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DIFFUZIOS FOLYAMATOK ISMERETLEN
PARAMETERENEK BAYES-FELE BECSLESEROL

ARATO MATYAS
Budapest

A Bayes-tétel absztrakt alakjinak, valamint diffazios tipusu folyamatok Radon—Nikodym
derivéltjanak ismeretében vizsgalja a dolgozat a diffuzids folyamat ismeretlen paraméterének apos-
teriori eloszlasat. Ha az ismeretlen paraméter normalis eloszlasu és a diff0izios folyamat sztohasztikus
egyenlettel torténd eléallitasaban linedrisan szerepel, az aposteriori eloszlas is normalis lesz. Az egy-
és tobbdimenzids, konstans egyiitthatoju sztohasztikus egyenletnek elegettevé Markov folyamatok
konkrét vizsgalatokban korabban is szerepeltek. A dolgozat példaiban mas becslésekkel vald kap-
csolat vizsgalata is szerepel.

1. Bevezetés

A paraméter becslési eljarasok koéziil a Bayes-féle eljaras dtvitele a klasszikus
fliggetlen megfigyelési sorozatokra vonatkozd feladatokrél sztohasztikus folyama-
tokra onmagdban is érdekes feladat. Ebben a dolgozatban elsGsorban a feladat
absztrakt terekre t6rténd dtfogalmazdsdnak problémakorével foglalkozom. A Bayes-i
hozzdllds természetességét a tobbdimenzios Markov-folyamatok nemlinedris filtrd-
cidja feladatdnak megolddsa szolgdltatja (v6. [4], [8]). Legyen ugyanis a {(f)=
=(6(1), &(r)) folyamat kétdimenzids Markov-tipusi, . melynek 6(z) komponense
nem figyelhetd meg. Kérdés, a Z(¢) folyamat megfigyelése alapjdn, a 0=s=¢ inter-
vallumban, hogyan becsiilthet 0(1,) (¢, fix) értéke valamilyen értelemben legjobban.
Az ismeretlen —— valdsziniiségi vdltozé — paraméter vizsgdlata innen specidlisan
a 0(t, 0)=0(w) esetben addédik. Ennek a specidlis esetnek a vizsgdlata joval egy-
szeriibb az dltaldnosndl, a meggondoldsok elsdsorban mértékelméleti jellegliek és
a Bayes-tétel absztrakt terekre torténé megfogalmazdsdra vezethetdk vissza. A dol-
gozatban els6sorban a normadlis aposteriori eloszlds kérdésével foglalkozom s tébb
példan keresztiil is megmutatom az eljdrds hasznossagdt.

A Bayes-féle mddszer azonban a legtébb esetben csak kozelitésként haszndlhato
s nem teszi feleslegessé azokat az eredményeket, amelyek a paraméter becslések
pontos eloszldsaira vonatkoznak. A dolgozatban szerepl eredmények levezetheték
a nem linedris filtrdcidra vonatkozé igen dltaldnos feltevések melletti eredmények-
b6l (ldsd LipCER és SIRTAJEV Osszefoglal6 jellegii [8] cikkét), ahol a négyzetes kdzép-
ben legjobb kozelités vdrhaté értékére és szdrdsdra sztohasztikus differencidl-
egyenletet vezetnek be a szerz8k. Ezeknek az egyenleteknek a megolddsait adjak
a legegyszeriibb esetben (0(r, w)=0(c)) jelen dolgozat eredményei.
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52 ARATO M.

2. A Bayes-tétel absztrakt alakja

Legyenck az (Q, U, P) valdszinliségi mezén O(w) és &(w) véletlen elemek vala-
milyen mérhetd térbeli értékekkel, mely tereket jeldlje (O, By), ill. (X, B,). Legyenek
tovibbd Fy=0c{w: 6(w)}, Fe=0{w: &(w)} a b, illetve a ¢ dltal generdlt c-algebrdk.
Az (2, &), ill. (2, F,) mérhetd tereken a mértékeket jeldlje P,, ill. P, (azaz P meg-
szoritdsat ezeken a g-algebrdkon).

Ha A€, feltételes valdszinlisége E(I4(w)|F,)=PsAA, w)! reguldris mérték
(14sd a definiciét LokvE [7] vagy ARATO [1]), igaz a kdvetkezd Osszefiiggés:

Pe(A) = j P:(4, 0)P(do)

(azaz B€§, esetén P.(AB) = f P:(A, 0)P(dw))

A tovdbbiakban feltesszuk hogy az §F: és §, o-algebrdk szepardbilisak, azaz
léteznek olyan B;€§, (ill. Bj€§,) j=1, 2,..., halmazsorozatok, amelyekre o{B;}= ’fg
(ill. o{B;}=5&.). Ha lete21k olyan Q mertek hogy P -, ®)<«Q, P, m.m. @-ra és
a Py(w, B)=E(I3(w)|F:) mértékre ugyancsak teljesiil a regularltasx feltétel, valamint
Py(w, +)<Q, P m.m. w-ra, akkor a szeparadbilitdsi feltétel teljesiilése esetén léte-
zik az (2X Q, i§¢><8',,) mérhetd téren olyan §:X &;—mérhetd

Se(w, &) = &;Q—d)) (), (QX Py m.m.),
[illetve
folw, &) = %3")(@), (P:XQ m.m.)]

hogy, A€, esetén,

Ps(A) = [ Pi(4. &P () = [[ ;. ) Qlde) P(d)

20

[illetve, B€§, esetén,

Py(B) = fPa(w B)P(dw) = fffo(w @) Q(d&>) P (dw). ]
A bizonyitds megtaldlhaté Doos [S] kdnyve 554.oldaldn. Legyen g(w)=g(6(w))
Fo-mérhetd fiiggvény, amelyre Elg(w)| < és vezessiik be a kovetkezé halmazfiigg-
vényt
20 G(4) = [2@) P(4, @)P(do),  A€F:.
Specidlisan g(w)=1Iy(w) esetén adodik P«{AB). A Bayes-féle tétel megszamldthatd
értékii valosziniiségi valtozdk esetében a kovetkez6t dllitja. Legyenek &(w) lehetséges

1 1 ,(w) jeloli az 4 halmaz indikator fliiggvényét.
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értékei x,, x,, ... mig O(w) lehetséges értékei y,, ys, ...; akkor fix k és i értékekre

P((=x;0=y)P(0=y)
2 P=x]0=y)PO=y) °

J

(2.1 PO=yll=x) =

Ha & és 0 valdsziniiségi valtozdk h(x, y) egyiittes siirliségfiiggvénnyel és kiilon-kiilén
Jfe(x), illetve fy(y) siiriiségfiiggvénnyel és

_ hx. p) . _ h(x,y)
fé(x]y)—“ %) (ha Je(3) 0), fo(y|x) = 79

feltételes stirliségfiiggvényekkel rendelkeznek, a Bayes-féle tétel a kovetkez6

|y
(2.2) £o]x) = o{g(&))fe()’) ,

[ fxl0fo(e) dr

(ha f;(x) > 0),

vagy
[fexInfo(y) dy [ Fe(x1y) dFy ()
P{OeB[%é}z Boo = Bw >
[ fecnfeddy [ felxly)dFa(y)

ahol Fy(y) a 8 viltozo eloszlasfiiggvénye.

Legyen az (2, ) tér leképezése a szamegyenes Borel-halmazaira az w— &(w)
leképezés esetén I, mig az w—6(w) leképezés esetén I,. Ha C Borel-halmaz, legyen
w(C)=P{T;(C)}, illetve W(C)=P{T;*(C)}, akkor A€, esetén

Pe(A) = p(T:4), Py(A) = v(T,A4),
vagy
Pi(A) = P(E1(C)), Py(4) = P(6-1(C)), ahol C = T;A.

Ha a p és v mértékek abszolut folytonosak az L Lebesque-mértékre nézve, jelolje

d q,
(@) = £ (@),
ill.

d d
(@) = 7= (0(),

. d,
azt a valosziniiségi vdltozot, melyet i(x)-bél kapunk, ha x helyébe a &(w) vald-

. . d . .
sziniiségi véltozot, illetve ZLX( y)-ban az y valtozét 0-val helyettesitjiik. A P4, &)

feltételes valosziniiség bevezetése a sikon a u(T:A, y) halmazfiiggvény (y-ban v m.m.)
bevezetését jelenti. Hasonldan vezethetjiik be a Py(w, B)-nak megfelelé v(x, T,B)
halmazfiiggvényt is. Az egyiittes siirliségfiiggvény létezése, valamint a feltételes
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slirliségek 1étezése azt fejezi ki, hogy

du(-
fitxlyy = LD

b

_dv(x, +)
So(¥|x) = T()’),

€s

0 =B, fr =2

A (2.2) dsszefiiggés absztrakt alakjaban fy(w, @) megfeleldje fy(y|x), mig fdw, @)
megfeleldje fx(x|y), mely fiiggvényeket az y=0(w), ill. x=E&w) helyettesitéssel ka-
punk fo(y|x), ill. fo(x|y)-bol

Se(w, @)fo (@)

(2.2) &) = )
hle® [ fe(, ®)fo(&)Plde)
Q

f{(ws (I)) ffo(él), d))Q(dCl))
— (9]
B f f fe(@, @)fy (0, @) Q(dw)P(dd)’
o0

vagy
[ Ts(@)f:(@, ®)f; (@, 3)Q(dw)P(dd)

Py(w, B) = (v(£(@), T,B)) = 22
o (@ ( s B)) fffg(w’ ®)fy (@, @) Q(dw)P(di)
(o0

A (2.1) Osszefliggést A;€F, (UA Q, A,NA;=, ha i#]) é B;EF, (UB Q,
B;N\ B;=, ha i#j) elemekre felirva, adodik

P{(Ai’ BI\)PB(Bk)

@.1) PolBi 4D = 5rp (4., B Py(B)
J

A (2.2") osszefliggés bizonyitdsa tetszleges véletlen &, 8 elemekre egyszeriien el-
végezhetd, ha a mértékekrd! feltessziik a regularitdst és a o-algebrdkrdl a szepara-
bilitdst (Idsd pl. Lokve [7] konyve 371—384. oldalai, vagy Doos [5] kényve 35. és
554—555. oldalai alapjdn).

Igen hasznos segédeszk6z a kovetkezd egyszerli lemma, ahol 0, ¢ absztrakt értékd
véletlen elemek.

2.1. Lemma. a) Ha g(w)=g(0(w)) és Elg|<ee, akkor a (2.0)-ban definalt
GxP; és

dG
(2.3) E{2(0()|5;} = P, (w), (P; m.m.).
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b) Ha Elg|<eo, a P4, w) feltételes valdsziniiség regularis (A€F:, < Q) és
P+, )=<Q(-) (P, m.m.), ahol Q egy mérték az (2, F, mérhetS téren, akkor

2.4) P.=Q, G=Q.

c) Ha a)és b) feltételein kiviil az &, o-algebra még szeparabilis is, akkor az
(@X Q, F:X &) mérhets téren létezik olyan f(w, @) F:X Fy-mérhetd fliggvény, hogy

dPs(-, @
2.5) felo.®) = LD @), [@x Py mm],
ahol A€ ..
d) Az el6bbi feltételek mellett
d
(2.6) (w) f (@) —5— Pé( . @) (@)Pd) = [g(@)f:(w, ®)P(dd),
Q

é dP (' s (,l)) ~ ~ ~
2.7) dQ (w) = Qf‘ﬁd—Q(w)P(aIw) = nfjg(w, ®)P (d®)
és
(2.8) 0 db, (w) < o [P, m.ml],

< E-
j_g(w) [ g(@)f(@, 3)P(da)

219G =2
2.9 E[2(@)| 8] = gp (@) = e T [ho, &P @)
dQ 2

e) Ha a szeparabilis &, o-algebran Py(w, B) feltételes valosziniiség regularis
és Py(w, - )<=<Q(P; m.m.), akkor az

fo(w, @) = ﬂ'ﬁg’ D (@)
jeloléssel
fe(@, @) [fo(, 3)Q(da)
2.10) folw, @) = 2

[ (@, ®)( [ fi(, ®)Q(dw)) P(di)
Q Q

A lemma bizonyitdsa. Mivel E{g(0(w))|&:} &.-mérhets (2.3) bizonyitdsdhoz
elegend§ beldtni, hogy tetszbleges 4 €&, halmazra

E{l,(0)E(g|F} = G(A).
Ez viszont a kovetkezd egyenléségsorozat kovetkezménye,
E{l,(0)E(¢|82)} = E{E(L(0)g(0)|Fe)} = E(L1(@)g(®)) =
= E{E(L4(@)g(®)[Fo)} = E{g(@)E(L ()| &)} =
= E{g(w) P:(4, )} = G(4).
(2.4) a P(A)= f Py(A, 0)P(dw) el6dllitdsbol és (2.3)-bol adodik. Az §F. X §F,-mérhets
2
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Jz(w, @) létezése, mely QX P, m.m. eleget tesz (2.5)-nek a mar emlitett Doob-féle
konstrukcié ([5], 554. o0.) dtvitele az F, X F; esetrdl az F, X &, esetre.

(2.6) bizonyitdsa kovetkezik fi(w, @) mérhet6ségébdl, (2.5)-bdl és a Fubini-
tételbdl, ngyanis

GA) = [g@)P4,»)PED) = [¢(@) ] [fe(0, ®)QEdw)|Pd) =
Q 2 A
= [ [f:(, ®)2@)P(@d)] Qdw).

Ahol f S, ®)g(®)P(dB) Fe-mérhetd és b) szerint G=Q, ahonnan a Radon—

2
Nikodym-derivdlt egyértelmiiségébdl adddik (2.6). (2.7) a (2.6) Osszefiiggés specidlis
esete (g(w)=1) és a differencidlds és integrdlds felcserélhetéségét bizonyitja. (2.8)
kovetkezménye a P,<<Q abszolit folytonossdgnak és azon halmaz valdsziniisége,

ahol %‘:0 0-val egyenlé. A P,<«<Q, G=P;, G=Q ldncbdl és az ismert derivdldsi
szabdlybdl adodik

4G _ dG dpc

dQ  dP; 4dQ’

ahonnan (2.3), (2.6), (2.7) felhaszndldsdval kapjuk a (2.9) Gsszefiiggést. Az elébbiek
megismétlésével adédik (2.10). A lemma bizonyitdsa ezzel kész.

3. Diffaziés tipusu folyamatok siiriiségfiiggvényei

Legyen az (2, U, P) valdsziniiségi mezén (§,, 0=¢t=T) c-algebrdk monoton
nem cs6kkend sokasdga (&, <), (w(r), &, P) standard Brown-mozgds folyamat,
azaz folytonos, négyzetesen integrdlhaté martingdl a w(0)=0, E[(w(z)—w(s))?|F] =
= t—s (1-valésziniiséggel), r=s, feltételekkel.

Jelolje a [0, 7] -ben folytonos x = {x(t), 0=t=T}, x(0) = 0, fiiggvények mér-
hetd terét (Cpo, 11, B), ahol B = o{x: x(s), 0=s=T}. Legyen tovabba B, = o{x: x(s),
s=t}.

Ha B[O, T a Borel-mérhetd halmazok o-algebrdja, legyen az a(z, x) funkcional
B[0, T]X B-mérhet3ségen kiviil minden z-re B[O, T] X B,-mérhet§ is, azaz ,,fliggetlen”
a J6votol.

Legyen 6(w) n-dimenzids valdsziniiségi valtozo (n=1, fix) P(6(w)€B)=Py(B)
eloszlassal az R" euklideszi tér B Borel-halmazain. Legyen 0(w) fiiggetlen a w(z) — w(0)
(¢=0 tetszbleges) vdltozoktdl.

Legyen a &(¢, ) folyamat §&,-mérhet és folytonos.

" 3.1. DerNICIO6. A (&(2), §,) folyamatot a 0=60(w) paraméterts] fiiggd dif-
fuziés tipustiinak nevezziik, ha minden 6 értékre létezik olyan a jov6tdl fiiggetlen
ay(t, x) funkcionil, hogy

P{fT lag (2, E(0))| dt < oo} =1
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(oo (2, &) = ay(1, E(w)), E(w) = {£(2), 0 =1t = T}) és minden 0 =t =T értékre

3.H &) = f ag(s, E(s))ds+w(t), (1 valdszinliséggel).
0

Feltessziik, hogy £(¢) minden f-ra diffizids tipusi és &(s, ) o{w: O(w), w(u), u=s}-
mérhet8 minden 0=s=T értékre.

Ha 6(w) a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezé valdsziniiségi vdltozd, a (3.1)
differencidlegyenlet megolddsa létezik. Legyen pdB)=P{w: &(w)€B}, un,(B)=
=P{w: w(w)€B}.

Ha 6 vektor értékii val6sziniiségi vdltozé, a Py(4, w)=E(L,(w)|F,) mérték regu-
laris (Doos [5], 35. 0.); igy felhaszndlva, hogy minden @ értékre (LIPCER—SIRIAJEV
[10], 5. tétele alapjdn)

T T
(3.2) %(w) =exp{0f oc,,(t,w(t))dw(t)——;—df @ (t, w(t))dt}, (P m.m.)
és

(3.3) "” (é)—GXP{ f (0, EO)AE@) + 5 j 3L E®)dt}, (P mm.)

a 2. szakasz jeloléseivel (ha Q=p, Wiener-mérték, L a Lebesque-mérték) a kovet-
kez6t kapjuk:

(3.4) Je(o, &) =

Ilca
du,,

T
= exp{— [ (e dr+ f ao(t,é(t))dé(t)},

(3.5) fo@) = —( )l

Egyszerliség kedvéért legyen 8 egydimenzids, akkor a (3.4) és (3.5) osszefiiggések-
bél adodik a kovetkezd tétel.

3.1. TETeL. Legyen az a2, x) funkcional §-ban linedris, azaz oy(t, x) = —0g(z, x)
és 0 legyen N(my, 0%) (normalis eloszlasi m, varhatdé értékkel és ¢? szorasnégy-
zettel), akkor 0 aposteriori eloszlasa normalis

22— [ a(s, &) ()
(3.6) E@|$Y = 1 ‘- :
;2—+0fg2(s,6(S))ds

1

3.7 E((0—E©|F))|&%) = P :
?+fg2(s,£(s))ds
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Bizonyitds. A feltevések szerint

fo(0) =

1 _ (0 —my)

V2no ’
t 02 t
St 0) = exp (=0 [ g(s, &()de(6) =5 [ &(s: ()

és a (2.10) Baves formula alapjan ¥ 2ro-val valé egyszeriisités utan

0— 2 t e 4
exp {_(ZT’ZO)—Gﬁfg(S, 5)d§—70f g%(s, é)ds}
So(w, 0) = — -

(u—my

2 t 2 t
f exp{—Tz)—ufg(s, ’cf)df—%fgz(s, f)a’s}du
0 0

-—co

exp | |+ f s conas] wo| 2+ [ (s, conacco| - 2}

O.?.

oo

2 [ 1 ! R ! . g ’
[ exp {—“7[;_2-+ / (s, é)dS] +u [%— f g(s. é(s))dgm]— Zfz}"“

— o0

Innen egyszeriisitéssel, valamint

/ t
o= ul) ;1_54.—0/‘ g2(s, &(s)) ds

helyettesitéssel az

folw, 0) =
0211 ! o ] <
CXP{_'Z_[?+6/g2(s’ f)ds]-i—@[%—qfﬂ& 5)d€]}
= oy 3 !
1 fex;) -z v [%4— fg2(3~ f)df] dv

t 2 * )
V%Jrfgz(s, fds l/§+fg2(s, £)ds
0 L]

-Osszefiiggést kapjuk, ahonnan a normalis eloszlas siirdiségfliggvényének integraljat

Jsmerve
. s
f exp {—? + at} dt

— oo

I

o)

-adodik, hogy

folw, 0) =
/1 ; 1 ! 0 ! 2
[+ Je@ewia | St [ 0ds [%— J et é)dél
= — expy— 0— ,
y2n 2

1 t

;z"f‘ f g%(s, &) ds
[ ]

.amit bizonyitani akartunk.
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Kovetkezmény. Az |niyl< o és 6o esetben? a ol ismert

[ 2(s, &(s))dé(s)
E®0|F) = -2

t

[ &(s. &(s)) ds

maximum likelihood becslést kapjuk a 8 paraméterre, melynek szérdsnégyzete

E((0— &) = :
fg s, E(s))ds

Hasonlo tétel bizonyithaté a tobbdimenzids diffuzids tipusi folyamatokra is, ennek
kimonddsa helyett inkdbb példdkra szoritkozunk.

Ismeretes, hogy 8 aposteriori eloszldsdnak szordsnégyzete (ldsd LipPCER—
SIRJAJEV [9] 5. tétel) y(r)=E((E(0|F:) —0)%§%), ha &) a (3.1) diffuziés folyamat,
kielégiti a
38) GO — e e

Riccati-tipust differencidlegyenletet. A 3.1 tételben megadott Gsszefliggésbél koz-
vetlen szdmoldssal meggy6zGdhetiink, hogy a y(¢)-re adott (3.7) megoldds kielégiti
a (3.8) egyenletet.

4. A 3.1 tételre vonatkozo példak

1. PELDA. Legyen 0 egy (m, 6?) paraméterli normalis eloszlasi valdszindiségi
valtozé. Haa &, &,, ..., &, fiiggetlen normalis eloszlasu valtozok (0, 1) paraméteriiek,
akkor 0 feltételes eloszlasa az &7 feltétel mellett normalis eloszlas

m2+2"€,- 1
@D E@I) = Z5——, E{(0—EWI3D}|8%) = 1
?4—11 it

kozépértékkel, ill. szérasnégyzettel. (4.1)-b6l o= esetén ( 2’ &, )parameteru

normalis eloszlas adddik. Ha 6 egy (&,. 1) paraméterii normalls eloszlasu valtozo
(ahol &, az elsG megfigyelés)

'Mn

éi
h(6|8':) = n+1 s E{ 0— E(0!”§¢))2l§§} = n-i—l

Vegyiik észre, hogy ismeretlen szorasnégyzet esetén az aposteriori eloszlas csak akkor

normalis, ha paraméternek az — mennyiséget vessziik.

0_6 Do v

2 A o eset az egész egyenesen egyenletes eloszlas megfeleldje.
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2. PELDA. Legyenek a &, &,, ..., &, valtozdk Gauss— Markov-folyamat elemei
(E&,=0), azaz elégitsék ki a kovetkezs differencia egyenletet
ék = Qék—l+8k, Egk = 0’ D28k = 1’ 50 = Xo (ﬁx),

ahol ¢ normalis eloszlasu (gq, y%) paraméterekkeld. ¢ feltételes eloszlasa normalis

‘gg_‘f'jfifi—l 1 n -1
(42) E(e|¥) = -—1—1';———, E{(c—E(e|3D)|}} = {‘y_2'+%’éi2—l}

—5)?4‘%'5?—1

paraméterekkel. y—~ < esetén g becslésére a jolismert széria korrelacids egyiitthatd
adodik. Ha a D?&,=1 szorasnégyzetet rogzitjik D2, = (1 —¢?) lesz, s ha ¢ apriori
eloszlasa normalis is, feltételes eloszlasa nem lesz az. Ennek oka, hogy ¢ a ¢, valtozok
differencia egyenletében nem linearisan szerepel (g, egyiitthatdjaban!). Ugyancsak
elvész a feltételes normalitas, ha £, kezdeti eloszlasat is figyelembe vessziik.

3. PELpA. (ldsd LipcER—SIRIAJEV [8]). Legyen O=E&(r) normalis eloszlast

n o

=) Lerl- L) c0=x

e S o? .
stirliséggel, ahol, &(¢) stacionarius Gauss—Markov-folyamat ﬂe‘“" kovariancia

fiiggvénnyel. 0 feltételes eloszlasa az §; feltétel mellett normdlis

L) +EO) +A [ E(s)ds
(4.3) E@[3 = 7T ,1; ,
o2/
(4.4) E{(6—E@0|F)*|3:} = T
paraméterekkel.

4. PELDA. A &(t) Gauss—Markov-folyamat . paramétere legyen (4,, y?) para-
méterli Gauss-eloszldsi valtozo, £(0)=x,. A feltételes eloszlasa az F} ,,megfigyelés”
esetén normalis

2 L x2 _
(4.5) EQIF) = '1'0 _ il(t) ét ©-t
L+92 [ &(s)ds 2[F+_/'62(s)ds]
0 0
(4.6) E{A-EQ|8Y)?|&:} = 1 ,1
F-i-d/ E2(s)ds
paraméterekkel.

3 Ha &, stacionarius eloszlasu és |g| <1, a folyamat stacindrius lesz. Ugyanez igaz a 4. €s 6.
peldaban szerepld £(r) folyamatra a 4> 0 esetben is.
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A fenti példdk, valamint a 3.1 tétel alapjdn vildgos, hogy a &(¢) folyamat isme-
retlen, linearisan el6forduld paramétereinek feltételes siiriiségét tekintve a £(0)=x,
feltétel mellett, ha az ismeretlen paraméter apriori eloszldsa normdlis az a posteriori
eloszidsa is normadlis lesz. A tobbdimenzids esetben csak az elemi Gauss-folyamatra
mondunk ki tételt. Az dltaldnositds szemmel ldthatd és kénnyen elvégezhetd.

4.1. TETEL. Legyen az clemi Gauss-folyamat elGallitasiban szerepld
dg(t) = Aé(f)dt—f—d“’(l‘), g = (60: ey ék—l)a A {al]}l_(())’k 11a

A={q;} matrix elemeinek apriori eloszlasa normalis (g, Foy1s -+e» %og—15 %10» ---»

> 15 X =105 +-+» x—1x—1) Varhatd értékkel és I'y kovariancia métrixszal. Legyen
C(O) x(0). A feltetelek teljesiilése eseten A elemeinek feltételes eloszlasa az & fel-
tétel mellett normalis eloszlas

4.7 EA|FY) = I'(®)[Tea+ f E*(s) By 1 d&(s)]
(4.8) E{(A—E(A|F))(A—EQA|F)*| &} = r(t)—[r01+[ &*(s) By & (s)ds] ™!

varhato értékkel, ill. szérasnégyzettel (ha I'y nem elfajult). Elfajult I, esetén a kovet-
kez$ el6allitas érvényes:

re)= [1+r0 jA*B;lAds]-lro.
0

Bizonyitds. Az egydimenzids esethez hasonldan jdrhatunk el. A siirliségfiigg-
vény képlete alapjdn (Idsd ArRATOS [3])

dPn
%2
@ fe {—— [B—a. [ (B—a )1} 2 Gap

exp {—%[(B-a), It G-l + [ (B BE(s), d6() —5 f (BE(s) BB (s))ds}
0 0

Sexp {—%[(B—a), Iy (p—o)l+ f (B2 BE (), d&(s))—% S (BEG), B;Iﬂa@)ds} dp

ahonnan a 3.1. tétel bizonyitdsdihoz hasonlé dtalakitdsokkal jutunk az dllitds igazo-
ldsdhoz. A nevezd

Sexp {—% [B. (ro-1+0f‘ E*(5) B E(s)ds) B] +B [ro-la+ef (&%), B;‘dé(s))]}d[i =

K t B 1 t
=Qn)® [I7+ / E*(s) By & (s)ds| texp {—2— [ro-la+0/ a*<s>B;1dé(s>]2r(r>}
alakd, ahonnan mdr adédik (4.7) és (4.8).
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5. PELpa. Legyen {(r)=(&,(r), &x(r)) komplex stacionarius Gauss—Markov-
Sfolyamat 8., 8, paraméterekkel, azaz elégitse ki a

d&y(t) = —[0:&:(1) + 0.8 () dr +dw, (1),
déy(t) = —[6,8:() — 0,8, (1)) dt +dwo(1),
differencialegyenletet.

Ha 0=(6,, 0,) m,, I, paraméter(i Gauss-eloszldsii valdsziniiségi valtozo, akkor
a 4.1 tétel alapjan

ro = [ret+ [ 80+ g1

Ha FO = 0,
14
r() =1 f 1) +&e)ds) ™
0
és
1 '[— & dE — & déz]
4.9 E[0| & —_— s o ;
(4.9) (01831 = —&pdiy + ¢, dE,y
f (& + &2 ds °
azaz
fg@wmnfg@mw)
8,(t) = 0,— ’
f [&3(s) + E3(s) ds
0
t
[ [Eadwy— & dwy)
0,(1) = 0,— )
f &5+ Rl ds
5 0
Mivel ¢(0) kovariancia matrixa ! 1 fliggetlen 6,-t5l a 0,(¢z) becslés megegyezik
0 3w
1

#, maximum likelihood becslésével. A 6,(r) becslés csak aszimptotikusan ekvivalens
#, maximum likelihood becslésével.

6. PELpa. Ha a &(¢) egydimenzidos Gauss—Markov-folyamat varhatd értéke
és / paramétere is ismeretlen, azaz &(¢) kielégiti a

(4.10) dE@t) = — AE(t) dt + Amdt +dw (1)

egyenletet, ahol (1, m)=0 normalis eloszlasi a 0(z) feltételes eloszlas nem lesz nor-
malis, mivel (4.10)-ben 4, m nem linearisan fordulnak elS. Feltéve, hogy az ismeretlen
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’))L 0

paraméterek A és im=a, melyek kezdeti eloszlasa normalis (4, a,), Io 1= ° i
0 —

"1

paraméterekkel, a 0(r) feltételes eloszlasa (A(r), a(r)) kozépértékii és I'(t) szérast
normalis eloszlasi lesz. Ha I'y'=0, akkor egyszerii szamolassal adodik, hogy

t _fagml
"f’ E(s)ds ft éz(s)ds)

t t 4

t [ eyds—( [ e ds)

Ira) =

[ o-z00 [ e as—L@0-20-1) i

[E0=200 [ E01ds—5 [ e dsie =01

t

tf g“z(s)ds—(f g“(s)ds)2

1]
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ON BAYES’ ESTIMATION OF THE UNKNOWN PARAMETER
OF DIFFUSION TYPE PROCESSES

M. ARATO

Using the abstract form (2.10) of Bayes theorem and the Radon—Nikodym derivative (3.3)
for diffusion type processes the aposteriori distribution of the unknown parameter § of process
£(2) with form (3.1) is investigated.

Theorem 3.1. states that if functional e(t, &) is linear in 6 the aposteriori distribution is normal
if the apriori one is also normal.

Somes examples are studied in one and multidimensional cases.
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