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A gammakitorések terbeli eloszlasa

gyelése soran tapasztalt lefedési fliggvény altal oko-
ott problémakat korabbi cikklinkben [1] targyaltuk.
Ha feltételezzik, hogy az expozicios fliggvény nem fligg a
tavolsagtol, dsszehasonlithatjuk egyes alosztalyok égi el-
oszlasat egymassal is. Amennyiben két kitorés kiilonb6zd
tavolsagban van és latszé fényességik azonos, akkor a
miszerek egyenld valdszinliséggel fogjak azt észlelni. Elté-
ré irany esetén — mint lattuk — lehet eltérés, hiszen a galak-
tikus sikban kevesebbet figyeltiink meg (lasd [1] 4. abrajat).
Vegylk példaul a 100 legkdzelebbi gammakitdrés és a 100
legtavolabbi kitérés eloszlasat az égen. Ezek medfigyelési
fliggvénye azonos. Igy az expozicids figgvény konkrét is-
merete nélkll is O6sszehasonlithatjuk az eloszlasokat.
A 2012 juliusaig megfigyelt 283 gammakitorést feloszthat-
juk t6bb azonos darabszamu csoportra, és ezek dsszeha-
sonlithatok egymassal. Ha két kiilénbdzd tavolsagban 1évé
csoportot dsszehasonlitva az égi eloszlasukat hasonlénak
taléljuk, de egy harmadik csoport égi eloszldsa mindketts-
6l kulénbozik, akkor ennek a csoportnak megfeleld tavol-
sagban a GRB-k eloszlasa nem homogén.

Q gammakitérések (GRB — gamma-ray burst) medfi-

KETDIMENZIOS ELOSZLASOK Az EGGOMBON

A fentiektdl eltéré probléma a vizsgalatok soran, hogy az
eloszlasok Osszehasonlitasara altalanosan hasznalt
Kolmogorov-Szmirnov préba [2] csak egy dimenzidban
alkalmazhaté. Egy valtozé eloszldasa esetén adodik egy
olyan természetes rendezés, amely tobb valtozd esetén
nem létezik. Tovabbi probléma, hogy az égbolt topoldgiaja
nem egyezik meg az euklideszi sik topolégidjaval. Sik topo-
I6gia esetére Peacock dolgozott ki egy eljarast [3], amelyet
az aldbbiakban ismertetink.

Normal esetben a Kolmogorov-Szmirnov prébat ugy al-
kalmazzak, hogy a két eloszlasfliggvény maximalis eltéré-
sének értékét helyettesitik be a szignifikanciat adé képlet-
be. Kétdimenzids esetben Peacock azt javasolta, hogy az
X, y sikon (x és y a két valtozo) vegylink véges sok pontot.
Ezek mindegyike négy részre osztja a sikot;

1L, x <X,y <Y,

2, X< Xy, ¥ =Y,

3, x=x,y <Yy,

4x=X,¥Y 2V,
itt (xo, ¥,) @ valasztott pont két koordinataja.

A két kétdimenzids eloszlas darabszamait ezeken a tar-
tomanyokon hasonlitjdk 6ssze. Tanulmanyunkban a két
Osszehasonlitandd eloszlas elemszama minden esetben
megegyezik. Ha a két kétdimenzids ponthalmaz N elemet
tartalmaz, akkor az egyes siknegyedekbe esé a,, a,, a,; a,
elemszamokat kell 6sszehasonlitani a masik ponthalmaz
b,, b,, b,, b, értékeivel. Természetesen

a,+a,+a,+a,=N és b,+b,+b,+b,=N.

A véges sok helyen vett |a-b| kifejezések maximalis ér-
téke adja meg a két eloszlas maximalis tavolsagat. Jelen
témaval foglalkozik még Lopes és tarsai munkaja [4].
A Peacock-féle eljaras nagyobb elemszamok esetén jelen-
t8s szamitogépidét igényel. Fasano és Franceschini [5] az
osztopontok megvalasztasara olyan algoritmust dolgozott
ki, amellyel a ,nyers erd” tipusu szamitasokhoz képest a
szamitégépes futasidét Iényegesen csokkentették. A szak-
irodalomban a szignifikanciak megallapitasahoz altalaban
Monte-Carlo szimuléciot javasolnak [6].

1. tablazat. A kétdimenziés Peacock-féle 6sszehasonlito
eljaras eredményei kilenc tavolsagcsoport esetén*
(A szerzé szerkesztése)

csoport |[cs1|cs2|cs3|cs4|cs5|cs6|cs7|cs8|cs9
csi 9|9 |16 |11 (13| 9 |12 | 8
cs2 10 (18 | 7 (15 (11| 9 | 12
cs3 14| 9 (11 (14| 9 | 10
cs4 15 | 10 | 15 | 17 | 11
cs5 13 (13| 8 | 10
cs6 10 | 13 | 8
cs7 10 | 10
cs8 11

*A tablazat szimmetrikus, ezért csak a f6atld feletti értékeket ko-
z0ljuk
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A fent ismertetett Peacock-féle kétdimenzios eljaras koz-
vetlendl nem alkalmazhatd az emlitett 283 gammakitorés
esetében. Ugyanis a gdmb és a sik topoldgidja eltérd. Va-
laszthatjuk azonban az égen a gémbi koordinatarendszert,
amelyben a fent leirt eljaras mar alkalmazhaté. Négy tavol-
sagcsoport esetén példaul 70 gammakitorés kerll egy
csoportba. Ezek égi eloszlasat hasonlitottuk dssze kilenc
tavolsagcsoportig, azonban tiz, vagy még tobb kiilénb6z6
tavolsagcsoport esetén az egyes csoportok elemszama
tulsagosan kicsiny volt statisztikai vizsgalatokhoz. A konk-
rét elemzést a kilenc tavolsagcsoportra torténé felosztas
esetén mutatjuk be. Mivel 31 -9 =279 ezért, hogy mind a
kilenc csoport elemszama 31 legyen, a legkdzelebbi négy
kitorést kihagytuk a vizsgalatbdl. Igy a vordseltoldodas-osz-
topontok a kévetkezdk lettek; z=0,41; 0,72; 0,93; 1,25;
1,60; 2,10; 2,73 és 3,60. Az elsd csoportba (cs1) a z = 3,6-nal
nagyobb voroseltolédasu kitorések keriltek. A masodik
csoportba (cs2) az = 2,73 és z = 3,6 kdzotti voroseltoloda-
su kitérések sorakoznak, és igy tovabb egészen a kilence-
dikcsoportig,amelybeaz = 0,41-nélkisebb vordseltolédasu
gammakitdrések tartoztak (a 4 legkisebb vordseltolédasu
gammakitorés, tehat kimaradt).

A Peacock-féle eljaras eredményeit mutatja az 1. tablad-
zat, amelyben a nagyobb szam nagyobb eltérést, nagyobb
kuldénbséget jelent a két csoport égi eloszlasaban. Ezek a
csoportok azok, amelyeknél a tablazatban a legnagyobb
szamok talalhatok. Példaul a nyolcadik csoport égi elosz-
lasa (cs8) kevésbé tér el a hetedik csoportétdl (cs7), mint a
kilencedikétdl (cs9). De az 6tddik csoport égi eloszlasatol
még kevésbé tér el, hiszen a tablazatban Iévd szam (8) ki-
sebb, mint a masik két kiszamolt érték, a hetedik (10) és a
kilencedik (11) csoporttal valdé 6sszehasonlitasnal.

A nyolc legnagyobb szambdl hat, a hat legnagyobb
szambdl pedig 6t a negyedik csoporthoz (cs4) tartozik.
Monte-Carlo mddszerrel hozzavetéleges valdszinliséget
szamoltunk véletlen eloszlasok dsszehasonlitasaval. Meg-
jegyzendd, hogy a jelenleg altaldanosan elfogadott kozmo-
I6giai modellek nagy skalan homogén és izotrép vilagot
tételeznek fel. Ez alapjan a most részletezett skalan nem
lehetne megfigyelhetd struktira, azaz az égbolton a kitéré-
seket a tavolsaguktdl fliggetlenil véletlenszerlinek kellene
észlelnink. Negyvenezer véletlen szimulaciot végezve 31
pont helyzetét vettiik az égen teriiletaranyos véletlen elosz-
lasban. Masik 31 véletlenszer(i pozicidéval 6sszehasonlitva
megkerestik a kétdimenzios dsszehasonlitas legnagyobb
eltérését. Ezt az eljarast negyvenezerszer megismételve
kaptunk egy statisztikat, amelyben 18-nal nagyobb értéket
tiz esetben, 18-at huszonnyolc esetben kaptunk. Tehat
10+ 28
40 000
nagyobb szamot kapjunk. A Monte-Carlo moédszerrel ka-
pott eredmény 16-ra p = 0,0029, ugyanez 15-re p = 0,0094,
tovabba annak a valdszinlsége, hogy ez az érték 14-nél
nagyobb legyen p =0,0246 [7][8]. A 13-ra kapott érték,
p = 0,057 mar statisztikailag nem tekinthetd szignifikans-
nak.

Normalis eloszlast feltételezve, kétszigmara' szignifikans
a 13-nal nagyobb, és harom szigmara szignifikans a 15-nél
nagyobb érték. A tablazatban 36 szam talalhatd, amelyek
egymastol nem fliggetlenek, hiszen 6sszesen kilenc elosz-
last hasonlitottunk &ssze paronként egymassal. Ha fligget-
lenek lennének, akkor varhatéan 1,6 esetben, azaz 1 vagy
2 esetben fordulna elé 13-nal nagyobb érték, illetve 15-nél
nagyobb értéket nem is varnank, hiszen arra a varhato
érték 0,09. Az 1. tablazat adataira ez akkor igaz, ha nem
tekintjik a cs4 jelli csoportot. Ezen csoport nélkil két szam
nagyobb 13-nal, és ezek egyike sem nagyobb 15-nél.

kérulbeldl =0,00095 az esély arra, hogy 17-nél
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1. abra. A gammakitorések égi elhelyezkedése. A kék pontok
jelolik az ismert voréseltolédasu kitoréseket, a pirosak pedig
az 1,6 <z < 2,1 voroseltolodasu 31 gammakitorést [7]

A negyedik csoportnal azonban a nyolc értékbdl hat szig-
nifikans eltérést mutat a tdbbi csoporttdl. Ezek kdzil kettd
a harom szigma szignifikanciat is meghaladja.

Amikor nyolc, hét, hat, 6t vagy négy csoportra osztotjuk
a 283 kitdrést, a tavolsaguk (voroseltolddasuk) szerint ren-
dezve, akkor attol fliggéen tapasztalhatunk anizotrépiara
utald jelet, hogy a kilenc csoportra osztasnal rendellenesen
viselkedd z = 1,60-2,10 tartomany mekkora része esett az
egyes csoportokba. Ennek értelmében a kdvetkez&kben
ezen 31 pont elhelyezkedését vizsgaljuk az éggdémbon. Az
1. dbra mutatja a negyedik csoport (cs4) égbolton lathato
eloszlasat.

ELEMZESEK ,,LEGKOZELEBBI TARS” MODSZERREL

Az egyik legelterjedtebb modszer strukturak keresésére az
€ggdmbon az un. legkdzelebbi tars modszer [9,10]. Keres-
slik meg 31 adott pont esetében az egyes pontokhoz leg-
kozelebb esd, de téle kilénbdzb pont tavolsagat. Igy 31
tavolsagadatot kapunk, amelyek eloszlasat vizsgalhatjuk.
Ha N pont véletlenszer(ien oszlik el az égen, akkor a legké-
zelebbi tars valoszinliségi slrliségfliggvénye:

(N-1)

P(a)= on (sina)(1 +cosa)' 2 (1

A masodik legkdzelebbi tars valdszinliségi sirlségfligg-
vénye:
(N-2)(N-1)
SR =
ahol @ a két pont egymastol mért szégtavolsaga a gémbon
[9]. Ha N pont véletlenszerlien oszlik el az égen és az

M-edik legkdzelebbitars-eloszlasat keressik, akkor Scott
és Tout [9] szerint a valoszintségi slrtiségfliggveény:

P(a)= (sina)(1 —cosa)(1+cosa)'~® (2)

(N—1)! ,
2V TIN—M—1)I(M—1)! ©)]
(sina)(1 —cosa)'(1+cosa)' ™"

Pula)=

A kodvetkezd abrakon ezt az elméleti figgvényt mindig
bibor szinnel abrazoltuk. Az el6z6 fejezetben bevezetett
csoportok (cs1,...,cs9) esetében mind a kilenc 31 elem(
csoportnal megvizsgaltuk a legkdzelebbi tars, a masodik
legkdzelebbi tars, végil a 30. legkdzelebbitars-eloszlast.
A 2. dbran lathat6 az elsd négy csoport esetén a masodik
legkdzelebbitars-eloszlas, az elsd csoportot zdld, a maso-
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2. abra. A 2. legk6zelebbitars-eloszlasfiiggvény az elsé (zold),
masodik (kék), harmadik (sarga) és negyedik (fekete) csoport
esetén (A szerzd szerkesztése)

4. abra. A 11. legkozelebbitars-eloszlasfiiggvény az elsé
(zold), masodik (kék), harmadik (sarga) és negyedik (fekete)
csoport esetén. A bibor szinii gérbe a véletlen eloszlas
esetén vart eloszlasfliiggvényt mutatja (A szerz6 szerkesztése)
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dik csoportot kék, a harmadik csoportot sarga, a negyedik
csoportot fekete szinnel abrazolva.

A 3. abran, hasonldan a 2. dbrahoz az els6 négy csoport
esetén a hetedik legkdzelebbitars-eloszlasokat abrazoltuk
(az elsé csoportot zélddel, a masodik csoportot kékkel, a
harmadik csoportot sarga, a negyedik csoport fekete szin-
nel). A 4. dbran lathaté a 11. legkdzelebbi szomszédok el-
oszlasa, az 5. dbran a 27. legkdzelebbi szomszédok elosz-
lasa az els6 négy kitdréscsoport (tavolsag szerint oszta-
lyozva) esetén, hasonlé szinekkel abrazolva, mint az el6z6-
ekben. Mindegyik csoport mutat ugyan eltérést a bibor
szind gorbétdl, de az ezekbdl az eltérésekbdl szamitott
Kolmogorov-Szmirnov valdszinliségek nyolc csoportnal
egyaltalan nem szignifikansak. Hasonl6 képet mutatnak az
itt nem abrazolt, de ugyancsak megvizsgalt 5., 6., 7., 8. és
9. csoport legkdzelebbitars-eloszlasai. A pontos valészini-
ségek a 6. abran lathatok.

Az a tény, hogy nyolc csoportnal (mindegyik egyenként
31 gammakitorést tartalmazott) a legkdzelebbitars-eloszlas
nem mutatott szignifikans anizotrépiat, 6sszhangban van
azzal, hogy a gammakitdérések nagyon tavoliak, és ekkora
skalan a vilagegyetem mar homogén és izotrép. A 6. a)
dbran lathatok az elsd harom csoport esetén az elsé 30
legk6zelebbiszomszéd-eloszlasokra kapott Kolmogorov—
Szmirnov valdszinlségek (a fliggdleges tengely logaritmi-
kus). Az elsé csoport esetén (piros szin) egyetlen egy sem
érte el a 95%-os szignifikanciat (két szigma jel). Ugyan a
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5. abra. A 27. legkozelebbitars-eloszlasfiiggvény az elsé
(zold), masodik (kék), harmadik (sarga) és negyedik (fekete)
csoport esetén (A szerzd szerkesztése)

masik két csoportnal (kék és zold szin) egy, illetve két eset-
ben kaptunk p = 0,05-nél (két szigma jel) kisebb értéket, de
ez nem tekintheté szignifikansnak, hiszen 0sszesen 120
adatpont taldlhaté az dbran. Ezek természetesen nem tel-
jesen fliggetlen valdszinlségek, de 120 tesztnél mar vélet-
len eloszlas esetén is 6t-hat kétszigmas jel varhato.

A 6. b) abran lathatok a negyedik és az 6tddik csoport
esetén az elsd 30 legkdzelebbiszomszéd-eloszlasokra ka-
pott Kolmogorov—Szmirnov valdszinlségek (a fliggéleges
tengely itt is logaritmikus). Az 6tédik csoport esetén sem
talaltunk szignifikans valdszintségeket, szemben a negyedik
csoport valészinliségeivel. Mar a harmadik szomszédok el-
oszlasa esetén két szigma az eltérés a negyedik csoportnal
— piros pluszjelek a 6. abra b) oldalan —, de lathatéan az
elsé 6t szomszédnal nincs kiléndsebb tendencia. Ezutan
azonban egészen a 11. legkdzelebbi tarsig, a szignifikancia
(1 — p) folyamatosan né egészen a harom szigma szintig
(99,7%), majd eléri, és tébbszoér meghaladja a 99,9%-o0s
szignifikanciat. A 19. tarstdl a szignifikancia rohamosan
csOkken. Mindezek azt mutatjak, hogy nem kisszamu kito-
rés talalhaté egymashoz kdzel, hanem legaldbb 11, de ma-
ximum 18 kitorés alkot egy csoportosulast az égen. A 18
mar meg is haladja a teljes elemszam (31) felét. A 14 elemi
csoport kortiilbelll a teljes égbolt nem egészen egynyolcadan
helyezkedik el, amely jelen esetben, 31 pont esetén
p =0,0000055 binomidlis valoszinlséget jelentene. Termé-
szetesen az itt szamolt szignifikancidk csak hozzavetdlege-
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6. abra. A Kolmogorov-Szmirnov probabdl kapott valészinliségek a k-adik legkdzelebbi tarsak eloszlasfiiggvényében a
kiilonb6z6 csoportokra. Az a) abran a piros az els6 csoportot, zold a masodik csoportot, kék a harmadik csoportot jeloli.

A b) abran a piros a negyedik csoportot, a z6ld az 6todik csoportot jeldli. Vizszintesen k, fiiggélegesen a valészin(iség logaritmusa
keriilt feltiintetésre. A lila és kék vizszintes vonalak a két szigma és a harom szigma értékeket jelolik (A szerzd szerkesztése)

sek, a [11], [12] és [13] publikaciok tovabb vizsgaltak az el-
oszlast példaul Monte-Carlo bootstrap elemzéssel.

Ezek a tanulmanyok kimutattak, hogy nagyon valdszindit-
len a gammakitérések ilyen térbeli csoportosulasa. A felfe-
dezett slrlibb tartomanyt a médiaban Hercules—-Corona
Borealis Nagy Fal néven emlegetik. Egy ekkora inhomoge-
nitds erésen sérti a kozmoldgiai elvet, amely feltételezi,
hogy nagyskalan a Vilagegyetemben egyenletesen oszlik el
az anyag. A feltételezések szerint a legnagyobb strukturak
nem lehetnek Ilényegesen nagyobbak 150-200
megaparszeknél. Az eddig ismert legnagyobb struktura, a
Sloan Nagy Fal [14] mérete valamivel meghaladja az 1 mil-
liard fényévet, ami kb. 400 megaparszek, tehat feszegeti az
elméleti hatart. A cikkben targyalt elemzésekkel beazono-
sitott nagy struktura 5-6-szorosan meghaladja ezt a mére-
tet [13].

A publikacio elkésziiltét tamogatta az NKFIH Témateru-
leti Kivalosagi Program 2021 palyazatan nyertes TKP2021-
NVA-16 azonositoszamu NKE HHK palyazat ,Alkalmazott
katonai mdszaki-, had-, és tarsadalomtudomanyi kutata-
sok a nemzetvédelem, nemzetbiztonsag terlletén a Hadtu-
domanyi és Honvédtisztképzé Karon”.
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JEGYZETEK

1 A szigma (0) a gorog abécé karaktere, amelyet a statisztikusok a

folyamatokban eléfordulé ingadozas kifejezésére hasznalnak.
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