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En c o n s i d é r a n t  un  s y s t è m e  d y n a m iq u e  on v o i t  q u e  l a  n o n -
- s t a b i l i t ê  d e s  o r b i t e s  p é r i o d i q u e s  e n  g é n é r a l e  c o n d u i t  au
c h a n g e m e n t  du  c o m p o r t e m e n t  a s y m p t o t i q u e  de  s y s t è m e .  C ' e s t  l e
p h é n o m è n e  d e  b i f u r c a t i o n .  Les  b i f u r c a t i o n  l o c a l e s  t y p i q u e s
d a n s  l e  c a s  d ' u n e  d i m e n s i o n  s o n t  e x p r i m m é e s  d a n s  l e s  t h é o r è m e s
b i e n  c o n n u s  d e  G u c k e n h e i m e r  ( 2 ) .  Dans  l e s  b i f u r c a t i o n s
p o s s i b l e s  on  s ' i n t é r e s s e  b i e n  a u x  b i f u r c a t i o n s  de  p é r i o d e
d o u b l e .  P u i s q u e  l e  p h é n o m è n e  de  b i f u r c a t i o n s  d e  p é r i o d e

d o u b l e  e s t  u t i l i s é  p o u r  e x p l i q u e r  l ' u n e  d e s  m a n i è r e s  de

n a i s s a n c e  d e  l a  t u r b u l e n c e . A u t r e m e n t  d i t ,  l a  t u r b u l e n c e  d a n s
q u e l q u e s  s y s t è m e s  p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é e  comme l ' a c c u m u l a t i o n

de s u c c e s s i v e s  b i f u r c a t i o n s  de  p é r i o d e  d o u b l e  ( v o i r  С10,113Л)-
Le t h é o r è m e  s u i v a n t  m o n t r e  q u e  l e  p hénom ène  de  b i f u r c a t i o n s

✓
de  p é r i o d e  d o u b l e  e s t  l a  c o n s e q u e n c e  de  l a  n o n - s t a b i l i t e  
n é g a t i v e .  C - â - d .  l a  n o n - s t a b i l i t é  n é g a t i v e  d e s  p o i n t s  
p ê r i o d e q u e s  de  p é r i o d e  n d ' u n  s y s t è m e  à une  d i m e n s i o n  i m p l i q u e  
l ' e x i s t e n c e  d e s  p o i n t s  p é r i o d i q u e s  de  p é r i o d e  2N.

THEOREME
S o i t  f  u n e  a p p l i c a t i o n  de  c l a s s e  de  l ' i n t e r v a l l e

I  = C0 , 1 H d a n s  l u i - m e m e .  S ' i l  e x i s t e  un p o i n t  f i x e  n o n -  
- s t a b l e  n é g a t i f ,  c - â - d .  i l  e x i s t e  un  p o i n t  z e I  t e l  q u e  
f ( z )  = z e t  f ' ( z )  < - 1 .  A l o r s  l ' a p p l i c a t i o n  f  a  une  o r b i t e  
de  p é r i o d e  2 .

Dans  l a  d e m o n s t r a t i o n  d u  t h é o r è m e  on u t i l i s e  l a  s u i v a n t e
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P r o p o s i t i o n  1.

S i  f  s a t i s f a i t  aux  c o n d i t i o n s  d u  t h é o r è m e ,  i l  e x i s t e  un 
v o i s i n a g e  U = ( z + e , z + e )  d e  u t e l  q u e  p o u r  t o u t  x  U on  
a i t  t o u j o u r s  d e s  e n t i e r s  n ( x ) , m ( x )  p o u r  l e s q u e l s

f n ( x )  ( x ) - z  > e ;  f m<xh x ) - z  < - s

D e m o n s t r a t i o n  de  l a  P r o p o s i t i o n  1

S o i t  f ' . ( z )  =  -  C,  o u  C > 1 ,  p a r  l a  c o n t i n u t é  d e  f ! 

i l  e x i s t e  un v o i s i n a g e  V = (z-<5,z+<$j de  z t e l  q u e

-  / C > f 1 (x)  > p o u r  t o u t  x  e Vо

Nous c o n s i d é r o n s  l e  v o i s i n a g e  U = ( z - e , z + e )  a v e c  e = 6 / c 3 , 

Q uand  x 6 U o n  a  t o u j o u r s  | f J (x) | > / c  > 1 d o n c  i l
e x i s t e  un n-| t e l  que  f  (x j  n e  s o i t  p a s  c o n t e n u  d a n s  U.

On n o t e
r n jn =£ m in  in ^  t e l  q u e  f  (x)  ^  U}

A l o r s  | f n (x) -  z |  > e e t  | f ^ ( x j  -  z |  < e V i < n .

S a n s  l i m i t e r  l a  g é n é r a l i t é  on  p e u t  s u p p o s e r  q u e

f n (x j  -  z > e ( 1 )

A l o r s

I fП(xj -  z|  -  | f o f n_J (xj -  z|  = j f  J (Л) I * I fn 1(x) -  z|  (2)

o u  n e s t  une  v a l e u r  e n t r e  f n ^ ( x )  e t  z .  P u i s q u e  f n 1 (xj  
r e s t e  e n c o r e  d a n s  l e  v o i s i n a g e  U, g r e s t e  a u s s i  d a n s  ce  

v o i s i n a g e ,  d o n c  f ' ( n j  > C2 .
En r e m p l a ç a n t  d a n s  (2) on  a

c - â - d .  f n (x j  6 Vj f n (xj -  z I < C2 *e < C2 . <$/c3 < 6 ,
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П“” 1Nous c o n s i d é r o n s  l a  d i f f e r e n c e  f r (x) -  z e t  a v o n s

f n + 1 (x)  -  z = f  о f n ( x) -  z = f  ' ( v») • ( f n ( x ) - z )

ou  e s t  e n t r e  f n (x)  e t  z d o n c  i l  r e s t e  e n c o r e  d a n s  l e  
v o i s i n a g e  V.

A l o r s

f  ' ( \>) • ( f n (x) -  z ) <  /Ü *e  < e C - à - d .  f n+1 (x) -  z < -  e 

La  d é m o n s t r a t i o n  de  l a  P r o p o s i t i o n  1 e s t  t e r m i n é e .

Remarque
De c e t t e  P r o p o s i t i o n  on  p e u t  d é d u i r e  q u e  d a n s  ce  v o i s i n a g e  

i l  y  a  d e s  p o i n t s  t ,  p o u r  l e s q u e l s  f ( t )  > t ( r e s p .  f ( t )  < t )  
e t  i l  e x i s t e  un  c e r t a i n  e n t i e r  n t e l  q u e
f n ( t )  < t  ( r e s p .  f n ( t j  > t ) . En e f f e t ,  s i  t  G U s u p p o s e  

f ( t )  < t ,  on a  z+e > t  e t  d ' a p r è s  l a  P r o p o s i t i o n  i l  e x i s t e  

n t e l  q u e

f n ( t )  -  z > e Donc f n ( t }  > z+e > t .

D e m o n s t r a t i o n  du T h e o r e m e

P o u r  t o u t  
s u i v a n t

s i  f ( x )  > À,

s i  f ( x )  < x

x  G I  on d e f i n i t  un no m b re  e n t i e r  n ( x )

n ( x )  t e l  q u e  f a ( x )  > x  a v e c  n  ^  n ( x )  e t

cn ( x ) +1 . л . f  (x)  < x

, n ( x )  t e l  q u e  f n (x_) x  a v e c  n  £  n ( x )

f n ( x ) + , ( x )  > X

c o m m e

e t

e t  p o s e

N = m i n í n ( x ) ,  V x G 1}

d ' a p r è s  l a  P r o p o s i t i o n  p r é c é d e n t e  N e s t  un no m b re  e n t i e r  

f i n i .  Dans l e  c a s  N = 1 l a  c o n c l u s i o n  du T h é o rè m e  e s t  
d o n n é e  d a n s  l a
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P r o p o s i t i o n  2

S o i t  f  u n e  a p p l i c a t i o n  c o n t i n u e  d e  I  d a n s  l u i - m ê m e .  
S u p p o s e  f  a i t  d e s  p o i n t s  x  G I  a v e c  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e

f ( x )  > x ( r e s p .  f  (x)  < x) e t  f 2 (x)  < x ( r e s p .  f 2 (x)  > x)

A l o r s  i l  e x i s t e  u n e  o r b i t e  p é r i o d i q u e  d e  p é r i o d e  2 .

N ous  f e r o n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  d a n s  l e  c a s  f ( x )  > x e t  
f 2 (x)  < x.

Vu q u e  f 2 ( x )  < x e t  f 2 ( 0)  ■> 0 ,  d a n s  l ' i n t e r v a l l e  C0, x)  

i s  e x i s t e  au  m o i n s  un p o i n t  y  t e l  q u e  f 2 (y)  = y .  On a p p e l l e  
p l e  p o i n t  l e  p l u s  p r o c h e  d e  x t e l  q u e  (p )  = p .  A l o r s
f 2 (q) ф 1 a v e c  q G ( p , x ) .

P u i s q u e  f 2 ( x)  < x  on a

f 2 (q) < q  a v e c  t o u t  q G ( p , x j  (1)

S i  p n ' é t a i t  p a s  un p o i n t  d ' u n e  o r b i t e  p é r i o d i q u e  de 

p é r i o d e  2 ,  a l o r s  p s e r a i t  u n  p o i n t  f i x e  d e  f  : f ( p )  = p .
Dans l ' i n t e r v a l l e  ( p , x j  o n  a u r a i t  t o u j o u r s  f ( q )  ф q  e t  

f ( x )  > x d o n c

f  ( q )  > q a v e c  t o u t  q G (p,x_) (2)

A l o r s  i l  e x i s t e r a i t  un p o i n t  t  p r è s  de  p t e l  q u e  t  G ( p , x )

p  < f  ( t  ) •£ x  ( 3 )

P a r  (2) e t  ( 3)  on a u r a i t  f 2 ( t )  = f o f ( t j  > f ( t j  > t .

C e l u i  e s t  a v e c  ( 10 .  Donc f ( p )  ф p , e t  p e s t  u n  p o i n t  
p é r i o d i q u e  d e  p é r i o d e  2 .

Le c a s  o ù  f ( x )  > x e t  f 2 (x)  = x e s t  e v i d e n t .
Nous r e v e n o n s  à l a  d é m o n s t r a t i o n  du T h é o r è m e  d a n s  l e  c a s  où 

N ^  2 .  On n o t e  u l e  p o i n t ,  p o u r  l e q u e l  n ( u )  = N e t  s u p p o s e  

f  (u) > u .  A l o r s  on a
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c i  \ ~~ -̂N, ч , _N+1 - чf ( u )  > u ,  f  (u)  > u  e t  f  (u)  < u

NN o t e  v  = f  (u) on a  v  > u
En c o m p a r a n t  v  a v e c  f ( u )  on  o b t i e n t  l e s  s u i v a n t s

Dans  l e  c a s  v = f ( u ) ,  c - à - d .  f N+  ̂ f ( u )  = f ( u ) .
S i  N ^  3 e t  f  f ( u )  ф f ( u )  c ' e s t  f ( u )  q u i  e s t  p o i n t  

p é r i o d i q u e  d e  p é r i o d e  p l u s  g r a n d  q u e  2 . D '  a p r è s  T h é o rè m e  
de  S h a r k o v s k i  (C5I1) i l  e x i s t s  d e s  p o i n t s  p é r i o d i q u e s  de  p é r i o d e  

2 .  Donc n o u s  n e  c o n s i d é r o n s  l e  c a s  o ù  de  ce  q u e

'  o f ( u )  = f  (u)

i l  r é s u l t e
f o f ( u )  = f ( u j

Dans l e  c a s  v  > f ( u )  i . e .  o f (u) f ( u )  d ' a p r è s  l a

d é f i n i t i o n  d e  N on  a

f o f ( u )  > f ( u j

En somme, d a n s  l e  c a s  v  ^  f ( u )  on  o b t i e n t

f o f ( u )  _> f ( u )

De l a  d é f i n i t i o n  de N, e n  a p p l i q u a n t  p o u r  f ( u )  on  a

f No f ( u J  _> f  (u)  e t

f ( v )  = f N+1 (u) = f No f ( u )  >_ f  (u)  > u

C e t t e  c o n t r a d i c t i o n  e x c l u s e  l a  p o s s i b i l i t é  v ^  f ( u ) .

Donc n o u s  a v o n s

f ( v )  < u < v  < f  ( u)

D ' a p r è s ' l e  t h é o r è m e  d e s  v a l e u r s  i n t e r m e d i a i r e s  i l  e x i s t e  d e s  
p o i n t s  d a n s  ( u , v ) , a u x q u e l l e s  l a  f o n c t i o n  f  p r e n d  l a  v a l e u r  

v .  On n o t e  w l e  p o i n t  l e  p l u s  p r o c h e  de u t e l  q u e
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f ( w)  = V

P u i s q u e  f ( u )  > v ,  d a n s  l ' i n t e r v a l l e  ( v , w)  on a  t o u j o u r s

f ( x )  > v  > X p o u r  t o u t  X G ( u , w)  (4)

On a  a u s s i

f o f ( w )  = f ( v )  £  u e t  f o f ( u )  > u  p u i s q u e  f ( u )  > u .  

A l o r s  i l  e x i s t e  u n  p o i n t  s  G ( u , w)  t e l  q u e

f o f ( s )  = s

P a r  (4) l e  p o i n t  s  n ' e s t  p a s  un  p o i n t  f i x e .

C .Q .F .D .

Remarque

En g é n é r a l  l a  n o h - s t a b i l i t é  p o s i t i v e  d e s  p o i n t s  p é r i o d i q u e s  

d e  p é r i o d e  N n ' i m p l i q u e  p a s  l ' e x i s t e n c e  d e s  p o i n t s  p é r i o d i q u e s  
d e  p é r i o d e  2N. P a r  e x e m p l e

f ( x j  = x a a v e c  a  > 1.
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A n e g a t i v  i n s t a b i l i t á s  i m p l i k á l j a  a  2 p e r i ó d u s u  p á l y a

l é t e z é s é t

N g uyen  Cong Thanh  

Ö s s z e f o g l a l ó

A d o l g o z a t b a n  a  k ö v e t k e z ő  t é t e l t  b i z o n y l t j u k  b e :  
l e g y e n  f  a  СО, 13 i n t e r v a l l u m  e g y  l e k é p z é s e  önma­

g á b a ;  h a  f - n e k  l é t e z i k  e g y  zE СО, 13 f i x p o n t j a  ú g y ,  
h o g y  f ' ( z )  < - 1 ,  a k k o r  a z  f  l e k é p z é s n e k  v a n  2 p e r i ó d u s u  
p á l y á j a .

The n e g a t i v e  u n s t a b i l i t y  i m p l i e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  2 - p e r i o d

p o i n t

N g u y en  Cong T h a n h

Summary

I n  t h i s  p a p e r  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  i s  p r o v e d :
1

l e t  f  b e  a  C - m a p p i n g  o f  t h e  i n t e r v a l  CO, 13 i n t o  i t s e l f ;  

i f  t h e r e  e x i s t s  a  f i x e d  p o i n t  z G CO, 13 o f  f  s u c h  t h a t  
f ' ( z ) < - 1 ,  t h e n  t h e  m a p p i n g  f  h a s  2 - p e r i o d  o r b i t .
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ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ВЛЕЧЕТ ЗА СОБОЙ СУЩЕСТВОВАНИЕ ОР
БИТЫ ПЕРИОДА 2

Нгуен  Конг  Тхан

Р е з ю м е

В р а б о т е  д о к а з ы в а е т с я  следующая т е о р е м а :  п у с т ь  f  о т о б р а -  
1

жение  к л а с с а  С и н т е р в а л а  СО,U  в с е б я ;  е с л и  с у щ е с т в у е т  н е п о д ­
виж ная  т о ч к а  z 6 C 0 , i : ]  т а к а я ,  ч т о  f ' ( z ) < ~ l  , то  т о г д а  о т о б р а ж е н и е  

f  и м е ет  о р б и т у  п е р и о д а  2 .
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