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En considerant un systéme dynamique on voit que la non-
-stabilité des orbites périodiques en générale conduit au
chancement du comportement asymptotique de systéme. C'est le
phénoméne de bifurcation. Les bifurcation locales typiques
dans le cas d'une dimension sont exprimmées dans les théorémes
bien connus de Guckenheimer (2). Dans les bifurcations
possibles on s'interesse bien aux bifurcations de période
double. Puisque le phénoméne de bifurcations de période
double est utilisé pour expliquer l'une des maniéres de
naissance de la turbulence. Putrement dit, la turbulence dans
quelques systémes peut &tre considerée comme 1l'accumulation
de successives bifurcations de période double (voir [11,C31).
Le théoreme suivant montre que le phénoméne de bifurcations
de periode double est la consequence de la non-stabilite
négative. C-3d-d. la non-stabilité négative des points
périodeques de période n d'un systéme & une dimension implique

l'existence des points périodiques de période 2N.

THEOREME

1 de l'intervalle

Soit f une application de classe C
I =1[0,1] dans lui-meme. S'il existe un point fixe non-
-stable négatif, c-d-d. il existe un point z € I tel que
f(z) =z et f£'(z) < -1. Alors l'application £ a une orbite
de periode 2.

Dans la demonstration du theoréme on utilise la suivante



Proposition 1.

Si f satisfait aux conditions du théoréme, il existe un
voisinage U = (z+e€,z+e) de u tel que pour tout x U on

ait toujours des entiers n(x),m(x) pour lesquels

g E) py 2 5oy fBIRY 0y g 2l

Demonstration de la Proposition 1

golt f£'(z) = = C; ou C > 1, p&r la‘continute de r£*
il existe un voisinage V = (z-§,z+8) de =z tel que
= JC-> EViky » Cg pour tout x € V
Nous considerons le voisinage U = (z-¢,z+e) avec e = §/c?,

Quand x € U on a toujours |f'(x)| > YC > 1 donc il
1
existe un nq tel que £ (x) ne soit pas contenu dans U.

On note
n
n = min {n; tel que £ (x) ¥ U}

Alors |f%(x) - z] >¢ et |f'(x) -~z| e ¥ i< n,

Sans limiter la généralité on peut supposer que

%) ~7 > & (1)
Alors

1£2(x) - z| = |fof™ 1 (x) - z| = [£2 () || (x) - z] (2)

od N est une valeur entre fn_1(x) et z. Puisque fn_](x)
reste encore dans le voisinage U, 1 reste aussi dans ce
voisinage, donc f'(n) > C2.

En remplacant dans (2) on a

| £%(x) - z| < C%+e ¢ C2. &/c® < &, ¢c-4-d. £ (x) €V
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Nous considerons la difference fn-1(x) - z et avons

n+1

7N (%) - z = fof™(x) - z = £'(v)e (£ (x)~-2)

ou est entre fn(x) et 2z donc il reste encore dans le
voisinage V.
Alors

n+1

F'(v)e (£7(x) - z)< /Coe < e €-a-d. 27 (x) - 2 <- ¢

La démonstration de la Proposition 1 est terminée.

Remarque

De cette Proposition on peut deduire que dans ce voisinage
il y a des points t, pour lesquels f£f(t) > t(resp. f(t) < t)
et il existe un certain entier n tel que
fn(t) <t (resp. fn(t) > t). En effet;, si t € U suppose
f(t) <t, ona 2z+e > t et d'aprés la Proposition il existe
n tel que

f(t) - z > e Donc f(t) > z+e > t.

Démonstration du Théoréme

Pour tout x € I on definit un nombre entier n(x) comme

suivant
si f(x) > %, n(x) tel que £'(x) > x avec n £°n(x) et

fn(x)+1(x) < x

si f(x) < x, n(x) tel que f%(x) x avec n £ nix). et

g (X)+1 o) > x

et pose
N = min{n(x), V x € I}

d'aprés la Proposition précédente N est un nombre entier
fini. Dans le cas N = 1 1la conclusion du Théoré&me est
donnée dans la
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Proposition 2

Soit f une application continue de I dans lui-méme.

Suppose f ait des points x € I avec les proprietés suivantes
fix)y >iwdrenp. E(X) <) et E2(H) 5 x ( respi fi(x) 3 x)

Alors il existe une orbite périodique de periode 2.

Nous ferons la démonstration dans le cas f(x) > x et
EF (%Y 2.

Vu que £*(x) £ x et £%2(0) > 0, dans l'intervalle [O,x)
is existe au moins un point y tel que f“(y) = y. On appelle
p le point le plus proche de x tel que £2 (p) = p.-Alors
) #71  amec g -€ (pyx).

Puisque f?(x) < x on a

f2(q) < g avec tout gq € (p,x) (1)

Si p n'était pas un point d'une orbite périodique de
periode 2, alors p serait un point fixe de f : f(p) = p.
Dans l'intervalle (p,x) on aurait toujours f(q) # g et
£{x) > ¥ donc

£{g) » g avec tout g€ (p,x) (2)

Alors il existerait un point t prés de p tel que t € (p,x)

B < () £ = (3)

Par (2) et (3) on aurait £5(t) = Fof(t) = L(t) > t,
Celui est avec (1). Donc f(p) # p, et p est un point
périodique de periode 2.

e ' cas ol f£(x) > x et f2(x) = x est evident.

Nous revenons & la démonstration du Théoréme dans le cas ol
N > 2. On note u le point, pour lequel n(u) = N et suppose

£f(u) > u. Alors on a
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N+1(u) e

£(u) > u, £9(u) > u et £
N
Note' wv-= "F"(u) - on a v z.u
En comparant v avec f(u) on obtient les suivants

Dans le cas v = f(u), c-a-d. fN+1 fl{a) = £fu).

S1 N >3 et f £(u) # £(u) c'est  f(n) qui est point
periodique de periode plus grand que 2.D' aprés Théoréme

de Sharkovski (C5]) il exists des points périodiques de période
2. Donc nous ne considerons le cas od de ce que

N-1

£ o f(u) = f(u)

il résulte
fof(u) = £f(u)

Dans le cas v > f£(u) i.e. fN_]of(u) f(u) d'aprés la

définition de N on a

fof (u) . > iEluy
En somme, dans le cas v > f(u) on obtient
fof(u) > f£(u)

De la définition de N, en appliquant pour f(u) on a
N
f2of(a) = Ef{u) et
£(v) = 97 ) = Nof(w > £(w) > u

Cette contradiction excluse la possibilité v > f(u).

Donc nous avons

£iv) £ n x°vis £{u)

D'aprés le theoréme des valeurs intermediaires il existe des
points dans (u,v), auxquelles la fonction f prend la valeur

v. On note w le point le plus proche de u tel que
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f(w) = v

Puisque f(u) > v, dans l'intervalle (v,w) on a toujours

filsg), S vi>ex pour tout x € (u,w) (4)
On a aussi
rox{w) = £(v) s 1 et fof(u) > u puisque f(u) > u.
Alors il existe un point s € (u,w) tel que
fof(s) = s

Par (4) le point s n'est pas un point fixe.

C.Q.F.D.

Remarque

En général la non-stabilité& positive des points périodiques
de periode N n'implique pas l'existence des points périodiques
de periode 2N. Par exemple

f(x) = x* aves a > 1.
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A negativ instabilitas implikdlja a 2 periddusu palva

létezését

Nguyen Cong Thanh

Osszefoglald

A dolgozatban a kdvetkezO tételt bizonyitjuk be:

legyen £ a 1[0,1] intervallum egy c! lek&pzése &nma-

gaba; ha f-nek 1létezik egy zZ€ LO,1] fixpontja ugy,
hogy £'(z) <=1, akkor az f 1leképzésnek van 2 periddusu
palyaja.

The negative unstability implies the existence of 2-period

point

Nguyen Cong Thanh

Summary

In this paper the following theorem is proved:
let £ be a C1—mapping of the interval (O,1] .into itself;
if there exists a fixed point Z, “& AEOWNS of " . £ 'siuch that
f'(z) < -1, then the mapping f has 2-period orbit.



OTPHUUATEJILHASI HEYCTOWYMBOCTH BJIEYET 3A COBOW CYHECTBOBAHHUE OFP -
BUTH MNEPHOIA 2

HryeH KoHr TxaH

Pes3swMe

B paboTe OOKa3HBaeTCHa clienymomas TeopeMma: nycts £ orotpa-

il
XeHue kJylacca C- uHTepBana [0,1] B cebsa; ecyii cymecTByaT Henomn-
BHXHasa Touka z€[0,1]1 Takasa, uto f'(z)<-1, TO TOorma oTO6paxeHHe

f uMmeeT opbuTy nepuoma 2.
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