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§ 0. Введение

В этой заметке авторы предлагают одну алгебраическую сис­
тему так называемую квазимодулем.

По определению квазимодуля, введенному в §1, класс всех 
квазимодулей включает в себя, в частности, все группы и все 
модули. Некоторые конструкции, позволяющие построитв новые ква­
зимодули из заданных квазимодулей указаны. Благодаря этому, в 
частности, можно построить простые примерыквазимодулей, не яв­
ляющихся ни группами ни модулями. Одно условие, необходимое и 
достаточное для того, чтобы одна группа с кольцом унарных опе­
раций была квазимодулем, потом, сформулировано.

В §2 сформулируются характеристики некоторых классов зна­
комых групп /Бернсайдовых групп, П D - групп, D - групп/ в тер­
минах квазимодулей. Это, с одной стороны, дает более глубокие 
примеры квазимодулей, и с другой стороны, наводит на мысль 
одного подхода к группам со стороны колец.

§ 1. Определение и примеры.

1. Под кольцом мы будем понимать ассоциативное кольцо /не обя­
зательно с единицей/. Квазимодулем_над_кольцом Р , или коро- 
че, _р_-_кЕ^а^зимодулем будем называть любую группу G с коль­
цом р унарных операций, удовлетворяющих, для лю^ых a€G ; 
a,ß6P , следующим условиям

/КВМ.О/
/КВМ.1/
/КВМ.2/

е
а
а

е .



-  74  -

OLгде через а обозначаем результат применения операции aGfi 
к элемнту a6G , е - единица группы G .

Если, кроме этого, кольцо fi обладает единицей е и для 
любого aGG

/КВМ.З/ ае = а ,
то fi - квазимодуль G называется унитарным.

Непосредственно из /КВМ.1/ и /КВМ.2/ получаем 
/KBM.V а° = е ,

и также

/КВМ.5/ а-а = (а“)'1
где о - нулевой элемент кольца fi

А если G унитарен, то, ввиду /КВМ.2/ и /КВМ.З/, мы 
имеем также

/КВМ.б/ а-а = (а_1)а

Замечание 1. Класс всех квазимодулей над заданным кольцом сос­
тавляет многообразие fi - групп /об fi - группах см., напри­
мер, [дП или C2J /. Многие понятия и результаты из теории 
fi - групп, поэтому автоматически перенесены на случай квази­

модулей. Мы сможем говорить, например, о подквазимодулях и об 
идеалах данного квазимодуля, о фактор-квазимодуле по его идеа­
лу, о гомоморфизме квазимодулей и т.д. Во избежание громозд­
кости, в дальнейшем такие понятия и факты мы будем использо­
вать, считая известными.

В качестве первых примеров квазимодулей мы можем взять 
следующие две известные алгебраические системы.

Пример 1. Каждый fi - модуль /унитарный/ является fi - квази­
модулем /унитарным/.

Пример 2. Каждая группа G превратится в унитарный квазимодуль
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над кольцом Z целых чисел если под "действием" операции nez 
на элемент aGG мы понимаем воздействие в степени п элемен­
та а в группе G . Наоборот, если G любой унитарный Z - 
квазимодуль, то, ввиду /КВМ. 1/ и /КВМ. 3/ результат примене­
ния операции nez к a6G не что иное как возведение в сепени 
п элемента а в группе G . Итак, в каком-то смысле мы мо­
жем отождествлять группу G с унитарным Z -квазимодулем G .

2. Естественно возникает такой вопрос: существуют ли квазимо­
дули, не являющиеся ни унитарными z -квазимодулями, ни моду­
лями. В следующем мы покажем, что таких квазимодулей много.

Прямой проверкой легко доказать следующую теорему

Теорема 1. 
iei , g±
ЦОМ P i  .

G = IIGj , I 1ведением

Пусть I - любое множество индексов и для каждого 
есть квазимодуль /унитарный/ над некоторым коль- 

Тогда декартово произведение G групп Gi , 
будет квазимодулем /унитарным/ над декартовым произ- 
Р колец , P = IIPi

Пример 3- В теореме 1 для каждого выбора квазимодулей Gi та­
ких, что группа g  не абелева и кольцо Р неизоморфно коль­
цу z целых чисел мы получаем квазимодуль /именно Р - квази­
модуль G /, не являющийся ни унитарным Z - квазимодулем, 
ни модулем. В частности, благодаря Теореме 1 можно простроить 
квазимодули, не являющиеся ни унитарными Z - квазимодулями, 
ни модулями, исходя только из унитарных z - квазимодулей и
модулей.

Система подгрупп {Ai | iei} группы G такая, что 
ид.; = g называется покрытием группы g . Если, кроме этого,I 1подгруппы Ai абелевы, то это покрытие называется абелевым_ 
покрытием.

Теорема 2. Пусть G - произвольная группы и { Ai | iei } 
некоторое ее покрытие такое, что каждая подгруппа Ai явля-
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ется квазимодулем /унитарным/ над некоторым кольцом . Че­
рез р̂_ обозначением i -ую проекцию декартова произведения 
ITfi-j . ТогдаI х р . а р . а

fi = { абГШ. I V. . (абА.пА. — а 1 = а  ̂ )}j 1 1 / D 1 D

будет кольцом с одними и теми же операциями сложения и умноже­
ния, определенными в nfi. /подкольцом кольца nfii /, a G

I 1 1будет квазимодулем над fi , если действие aeAj_ на a€G 
определяется следующим образом: для любого aGAj_, аа = apia

Доказательство. Видно, что для любых а б А ^ А . , a,ßefi ,
мы имеем

р±(а+В) р±а+р±£ р.а p i  р.а p.ß р . а+ p.ß p.(a+ß)
a = a = a  . a  = a 3 . a 3 = a 3 J =a ^
р.(-а) -р.а p а _ p а , -р.а р.(-а)

a 1 = a 1 = ( a 1 ) = ( a ^  ) - a 3 = a 3
p.(aß) р.а.p.ß р.а p.ß р.а p.ß р.а.p.ß p.(aß) 

a 1 = a 1 1 = (a 1 ) 1 = (a ) Э = a 3 > = a 3
р.а р.а

/заметим, что а = a J бА^А^ /. Это означает, что а + ß , 
-а , aß также принадлежат fi . Таким образом fi является 
кольцом с одними и теми же операциями сложения и умножения, 
определенными в П£У

Так как e6Ai для всех iei , то для любого aefi
a p.a е = е = е.

Потом при любых абА.̂  , a,ßGfi

a + ß  а = а
pi(a+ß) Р^а+р±В р±а р± ß„ _ _ _ a ßа = а . а  = а . а

aß Pi<“6) Р1а.Р1в P±« Р,В а оа = а = а = ( а ) = ( а ) .
p a

/заметим, что а 6А^ /. Итак G является fi - квазимоду­
лем .

Теперь допустим, что квазимодули Ai унитарны. Тогда 
ясно, что кольцо ïïfii имеет единичный элемент е, i-й компо­
нент которого есть единичный элемент ei кольца fi..
Но тогда, для любого а6А..пА_., мы имеем
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Pie ei ej pjea = a = a  = a J = a J

значит , и тогда
Затем, при любом абА.̂

является подкольцом кольца

е .е Р±е ! а = а х = а х = а
значит, в этом случае, р- квазимодуль g унитарен.

Покрытие {а ± I i6i} группы g называется непе£е£екаю- 
щимся если -* A-^nAj = Е) j где е - единичная
группа.

Непосредственно из Теоремы 2 следует.

Следствие 1. Если {a í | i€i} непересекающееся покрытие 
группы G и для каждого iei , А^ есть квазимодуль /унитар­
ный/ над некоторым кольцом Рд_ , то G будет квазимодулем 
/унитарным/ над n^i

Как известно, что каждую абелеву группу А  можно считать 
модулем над Z или над Нош (а , а ) . Следовательно, из Тео­
ремы 2 и Следствия 1 следует

Следствие 2. Если | iei} - абелево покрытие /непересе­
кающееся/ группы g , то g будет унитарным квазимодулем
над некоторым подкольцом кольца nfi-, /над nPi /, гдет_ Ifii , iei , есть либо z либо нош (А±, а ± ) .

Пример 4. Рассмотрим абелеву группу из четырех элементов 
G = {е,а,Ь,с} , заданную следующей таблицей.
Видно, что циклические подгруппы второго 
порядка А1 = {е, а} , А2 = {е,Ь}, А3={е,с} е 
составляют непересекающееся абелево пок- а 
рытие группы g • По Следствию 2 можно Ь 
считать G унитарным квазимодулем, с
например, над ẑ  j где Z2 ~ кольцо
вычетов по модулю 2. Ясно, что этот квазимодуль не является
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унитарным Z - квазимодулем; он также не является модулем так 
как, например

а(1,1,0) ь (1,1,0)
в то время

ab = с ,

(ab) (1,1 ,0 ) с(1,1,0) = е
Пример 5- Рассмотрим симметрическую группу третьей степени

S 3 = {е, (12), (13), (23), (123), (132)} .
Легко видеть, что циклические подгруппы второго и третьего по­
рядка

Ад={е,(12)}, А 2 = {е,(13)}, А 3={е,(23)}, А 4={е,(123),(132)}
составляют непересекающееся абелево покрытие группы s3
Снова по Следствию 2 можно считать S0 унитарным квазимодулем,3 3например, над z2 х z3 . Видно, что этот не является унитар­
ным Z - квазимодулем; он также не является модулем так как 
s3 не коммутативна.

Замечание 2. Пусть <р = Д — ß гомоморфизм кольца Д в кольцо 
ß . Тогда, если G есть ß - квазимодуль /унитарный/, 
то G будет Д - квазимодулем /унитарным/, где действие

элемента абД на элемент a6G определяется следующим об-
а ш ( а ) „ _разом: а = а т .В частности, если G есть квазимодуль

/унитарный/ над кольцом ß , то G будет также квазимодулем
/унитарным/ над любым подкольцом кольца ß

Пусть G - группа с кольцом ß унарных операций и 
пусть {А^ I 161} - некоторое покрытие группы G . Если для
каждого iei , подгруппа вместе с операциями из ß составля­
ет ß - квазимадуль, то мы будем называть {а 3 | iei} докрытием 
ß - квазимоддлей_ группы G. А если, a i вместе с операциями из 
ß составляет ß - модуль, то мы имеем покрытие ß -модулей груп­
пы G.

Из Теоремы 2 и из Замечания 2 следует
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Следствие 3. Если G - группа с кольцом fi унарных опе­
раций и íAi I lei} - некоторое ее покрытие fi - квазимоду­
лей /унитарных/, то G будет fi - квазимодулем /унитарным/.

3. fi - квазимодуль, порожденный одним элементом а называ­
ется циклическим и обозначается (а) .

Лемма 1. Любой унитарный циклический fi - квазимодуль явля­
ется унитарным циклическим fi - модулем.

Доказательство. Пусть (а) есть унитарный циклический fi - 
квазимодуль, порожденный элементом а . Ввиду унитарности 
легко видеть, что (а )= {аа | aGfi} . Затем при любых 
a,ß,y 6 fi имеем

аa . 3+а = a а

<a“ . a6 )Y = (aa + B )Y = a <a+B>Y = aaY+ßY = a“Y . a ßY= (a“ )Y .(aS )Y 

Итак (а) является унитарным циклическим fi - модулем.

Теорема 3. Пусть fi - кольцо с единицей и g - группа с 
кольцом fi унарных операций. Для каждого aGG поставим
Аа = {аа I aefi} • Тогда g будет унитарным fi - квазимоду­
лем тогда и только тогда, когда {а I aGG} составляет пок- 
рытие унитарных циклических р - модулей группы g

Доказательство. Достаточность непосредственно следует из След­
ствия 3. Пусть G есть унитарный fi - квазимодуль. Тогда 
при каждом aGG , А а должен быть унитарным циклическим 
подквазимодулем, порожденным элементом а , и следовательно, 
по Лемме 1, А а будет унитарным циклическим fi - модулем. 
Таким образом система {да | aGG} составляет покрытие унитар­
ных циклических fi - модулей группы g
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§ 2. Характеристики некоторых классов групп в терминах квази­
модулей .

1. Как известно в теории групп, бернсайдовское многообразие 
экспоненты п определяется тождеством

пX = е .
следующая теорема дает одну характеристику групп из бернсайдов 
ского многообразия экспоненты п в терминах квазимодулей.

Теорема 4. Группа g принадлежит бернсайдовскому многообра 
зию экспоненты п тогда и только тогда, когда g является 
унитарным квазимодулем над кольцом zn вычетов по модулю п .

Доказательство. Пусть группа g принадлежит бернсайдовско­
му многообразию экспоненты п . Через И  обозначаем класс 
числа г по модулю п и для любого aSG поставим

где аг есть г -ая степень элемента а . Очевидно для 
любого г

не 1— 1 = е .

Затем для любого a6G и лбых г,А имеем

а Н  + М  = аЕг + Д  . аг+А = аг.а* - а й . а И  ,

а Ы • И  „ аМ  = агА = (аг,л . (аН ) El ;

а М  . а1 = а .

Таким образом G является унитарным zn - квазимодулем.

Обратно, пусть g унитарный zn - квазимодуль. Тогда для 
любого a6G , ввиду /КВМ.З/, /КВМ.1/ и /КВМ.4/, имеем

па 3. . d . • . 3. а И . а И а м + м + . . . + и
п раз п раз п раз
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Итак группа g должна принадлежать бернсайдовскому многообра­
зию экспоненты п .

2. Пусть П некоторое множество простых чисел. Любое целое число 
г ; все простые делители которого принадлежат П, называется 

П-^ислом_. Группа g называется ̂ ^группой^ если для любого 
aGG и любого П-числа г > О , уравнение

хГ = а ( 1)
имеет ровно одно решение. В частности, если П совпадает с мно­
жеством всех простых чисел, то Пв-группу будем называть просто 
й~£РУпДОй* Пв-группы и В-группы были рассмотрены впервые Баумс- 
лагом и оказалось, что они обладают многими интересными
свойствами. В следующем мы сформулируем для этих групп характе­
ристики в терминах квазимодулей.

Через z Qi ^  обозначаем кольцо всех рациональных чисел 
вида Д , где п - целое, г - положительное П-число или 

г = 1.

Теорема 5- Группа G будет ПВ-группой тогда и только тогда, 
когда она является унитарным квазимодулем над кольцом z[n-1_] .

Доказательство,
каждого 

паг единственный элемент группы 
п

Пусть g  произвольная данная Пв-группа. Для
-1-aGG и каждого | 6 Z [п Q

, Г \Г (а ) = п
-1-Тогда каждый элемент из колца z Ql J

одну унарную операцию на группе
, тот. е.

вательно

мы обозначаем через 
такой, что

однозначно определяетn _ mпотому что если г \  m
nX = mr п

га = а
m
А

П л
(ar )rÀ = an ^= amr и слеД°”= (ал ) '

П г -1-1Теперь при любом 7 е z Ql _[ n
r-l- имеем

n
, r,r n r (e ) = e =e=e j

»rотсюда e .
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Затем, при любых a, b€G пn m _ m n
ab = ba > ТО ar b^ b^ ar
докажем ДЛЯ случая m _ -i . ] X 1 . :а и ь следует, что eb-1-, П П ( аотсюда ь"х аГ b ar f или

п ш г - 1 -люоых j  с ь |_л j f если 
. В самом деле, достаточно

Из коммунитативности элементов
п . п— , г , - 1  — , пг b) = Ь ,лг,г , , -1 п, *а' (а ) b°b а Ьп п

аг ь = Ь аг
В качестве частного случая доказанного утверждения имеем

п ш m п
г X X га а = а а

при любых a6G;  ̂ ' X 6 z[n""XJ •,-1-

Используя последний факт получаем 
n m nX+mr

, г X srX , rX . rX nX+mr nX mr (а ) = (а ) = а = а . а
пХ шг

, rX,rX , rX.rX , .= (а ) (а ) = (а ) (а )
n m
r NrX , T.rX

n ш
, r X.rX = (а . а ) ,

отсюда п т  
г “Га = а

т
А

Затем мы имеем также 
п т  п т п

<<аг )Х )г Х = <<<ar ) V ) r = ((аг )т )Г 
п

,, г.гчт пт= ( ( а ) ) = а ,
отсюда

n m пт
, г.Х гХ ( а ) = а = а

п т 
г * X

Итак мы доказали, что g является z О Т 1] - квазимодулем. 
Унитарность этого квазимодуля очевидна.

Обратно, пусть g есть унитарный z Ql-1] - квазимодуль. 
Тогда для каждого a6G и каждого П-числа г > о  ̂ уравне­
ние /1/ имеет ^
/КВМ.2/ и /КВМ.З/

в качестве решения потому, что ввиду



-  83 -

1 1
. г,г г’ г 1( а ) = а = а = а

Затем, если Ь - любое решение уравнения /1/, то 
1 1 1

Ь = ЬГ 'Г = <ЬГ)Г = аг
Таким образом уравнение /1/ имеет единственное решение в груп­
пе G ; иначе говоря, G является ГИЭ-группой.

Заметим, что когда П совпадает с множеством всех простых 
чисел, то Z Ql ^  становится полем Q всех рациональных 
чисел. Таким образом, в качестве прямого следствия Теоремы 5 
мы получаем следующую теорему

Теорема 6. Группа G будет D -группой тогда и толко тогда, 
когда она является унитарным квазимодулем над полем Q всех 
рациональных чисел.
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S u m m a r y

Quasimodules
Do Long Van - Nguen Kuok Toan

The notion of guasimodule is introduced, by definition of 
which the class of all guasimodules contains, in particular* 
all group and modules. It is shown that there are many guasimo­
dules which are neither groups nor modules. A necessary and 
sufficient condition for a group with a ring of unary opera­
tions being a guasimodule is shown. The characteristics of 
some well-known classes of groups in terms of guasimodules are 
formulated.

Ö s s z e f o g l a l ó

Kvázimodulok

Do Long Van — Nguen Kuok Toan

A cikk bevezeti a kvázimodulok fogalmát, melynek definíciója alapján a kvázimodulok 
osztálya tartalmazza speciálisan az összes csoportokat és modulokat. Megmutatja, hogy sok 
kvázimodul van amelyik sem csoport sem modul. Szükséges és elégséges feltételt ad arra, hogy 
egy olyan csoport amelyik rendelkezik egyváltozós operációk egy gyűrűjével kvázimodul legyen. 
A  csoportok néhány jól ismert osztályának jellemzőit leírja kvázimodul terminológiában.
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