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К В А З И М 0 Д У Л И ,  II. 

До Лонг Ван, Нгуен Куок Тоан

0. Понятие квазимодуля было введено в [_ 1 . В  настоящей за­
метке мы быдем определять и рассматривать некоторые специаль­
ные типы подквазимодулей, которые, как увидим, играют здесь 
такие же роли, какие играют в теории групп соответствующие ти­
пы подгрупп.

1. Пусть дан fi - квазимодуль G . Для любых a, bGG ;
ß€ и{1} поставим

[a,b] ß = df a-ßb N a b ) ß ;

Г “I b , — ß,И  g = df b <ab>

В следующем, вместо [ä, b] и [а]. мы тоже пишем просто
т _

[а, Ь~| и [а] соответственно.

Лемма 1. Пусть g произвольный fi - квазимодуль. Тогда 
для любых a, b из g и любых элементов ß^, ß2,..., ßn 
(n > 1) из fi мы имеем

ив ц е 2+- +в - t w h bп 2

ß2+- • +ß n
И bib

ß3+ .. . +ß n
• * • [  Ea T g ] Ь  • [ a J gn-1

n
n

Доказательство. Мы докажем индукцией по n . При п
лемма верна тривиально. При n = 2 имеем

, -(ß1+ß2 ) ß,+ß? -ß2 ~ß1 ß-, ß2
И «  = b 1 2  (ab) 1 2= b 2b Nab) Nab) 2 =

N +ß2

=  1

“ß, -ßn ßn ßo -ß2 ß2= b г Ъ 1 ( ab ) 1 b b tab)
ß.

, ß2 I— г b , ß2r л b rr *i b -j b Г-Л b= b И  о b [a] = [[a]ß ] - W ß .



т.е. лемма верна и в этом случае. Теперь допустим, что п > 2 
и лемма была доказана для п - 1 . Тогда, из верности лем­
мы для п = 2 и из индуктивного предложения следует

ы ßl+ß2+'
b

.+ß_~ L“J ß, + ( ß.,+ . . .+ß_ )”LL“J ß-кг
■n M1 = [ M ft] b

ß-+...ß 2 n
n C < + .

■C H S
-ib-ibß2+* • *+ßnrr -ib-|b®o+* • • + ß

M ß4

.+ß
bßn.

n

Î . . I W 1 -  Mn-1 ЧТ
значит лемма справедлива для n . Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть G произвольный заданный Œ - квазимодуль 
и пусть ßlf &2 ' • • • '  $п п -  ^  есть элемент из О такие, 
что каждый ßi/ i= l,2,...,n является эндоморфизмом или антиэн­
доморфизмом группы G . Тогда для любых a, b из G мы 
имеем

и е1+в2+. +е
ß-i Kßi +ß0+. 

= [a 1 2 . + &nr•Laß2jbß2+ß3+— +ßn raßn-ijbßn-l+ß
n

- ß i ß '  n г n*i b n. La J

где B>2 равно ß.̂ или О в зависимости от того, является 
ли ßi эндоморфизмом или антиэндоморфизмом группы G , 
i 1,2,..., n .

Доказательство. Легко видеть, что если ßj_ является эндо­
морфизмом группы G , то [а]о = [aßilbßi . : а если ß. - 
антиэндоморфизмом группы G , то [а] .= [а ] .От этого,
для каждого i, 1 < i < n , имеем

[ Ы ^ ] Ьв1+1+-
+ ß ß . , ß f , ß . . .+ßn _ |-|-a i-j bMijbpi+l pn

_ b'(Bi+l+-••+en) b"ei J l  b8i+i+...+en

-(e:+ei+i+...+Bn) BA Bi+B1+1+...+en = b a b
ß. , ßi+ßi+l+--*+ßn

- [a

Но тогда справедливость леммы 2 сразу следует из леммы 1.
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2. Пусть дан ß - квазимодуль G . Тогда множество

Z ( G ) = df {aGG I VbGG Va,ßG ßu(l} = [aa ,b]g = e}
мы будем называть центром ß - квазимодуля g

По определению видно, что z (G) < zgr(G) , где zgr(G) 
обозначает центр группы g . Итак, каждый элемент из z(G) 
перестановочен с любым элементом из G ; в частности, элемен­
ты из z(G) перестановочны между собой.

Теорема 1. Центр z(G) ß - квазимодуля /унитарного/ 
является ß - модулем /унитарным/ и является идеалом квазимо- 
ДУЛЯ G .

Доказательство. Из Определения центра видно, что если
aGZ(G) ТО aYGZ(G) при любом yeß

Пусть а, cGZ(G) . Тогда при любых bGG ;
a,ßGßu{1} мы имеем

,, .a, .ß , а а,, ß , а, а, 4.ß , а, , ß aß((ас) b) = (с а Ь) = (с (а Ь)) = (а Ь) с =
_ , ß aß aß _ , ß, aß aß. _ . ß, .aß— D 3 C — D ( C 3. ) — t) ( Э.С ) f

т.е. [(ac)a, b] R = значит acGZ(G) • Здесь и вß
дальнейшем мы условимся a . 1 = 1 . a = a при всяком aGß

Затем, если aGZ(G) , то для любого aGßu{l} ,
(а )а  = (аа ) = е  =е, т.е. (а ) = а .но тогда
ДЛЯ любых bGG, aGß, ßGßu{ 1} , [(а_1)а, b] g = [a_a, b] = e •
Потом, по определению центра, для любых bGG, ßGßu{l} имеем

е = [а, a-1b]g = a"ß(a-1b)~ßbß, т.е. b-ß(a-1b)ß = а“6

Но тогда [а-1, b]ß = (a-1)-ßb~ß(a-1b)ß=aßb-ß(a-1b)ß=aßa-ß=e • •
Итак мы доказали, что [](а-1 )a,b] g = е при любых bGG ,
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a , ß G f i u { l }  , значит a  1ez(G)

Так как элементы из Z ( G )  перестановочны между собой то 
для любых a ,  c G Z ( G ) ,  aGfi имеем ( а с  )а = с а а а  = а а с а . Таким 
образом z(g ) является подквазимодулем квазимодуля g и  

fi - модулем. Конечно,, если g унитарен, то z (g ) также 
унитарен.

Наконец, так как для любых a G Z ( G ) ,  b G G ,  ß G f i u f l }  , 

имеем [ a , b ]  g = е  , т.е. b _l3( a b ) g = a g G Z ( G )  то z(G)
является идеалом квазимодуля g . Теорема доказана.

Обобщая понятия центра квазимодуля мы приходим к понятию 
централизатора. Пусть даны два подквазимодуля а  , В  fi - 
квазимодуля g  . Тогда

Z A  ( В )  =  d f { a e A | V b 6 B  V a , ßGfiu{ 1 }  =  [ а а , b] =  е }

называется централизатором подквазимодуля в в подквазимоду­
ле А

Очевидно, что z (в) < Z^r(B) , где zfr(B) есть
А А А

централизатор подгруппы в в подгруппе а . Для рассматри­
вания Z (В) необходима следующая лемма .Pi

Лемма 3. Если fi -квазимодуль g удовлетворяет условию 
(1.) Аддитивная группа кольца fi обладает системой £

обозначающих, которая состоит из эндоморфизмов груп­
пы g  ,

то для любых a G G  , aGfi имеем

( а ’ 1 )“  =  а ' “
Доказательство. Пусть a G G aGfi Ввиду условия (1),

a  должен представиться в виде a =  a , + a „ + . . . + a  1 2  n при
- E , i =

Но тогда имеем
a . Gi n Где +E = E , -E ={-ô|ôGE}2,,.. , 3
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, , a,+a~+...+a , a, , a. , a„. -l.a , - 1 . 1 2  n , - 1  s 1 f - 1 , 2 , -1 , n(a ) =(a ) = (a ) ( a ) . . . ( a )
a. air 1 1 ot л 1 a -, -a, -a-, l.-l , 2.-1 , n .—1 1 „ 2=(a ) (a ) ...(a ) = a a

-(a, +a0+ . ..+a )1 2  n оi f= а = а
что и требовалось доказать.

-аn

Теорема 2. Если р - квазимодуль g удовлетворяет ( i ) ,
а a j в - два произвольных подквазимодуля квазимодуля g *
то z (В) будет подквазимодулем квазимодуля g •А

Доказательство. По определению видно, что из aez (в) сле-А
дует aY0Z (В) при любом ygp

Пусть а r ceZA (B), ьев, yeßuil} • В в и д у  ( 1 )  ,

, где Y i 0 î £ и { 1 }у = y!+y2+ "'’+Yn Мы имеем
V. 1 1 у, +Уо+. • .+Yг, \Y"|b ,- 1 , .у, ,- 1 , . ' 1 '2 'п ,L(ac)'J = Ь (ас)'Ь = Ь (ас) Ь =

- 1 . Y1 , Л  2 ,__Лп= Ь (ас) (ас) ... (ас) b .
Заметим, что при у.еХд{1} * T0 (ac)Yl = aYicYi ; при
(ac)Yi=cYiaY i ,TO (ac)^i =cYiaYl ; а элементы aYl,cYj(i ,j=l,...,n)
перестановочны между собой n e b  . Таким образом

Q a c ) Y}k = (ac)Y .
Пусть теперь a,ßef2u{l}, ß=ß1+ß2+... + ßn при ßie - £u {1}
Из только что доказанного и леммы 2 следует

[(ас)“] “ = [(ас) ?ßac)“62]

aß, aß„ aß

0 ß,'+ß~+...+ ß 0 ß' + ß,+...+ ß, aß, , 1  2 n aß 0 , 2  3 noob _ r,__. l-ib b — ' 2->b . .. {(ас) n]aßn-i b

, - mo - m_ aß,+aß5+ ...+aß
(ас) 1 (ас) ...(ас) = (ас)

a(ßi+ß2+...+ßn} aß= (ас) = (ас)
т.е. [(ac)a,b]g = е ; значит асегд(в)

Пусть
ßeoud}

аегд(в) , ьев
имеем по лемме 3

. Прежде всего при aeß
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Г и -1 >“• - ■[а~а, Ь]е = е .

Затем, если ßGß, ß = ß1+ß2+...+ßn , при з±6 ± Е , то
по лемме 2, имеем

[•"1л - й
-ß ßl+ß 2 + ” '+ßn 
. Х1 Ь

O ß'~ + ß -,+ ...+ ß 
"ß2nb 2 3 nI ]

-ß. в:
Г n-lLa J

n

-ßn (ß1+ß2+...+ßn ) 
a = a Г

т.е. [ja \  b]^ = е . Наконец, видно, что Га 1,b] =ab "'"а 1Ь=е 
Итак, мы доказали, что £(а = е при любых bGB •

a , ßGfiuil} . Но это значит a 1GZA (B)

Таким образом яд(в) является подквазимодулем квазимо­
дуля G . Теорема доказана.

Отношение между яд(в) и 2^г(в) устанавливается 
следующей теоремой.

Теорема 3» Если fi - квазимодуль G удовлетворяет (1)
А , В - два произвольных подквазимодуля квазимодуля G } 
то

VaGG ( aGZA ( В ) -*-*■ VaGEuí 1} = aaGZ^r(B))

Доказательство. Видно, что если абгд (в) f то VaGEuíl}
aaGZ^r (B) . Обратно, пусть имеет место последнее . Тогда** СГГ“ввиду (1) , легко видеть, что VaGfiu{l}=aaGZA (В) } отсюда

в частности, имеем [aaj]b = аа для любых bGB } aGfiuíl} 
Теперь пусть ßGfi, ß = ß1+ß2+...+ßn при 3.̂ 6 - Е , bGB .
Тогда по лемме 2 и только что сказанному
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[«“] S - [а Д
as, e'i+B2+’ • •+6n aS„ 8'2+вЗ+' " •+6n aS .S'2-1 bb  6 ...[a °]b n

otß.̂ aß2 aßn aß^+otß2+.. .+aßn a ( ß1+32+* • • + ßR ) ag
= а а ... а =а = а =а

Итак мы доказали, что Eaa,b]g = е при л1°бЬ1Х ьев, а,зеПи{1}. 
Но это значит аегд(в) . Теорема доказана.

Так как Z(G) = Z_(G) , из теоремы 3 следует

Следствие 1. Если П - квазимодуль G удовлетворяет ( 1 ) , то

Va€G (aeZ(G) VaSEuíl} : aa€Zgr(G)) .

Как увидим в дальнейшем, вообще гд(в)^ zgr(B) , даже в 
том случае, когда G удовлетворяет (i) . Следующее следствие
дает одно достаточное уловие для гд(в) = Zgr(B)

Следствие 2. Если П - квазимодуль G удовлетворяет (1) и

( 2 ) Va,Ь6 G Voten = b-1aab = (b-1a Ь)а
то для любых подквазимодулей А, в имеем z д ( б ) = zg r (B)
В частности, мы всегда имеем Z(G) = zgr (G)

Доказательство. Достаточно показать, что zgr(B) * za (b)
Пусть аег^св) . Тогда для любого ьев

,-1 .b a b = а
Отсюда, ввиду (2) , для любого аеПи{1}

, -1 a , ,, -1 , ,a ab a b = ( b  ab) = a ,
значит aaezgr(B) , и следовательно, ввиду теоремы 3, aez (в),А А
что и требовалось доказать.

3. Пусть А, в - два подквазимодуля П- квазимодуля G * Тогда
+ яаЫд( В)=df(абАIVb€B VaGPuí-1} Vß60u{1}: [b]^ 6B}
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называется нормализатором подквазимодуля в в подквазимодуле 
А  . В частности, n g (B) называется нормализатором подквазимо­
дуля в и обозначается N (в ) .

Очевидно, что NA ( B ) < N ^ r (B) , где ы^г(в) - нормализатор 
подгруппы в в подготовке а

Теорема Если 0 - квазимодуль G удовлетворяет (1) ;
А, В - два произвольных подквазимодуля, то N (В) будет под-

х д .

квазимодулем квазимодуля G .

Доказательство. Прежде всего видно, что если абы (в) , то
у  Аa 6N ( В ) при любом у6Í2/л

Затем, ввиду леммы 3, если a6N (В) , то для любых 
ЬбВ, a6Qu{-l} , ßSftuil} имеем 

, -1Ла -а
М  В > = М *  ев ,

значит а-1 е N (В) .
JLX

Пусть теперь а, сбыд (в) . Тогда при любом ЬбВ , если 
убЕ и {1} , то

м ( ас ) = (ас) ^Ь(ас)^ = с ^Ьа^с^ =
Y Y= [[ь]а ]с ев

а если уб-Еи {-1} , то

M (ac,Y =. < асГуЬ(асГ = a ^ c ^ b c V  = [ [ ь р З ^ е в  .

Затем, если а = а]_+а2+1 . *+ап / а.6 - Еи {-1} , то, ввиду 
только что сказанного, имеем при любом Ь б В

И
-(а,+а0+. . .+а ) а.+а~+...+а(ас) , ,  1 2  п , , , 1 2 п= (ас) Ь(ас)
-а-. -а ~ -а а, а-

= (ас) Х(ас) ...(ас) п Ь(ас) Х (ас)
а

. (ас ) п

= [•■•] [b](aC,ai [<ас)“2...](аС)“п 6В

Наконец, если ß = ß1+ß2+ • - - + ßn , ß.j_e - Eu U), то, из леммы 2 
и только что доказанного следует, что при любых ЬбВ, а60и{-1}
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Но это значит ас е N (В) • Теорема доказана.

Теорема 5. Если Р - квазимодуль G удовлетворяет (i) , 
в - произвольный подквазимодуль, то N(в) будет наибольшим 
подквазимодулем квазимодуля G , принимающим в в качестве 
идеала.

Доказательство. По теореме 4, n (b ) является подквазимодулем 
квазимодуля G . Затем, при любых Ь6В , aGN( В),ßefiui1} имеем

Но это значит, что в является идеалом n (b ) .

Пусть теперь а  - произвольный подквазимодуль квазимодуля 
G , принимающий в в качестве идеала. Тогда, если абА , то,

значит a6N(B) . Итак А < N(в ) . Теорема доказана.

Лемма 4. Пусть Œ - квазимодуль G удовлетворяет (1) , и 
А - произвольный подквазимодуль G . Тогда А будет идеалом 
квазимодуля G тогда и только тогда, когда он является нормаль 
ным делителем группы G .

Доказательство. Необходимость следует из определения идеала. 
Докажем достатосность. Пусть А - нормальный делитель группы. 
Тогда, при любых а€А , b6G имеем [a] GA . Затем, 
если ß = ß.+ß_+...+ß , ß.eí £u{l} , то, из леммы 2 и толькоI 2. П 1
что сказанного следует, что для любых aSA , bGG

а'6 (Ьа)8 = ев .

ßSPuil}, имеем
а

6А
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Значит А является идеалом квазимодуля G , что и требова­
лось доказать.

Теорема 6. Если Я - квазимодуль G удовлетворяет (1) , а 
А, в - два произвольных подквазимодуля квазимодуля G , то 
zA (B) будет идеалом Я - квазимодуля 1\1д(в) •

Доказательство. По теоремам 2 и 4, z (В) и N (в) я в л я ю т с я  п о дА А
квазимодулями квазимодуля G. Пусть aez. СВ) .Тогда,при любых Ьев, 
а6Яи{-1} , 66Яи{1} имеем

b'S[>]f - Ь'еа-ие<Ьаа)е = a-°eb-8(a“b)e = [аа. Ь] 8 = е ,
а

т.е. [b]g ев . Но это значит аеыд(В) , и следовательно 
гд (В) является подквазимодулем квазимодуля мд(в) *

Так как свойства (1) наследственно, то N (В) также 
удовлетворяет (i) .Но тогда для показания того, что z (В) 
является идеалом N (В) > ввиду леммы 4, только надо пока­
зать, что гд(В) является нормальным делителем группы N (В) 
т.е. показать, что для любых aez (В) , c6N (В) имеет мес- ̂ А А
то с асегд (В) . Для этого, по теореме 3, достаточно пока­
зать, что

Va€Eu{X} : (с ^ас)а GZ^r(B) .хА.

Но последний факт верен потому, что при любом ьев имеем
, -1, -1 , -1 -а а а, , ou ч-1 а,, а , чb (с ac) b = b с a c b = ( c b )  a ( c  b)=

,, а ч-1 а,, а ч -а, -1 ou а = (Ь^ с ) a (b1 с )= с b̂ĵ a b^c =
-а а а , -1 ча= с а с  = (с ас) ,

где - надлежащий элемент из в . Теорема доказана.

4. Пусть G произвольный Я - квазимодуль и А, в - два его 
подквазимодуля. По определению ]ззаимным_коммутантом_ подква-
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зимодулей а й в , обозначаемым Га , вД , мы будем называть 
идеал подквазимодуля (А, в) , порожденный множеством всех эле­
ментов вида &fb] , где aGA , Ь6В, ctGßu{l} . Здесь и в 
дальнейшем квазимодуль, порожденный множеством м обозначаем 
через (М)

Теорема 7 . Если ß - квазимодуль G удовлетворяет (1) и (2); 
а А, в - два произвольных идеала G , то

H = ([а, Ь] I aGA, bGB, oiGßu{l})

будет идеалом квазимодулей G.

Доказательство. Прежде всего при любых а, b, cGG; ctGßu{l} 
имеем

с 1 & ,  bja c = [с-1а с , с_1Ьс]а

В самом деле, используя ( 2 ) получаем

с ^[а, b] ас = с "'‘а аЬ а (аЬ)ас = с ''"а ас с ас с ^(ab)ac =

= (с ‘''ас) а (с ^Ьс) а (с '''аЬс)а =

= (с ас) (с Ьс ) (с ас с Ьс ) = |_с ас, с bcJa

Теперь, из только что доказанного ясно, что при любом об­
разующем h из н имеем с 1hc 6 Н для всякого с из G .
Затем, если h1,h2 - два произвольных элемента из н таких, 
что с 1hic G H, i = 1, 2 , то имеем

с 1h^1c = (с 1h 1c) 1 G H ;

c '*'ĥ h2c = (c ‘'"h^cHc ^h2c) G H ;

c ''"ĥ c = (c ■'"h^c)01 G H

где a - любой элемент из ß . Итак мы доказали, что для любых
h G H, c G G, с 1hcGH . Но это значит, по лемме 4, что Н должен
быть идеалом квазимодуля G , что и требовалось доказать.
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Следствие 3. Если Р - квазимодуль G удовлетворяет ( 1 ) и
( 2 ) , а а , В - два произвольных идеала квазимодуля G , ТО

[А, в] = ( [а, ь ]-1 а абА, Ьев, а€Ри{1}) .

В частности, когда А = В = G , мы имеем
[G, g] = ( [а, ь ]J а a, bGG; aGPu{1} )

Замечание. Для унитарных Z - квазимодулей, понятия подквазимо 
дулея и идеала квазимодуля соответственно сводятся к понятиям 
подгруппы и нормального делителя группы; понятия центра, цент­
рализатора, нормализатора, взаимного коммутанта - к одноимен­
ным понятиям в теории групп; а условия (1) и (2) выполнены 
автоматически. Таким образом, применяя выше сформулированные 
утверждения к с лучаю унитарных z - квазимодулей, мы получа­
ем известные факты в теории групп. Например, для теоремы 1 име 
ем: центр любой группы G будет абелевой группой и будет нор­
мальным делителем группы G ; Для теоремы 5 имеем : нормализа 
тор произвольной подгруппы в группы G будет наибольшей 
подгруппой группы G , принимающей в в качестве нормально­
го делителя; или для теоремы 6 имеем : если А , В  - две 
произвольные подгруппы группы g , то централизатор подгруппы в в 
подгруппе а  будет нормальным делителем нормализатора подгуп- 
пы в в подгруппе А

5. В утверждениях, сформулированных в этой заметке мы часто 
наложили на квазимодулях ограничения ( 1) и (2) . Как мы уже 
отметили выше, унитарные z - квазимодули обладают свойства­
ми (1) и (2) . Этими свойствами, очевидно, обладают и моду­
ли. В следующем примере покажем, что существуют квазимодули, 
обладающие свойствами (1 ) и (2) , но не являющиеся ни уни­
тарными z - квазимодулями, ни модулями. Затем, так как свой­
ства (1) и (2) определяются тождествами, то они инвариантны 
относительно операций взятия подквазимодулей, взятия гомоморф­
ных образов и взятия декартова произведения. Это показывает, 
что класс квазимодулей со свойствами (1) и (2) довольно
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широк, и следовательно, утверждения, сформулированные здесь 
достаточно сильны.

Пример 1. Рассмотрим мультипликативную группу G всех не­
вырожденных матриц второго порядка с рациональными элементами. 
Если а - такая матрица, то ее определитель будет отличным от 
нуля рациональным числом и поэтому может быть написан в виде 

I 2П ^а  ̂ , где числа А , t нечетны, а число п(а) целое.
Из того, что определить произведения матриц равен произведению 
определителей, вытекает, что

п(аЬ) = п(а) + п(Ь) 
для любых а, Ь 6 G .

Определяем отображение а = G G следующим образом

а _ . 1  n(a) \
a " df ' О 1 ’

Равенства

/1 п(аЬД /1 n(a)+n(b)\ f l  n(a)
( a b ) a  -  ( о  1 )= \o  1  ) = V o  1

показывает, что а будет эндоморфизмом группы G

г - отличное от нуля 
рациональное число

V

Теперь, если на множестве

fi = {(a, n)I п целое }
определяем операции сложения и умножения следующим образом : 

(а, п) + (а, ш) = (а, п+ш) ;
(а, п) . (а, ш) = (а, О) ,

Видно, что

Zgr(G) ={с :)
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то легко проверить, что fi будет коммутативным кольцом, ад­
дитивная группа которого порождается элементом (а, 1)

Затем, для любых a6G , (a, n) 6ÏÏ положим

(а, п ) _ , а,пa — (.aj
2

и заметим, что аа = е , где е - единичная матрица, то лег­
ко видеть, что G будет fi - квазимодулем.

Так как
( а, 1 ) а a — a ,

то fi - квазимодуль G удовлетворяет ( l) при £ = {(а, 1)}.

По следствию 1, aez(G) тогда и только тогда, когда 
aezgr(G) и а*“а'1 ̂ ezgr(G) , т.е. тогда и только тогда, когда 
a€Zgr(G) и п( а ) = О . Таким образом имеем

Z ( G ) X, t - нечетные числа

значит Z(G ) ф zgr(G) , и следовательно, по следствию 2 , 
fi - квазимодуль G не удовлетворяет (2) .

Одним словом, построенный нами fi - квазимодуль G удов­
летворяет (1 ) , не удовлетворяет (2) , не является ни уни­
тарным Z - квазимодулем, ни модулем.

Пример 2. Пусть А, в - две произвольные некоммутативные груп­
пы . Положим

G «= А X В.
Затем, на множестве

fi {(р/ g ) I р / g - целые}
определяем операции сложения и умножения следующим образом:
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(p,g) + (г, X) = (p + r, g + A) ,
(p,g) . (r, A) = (pr, gr + p A + g A )

Легко проверить, что fi будет кольцом с единицей (1, О), а 
его аддитивная группа имеет систему образующих £ = {(1,0),(0,1)}

Если для любых (a,b)€G, (p,g)6fi положим

(а,Ь)(Р'9) = (а?4®, ьР) ,
то, прямой проверкой, легко видеть, что будет унитарным 
fi - квазимодулем.

(10)(а, Ь Г х'и; = (а, Ь)
(а, Ь)(0,1) = (а, е)

следует, что fi - квазимодуль G удовлетворяет (1) .

Затем имеем

(c,d)-1(a,b)(p,g)(c,d) = (c_1ap+gc, d-1bPd ) = ( (с_1ас p+g, d_1bd)p ) =

= (c ^aCjd ^bd) ̂ p,g') = ( (c,d)  ̂( a ,b ) ( c , d ) p 'g ̂ ,

значит fi - квазимодуль G также удовлетворяет (2) .

Одним словом, fi - квазимодуль G удовлетворяет (1 ),
(2) , не является ни унитарным Z - квазимодулем, ни моду­

лем.

Цитированная литература

J1 1 До Лонг Ван, Нгуен Куок Тоан. Квазимодули 1.
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ö s s z e f o g l a l ó  

Kvázimodulok II.

Do Long Van — Nguen Kuok Toan

A szerző az előző cikkében definiált kvázimodulok tulajdonságait vizsgálja. Bevezeti a rész 
kvázi modulok speciális osztályait, és megmutatja, hogy a kvázimodulok elméletében azok ugyan­
azt a szerepet töltik be, mint a csoportelméletben a megfelelő részcsoportosztályok.

S u m m a r y  
ÇHiasimodules II.

Do Long Van — Nguen Kuok Toan

The author deals with properties of quasimodules defined in a previous paper. He 
introduces special classes of subquasimodules and demonstrates their roles in the theory of 
quasimodules being the same as those of the corrresponding subgroups in group theory.

SZÁMOK Repró
Г Л - .

7 2 2 0 8 2 0 3 / 2 0 3 . к / h .  430 pld.
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