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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ И СХОДИМОСТИ РЕШЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ
ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА

Й. Тереки

1. Хорошо известная теорема Лагранжа - Дирихле гласит, что поло
жение равновесия консервативной механической системы устойчиво, 
если потенциальная энергия имеет строгий минимум в этом положе
нии равновесия. Проблема обратимости этой теоремы в общем слу
чае пока не решена. Она решена В.П. Паламодовом в том случае, 
когда потенциальная энергия является аналитической функцией и 
число степеней свободы системы равно 1 или 2 [2 ].

Проблема не решена и в том случае, если на систему помимо по
тенциальных сил действуют и диссипативные силы с полной дисси
пацией. Если положение равновесия изолировано, то оно устойчи
во тогда и только тогда, если потенциальная энергия имеет ми
нимум в положении равновесия [7] . Однако, если положение рав
новесия не изолировано, то только при дополнительных условиях 
известна его устойчивость по части или по всем переменным [1 ,
5].

Здесь мы ограничиваемся случаем, изученным В.П. Паламодовом, 
предполагая, что на систему действуют и диссипативные силы. Мы 
дадим необходимые и достаточные условия для устойчивости поло
жений равновесия.

2. Пусть даны функции T :R2 xR2-R, It:R2- R, Q:RxR2xR2- R2
со следующими условиями: T ( u , v ) = | ( a ( u ) v , v ) , где A(u) сим
метрическая определенно положительная матрица при всех и u II <Н 
(ueR2, Н>0) и предположим, что ее элементы имеют непре
рывные частные производные до второго порядка включительно, 
п(и ) аналитична при iiuii<H, П(о) =оц э^°-^ =0 . Q(t,u,v) -
- непрерывная функция, удовлетворяющая локальному условию Лип-
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шица по и и V; кроме того

где с j jс2 > о - постоянные.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений
/ л /  d / ЭТ ( X , X ) 9Т(х,х) ЭП ( X ) . п , х

п /  at ( э Д  >---- -------------^ r  + e(t,x,x),
представляющую собой уравнения движений голономной механичес
кой системы со станционарными связями под действием диссипатив 
ных сил Q / т  и п - кинетическая и потенциальная энергии/. Лег 
ко видеть, что Q(t,u,o)= о , следовательно х=х=о является 
положением равновесия системы /1/.

Определение. Положение равновесия х=х=о системы /1/ называ
ется равномерно устойчивым, если для всех е>о найдется 5>о
такое, что из и х и + и  х и < 6 следуют неравенствао о

Il X ( t ; tQ , Xq , Xq ) Il < e (tétQáO),

Il x(t;t ,x ,x ) Il < e (tât àO ) .о о о о

Теорема 1. Положение равновесия х=х=0 системы /1/ является 
устойчивым тогда и только тогда, если п(и)^о в малой окрест
ности и=о . В случае устойчивости

x(t*t ,х ,х ) -*• 0, x(ttt ,х ,х ) -*• const. (t-*"») о о ’ о о о ’ о
при малых и X и , и X II • о ’ о

Имеется пример, который показывает, что теорема 1 перестает 
быть верной, если п(и) не аналитична 4 .

3. В качестве примера можно привести движение материальной точ 
ки по поверхности z=f(x,y) в пространстве Oxyz под влияни
ем силы тяжести T=(o,o,-mg) и силы трения, направление кото
рой противоположно скорости и ее величина пропорциональна ско
рости. В этом случае



127 -

v , +
9f(Uj j u 2 )

T Tгде u=(u u2) , v=(vj,v2) и м->0 - постоянная. Очевидно
что материальная точка находится в покое на поверхности в тех 
местах, где градиент функции f(x,y) уничтожается.

Предполагаем, что f(x,y) является аналитической функцией.
Для этого движения имеет место:

Следствие. Положение равновесия х=х , у=у материальной точки, 
движущейся по поверхности z=f(x,y) , устойчиво тогда и толь
ко тогда, если f(x,y) имеет минимум, необязательный строгий, 
в точке x=xq, у=у0

Отметим, что эта задача в частном случае f(x,y)=y2 ( i+х2 ) бы
ла исследована в работах [3 , 6 ] , но в этих работах исследова
на устройчивость только относительно у и скоростей.

4. Для доказательства теоремы 1 нам нужно было обобщить клас
сическую теорему А.М. Ляпунова об асимптотической устойчивос
ти. Наше обобщение можно сформулировать для произвольных сис
тем дифференциальных уравнений.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений, записанных в ви
де

У = Y(t,x,y)

где X:RxRnxRm-Rn ,Y :RxRnxRm-Rm - непрерывные функции при
täO, Il X 11 <Н, Il у II <Н (Н>0).ПуСТЬ x(t,0,0)=0, Y(t,0,0)=0 при tèO . 
Предположим, что единственность решений обеспечена.

Пусть V:RxRnxRm-R непрерывная функция, имеющая непрерывные
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частные производные. Тогда V^u-,: ,у) определяется соотноше
нием

(2 )( t
)= ЭУ(t ,х,у ) /ЭV(t ,X , у )at v Эх X(t X ,У )) +( ЭУ( t

Эу ■, Y ( t , X , у ) )

Теорема 2. Допустим, что существуют непрерывные функции 
V,W, f : RxRnxRm-[ о ,® ) такие, что V,W имеют непрерывные част
ные производные первого порядка и
(i) #4

O-P> 0) =W( t , IIO*4O f ( t ,0 j 0)=0 ,
(ii) a( Il y II1 )+ f°(t ,x,y)S v( t ,x,y ) , i

(iii) 0(2)<‘ ,x ,y)à-
„ 1 +0

C 1 v (t ,x,.y).
(iv) W(2j(t >x »У )à -■ c2 W(t »x,y )+c3f(t ,X ,y )
(v) N Y(t, X, y ) Il < c4(W( t ,X,y )+f(t,x »y ) )

при täO, Il xll <Н, Il у II < Н где функция а : f 0 ,°° )-[ 0 ,» ) СТРОГО 
возрастает, а(0)=0, ci (i = i,.. . ,4 ) ,а,о - неотрицательные 
числа, удовлетворяющие неравенству а а < 1  . Тогда решение х=о,у=о 
системы /2/ равномерно устойчиво, и х(t;tQ,xq ,yQ)^const., 
y( t ; tQ ,xo,yo )-0 (t-®) , если только il xQ n и и y и доста
точно малы.
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