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AZ M HATARERTEK — LOGIKA MONOTON OSZTALYAIROL

Gardos Eva

1. § Bevezetés

A hatarérték logika fogalmat Sz.V. Jablonszkij vezette be [13] 1958-ban. Ennek a fogalom
nak a szlikségessége a véges logikdk [12] ésa végtelen érték( [14] tanulmanyozisandl merult
fel. Ugyanis a végtelen értéki logikdk kontinuum sok fuggvényt tartalmaznak, igy ezen logikak
kezelése meglehetdsen nehézkes. Ezért vet&dott fel egy olyan logika fogalom szlikségessége, amely
megszamlalhato sok fuggvényt tartalmaz és bizonyos értelemben modelljének lehetne tekinteni
minden k-értéki logikanak. Ellentétben a tobbértéki és végtelen értékii logikdkkal, a hatarérték-
-logika modelljének sok realizacioja van, pontosabban kontinuum sok paronként nem izomorf
hatéarérték-logika létezik [1].

A vizsgilatok elsGsorban az ekvivalencia osztalyokra iranyulnak és minden egyes parcialis
rendezés alkalmaval az is az érdekl6dés kozéppontjiban van, hogy létezik-e minimalis és maxi-
malis elem. A legismertebb és legegyszeriibb ekvivalencia az izomorfizmus. A [6, 8, 13] munkék-
b6l ismerets, hogy létezik kontinuum sok paronként nem izomorf hatéarérték-logika.

Bizonyitést nyert [1], hogy az ismert algebrai rendezések mellett nincs maximalis és mini-
malis elem. A [1, 11] dolgozatban logikai uton bevezetett parcidlis rendezés a hatarérték-logikak
halmazat szintén ekvivalanes osztalyokra bontjik fel és ilyen parcidlis rendezés mellett mar létez-
nek maximalis és minimalis hatarérték-logikdk. Maximalis abban az értelemben, hogy tartalmaz
minden mas hatarérték-logikat, minimélis abban az értelemben, hogy benne van minden mas
hatarérték-logikdban.

Sz.V. Jablonszkij [12]-ben megvizsgalta a k-értékl logika majdnem teljes osztilyait. Ezeket
az osztéalyokat részben 6 és még sokan masok [4,5, 7, 11, 12] tanulmanyoztik.

Dolgozatnak célja az 4ltala megvizsgalt osztdlyok egyes reprezentansainak vizsgilata egy M
maximalis hatarérték-logikdban a [12]-ben megadott mddszer segitségével.

A k-értéki logikaban véges sok majdnem teljes osztaly van. Dolgozatunkban bebizonyitjuk,
hogy az altalunk vizsgalt hatarérték-logikaban kontinuum sok monoton majdnem teljes osztaly
van. Sikeriilt altalanositanunk a Jablonszkij-féle monoton majdnem teljes osztdlyokat és a kovet-
kez6 eredményeket kaptuk:

1.) az M hatarérték-logikidban minden r linedris rendezéshez tartozé6 monoton fliggvény-
osztily mejden teljes;

2.) az M hatarérték-logikdnak kontinuum sok majdnem teljes osztdlya van, s6t mar a line-
aris rendezésre nézve monoton fliggvények majdnem teljes osztdlyainak a szdma is kon-
tinuum.



2. § Alapfogalmak
2.1. Definicié. [4]

Legyen E, egy tetszGleges k-elemi halmaz. Jelolje P;' (n=0,1,2,...) azolyan n vil-

tozés flx,,...,x,) fuggvények halmazait, amelyek viltozodi és értékei az E, halmaz elemei.
(o]
= I P;c' fliggvényhalmazt k-értékii logikdnak nevezzik. Az dltalinossiag megszoritdsa
n=0

nélkiil feltehetjik, hogy Ek =101,...,k—1 H . k=2
2.2. Definicid.

Ha a 2.1. definiciéban szereplé Ek véges halmazt valamilyen Ro szamossagu Ey  hal-

mazzal helyettesitjuk, akkor az igy kapott PN fliggvényhalmazt végtelenértéku logikgnak
0

nevezzuk.

Ey atovabbiakban mindig a nem negativ egész szimok halmazit jeloli, azaz
0
ENO={ 013 s ol BF T b 5

2.3. Definicio.[ 6]

A Py végtelenértéki logika P részhalmazat hatarérték-logik4nak nevezziik, ha teljesiilnek
a kévetkezg feltételek:

a.) P fliggvényosztdlyban csak megszamléalhatéan végtelen sok fliggvény van.

b.) minden természetes k szimhoz (k = 2) létezik olyan A, fliggvényhalmaz
(A, < P), amelyet homorf médon le lehet képezni a k-értékii logikara.

Legyen P hatarérték-logika, € az Ey részhalmaza (e C Eg ) és By o0 3 %,) + P
0 0

2.4. Definici6.

Jelolje ge(xl & e B xn) azt a fliggvényt, amely az ¢ halmaz n-szeres szorzathalmazan
egyenld a g(xl R xn) fliggvénnyel és azonkivil O.
A ge(x1 PR xn) fliggvényt a g(xl PRS- xn) fliggvény halmazra vonatkozdé sziiki-

tésének nevezzik.
2.5. Definicio.

Azt mondjuk, hogy a A4 k(A k¥ © PR ) flggvényhalmaz a k-értékli logika modellje az
&, = {eo,el, s & il | (k> 2) halmazon (g, € ENO), ha az [A,} halmazban léte-

zik olyan flx,,x,) fliggvény, hogy



e g

o ha (xl,xz) “ €, X€, és max (xl.xz) = e,
ahol 0 i< k — 2,
ha (xl,xz) “ €. x€, €smax (x,x3) = €1,
<

(e <€ <...<¢_4)

Konnyi beldtni, hogy ha A4, a k-éréki logika modellje €, halmazon, akkor az A,
fuggvényhalmazban van legalabb egy olyan fuggvényhalmaz, amelynek a szukitése az €, hal-
mazra izomorf a k-értéku logikaval.

2.6. Definici6.[2]

A véges €, részhalmazok rendszerét az A fuggvényhalmaz tartomanyanak nevezzuk és
TA -val jeldljuk. Az € = { €ysBys =+« « s €y } halmaz akkor és csak akkor tartozik a TA
tartomanyhoz, ha a k-értéki logika modellje az €, halmazon.

2.7. Definicid. [ 2]

A P hatarérték-logikit novekvonek nevezzuk, ha a Tp tartomdnya tartalmaz olyan véges
halmazok végtelen sorozatit (Il = { €35€3s - v v 5 €y e ), amelyre igaz, hogy

&/C By (1= 28500 o
2.1. Tétel. [2]

A hatérérték-logika maximalis akkor és csak akkor, ha niévekvd. A szuperpozicio, zartsag
a majdnem teljesseg fogalmat hasonloan értelmezzik, mint [12]-ben.

3. § Az M hatarérték- logika
Hatdrozzuk meg a maximadlis hatarérték-logika egy M reprezentdsat, amelyet a tovédbbi-
akban tanulményozni fogunk:

Definidljuk a p, (x,.x,) « PNO(k > 2) fluggvényt a kovetkezéképpen:

ha (xl,xz)‘—ekxek és max(x, x,) = e— 1,
ahol 1<e—-1<k-1

My (x ) x,) =
1, ha (x,, x2) « €,x€, €s max (xl,xz) = k,

0 kiilonben

Jelolie M, a #k(xl,xz) fuggvényhalmaz lezartjat

Cf ey x) D & M=[ YU M1



3.1. Megjegyzés.

& T

Konnyu belatni, hogy Mk izomorf a Pk-val és hogy M hatarérték-logika.

3.2. Megjegyzés.

Illusztracioként megadjuk a By (X X5 ), Hylx, ,xz) illetve My (x, x,) fuggvényeket

xilx, B I 2 3 H...w.
0 0 0 0 0 0
| 0 2 1 0
2 o [t 1] o o % = 1.2
3 0 O 0 0
4 0 0 0

My (X X,)
Xy 1, 0 1 2 3 Hineus
0 0 0 0 O 0
1 0 2 3 1
5 g |8 3 1 0 8= {133}
3 0 1 1 1
4 0 0

0 0

By (x)xy)
bty | @ I 2 8 4, k—1 k k+1
0 0 0 0 0 0. 0 0 O cies .
1 0 2 3 4 5 k |
2 0 3 3 4 S. k 1
3 0 4 4 4 S k 1
4 0 5 5 5 5. k 1 € = {1,2,
k-1 0 k k k k - k 1
k 0 1 1 1 1= 1 1
k+ 1 0 0
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3.1. Tétel.
M hatarérték logika.
Bizonyitds.
A é.3 definicié alapjan be kell latnunk, hogy
a.) M fuggvényosztilyban csak megszamlidlhatéan végtelen sok fliggvény van.

(=]

Mivel M = [ U M,] ahol mindenegyes M, fuggvényosztily megszamlilhatoan végtelen
sok flggvényt tartalmaz és ilyen fluggvényosztalyunk megszamlalhatéan végtelen sok van,
akkor az unidjuk is és a lezartjuk is megszamldlhatéan végtelen szamossagu.

b.) Minden természetes k-szamhoz (k = 2) létezik egy olyan fliggvényhalmaz, amely ho-
momorf modon le lehet képezni a k-értéki logikara. Az allitds kozvetlenul kovetkezik abbol,
hogy a p; (x,.x,) fliggvénynek kolcsonosen egyértelmien megfeleltethetjik a

Wi (x,,x,) Webb fuggvényt [5].
A tovabbiakban legyen €, C ENO \ O részhalmaza, amelyrdl az altalinossdg megszoritasa
nélkil feltehetjik, hogy €, = | 1,2,.. ., ki .
.3.3. Megjegyzés.

Az M hatéarérték-logika fliggvényei rendelkeznek azzal a tulajdonsédggal, hogy
xys 5 00m% 1 0Fnqie o » & 5. X )= 0
3.2. Tétel.
M maximalis hatarérték-logika.
Bizonyitds.
Az M hatarérték-logika maximalitdsa kdzvetleniil adodik abbol, hogy : M novekvé a 2.7

Definicié értelmében és igy a 2.1.Tétel miatt ez sziikséges és elegendé feltétel arra, hogy az
M hatérérték-logika maximalis legyen.

4. §. Az M hatdrérték-logika monoton fiiggvényosztilyai

Ebben a paragrafusban az M hatarérték-logika monoton osztilyait vizsgaljuk. Bebizo nyit-
juk, hogy az M monoton osztilyai a P, monoton osztilyaihoz hasonléak és szamossaguk
kontinuum. S6t, az M hatarérték-logikaban kontinuum sok monoton majdnem teljes osztaly
van, mig a k-értéki logikdban véges sok.

4.1. Megjegyzés.
Természetszerien nem az M flggvényosztalyrol, hanem annak egy € halmazra valo

M€ megszoritasarol beszélunk (ez vonatkozik az_ Rxpson s x,) <« M fuggvényekre is)
b £
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Ez nem megszoritas a tételekre.
Az €, halmazt egy f(x1 R— xn)<—M fuggvénybdl kiindulva a kovetkezSképpen kapjuk:

1) Jeldlie w az flx,..., xn) fuggvény adltal felvett értékek maximumat

2.) B az a legnagyobb érték, amely valamely szim n-esben el6fordulva még nerﬁ ad O-t
(R o 5B )20

3) y= max(af), e ={ 1,2,...,v1, (k>9.
4.1. Definicié.
a<f, ha o,<f, ahol af « El(=1,...,n).

Azt mondjuk, hogy az flx,,...,x,) < Pk (Pg ) fuggvény monoton a linedris rendezésre
nézve, ha tetszéleges «.f « E (Ey )a < B kombinicié parra fla) < fif).
0

4.2. Megjegyzés.

< -val jeloljuk az 1 <2<3<...< n<n+ 1 rendezést. A <, linedris rendezésben
a 0 legyen egy kitiintetett elem, amely egyetlen Ey \ 0 elemmel sem &sszehasonlithato.
0

Jeloljuk M’e -val az €, feletti » rendezéshez tartozd dsszes monoton fluggvények halmazit.
Ekkor

3]
Mr: U MI‘ A
k=2 €k

Tekinteni fogunk egy tetszéleges linedris rendezést €s bebizonyitjuk, hogy ezen rendezésre
nézve a monoton fliggvények majdnem teljesek és kiilonbdzé linedris rendezésekhez kiulonbozé
majdnem teljes osztalyok tartoznak.

4.3. Megjegyzés.

Mz mindazon f(x,, ... ,xn) <, szerint monoton fluggvények halmaza az M’ mono-
k
ton fliggvényosztalybol, amelyekre igaz, hogy flx,,...,e ..., x,) =0 ha e < ¢,.
4.1. Tétel.

Az M ; es M fuggvényosztalyok zartak.
Bizonyitis.
Helyettesitsink a véltozok helyébe <, szerint monoton. flggvényeket.

Legyen

(% G s g R ) =
fek( 1%> ) gek(gek‘](xl,xz, - ,xn),gEkyz(xl,xz, pome g R s o5 g

,...,gek,m(xl,xz,...,x"))
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ahol £ ,gek 18, 27+ ¢ gck'm fliggvények < = szerint monoton flggvények.
Megmutatjuk, hogy a f fiiggvény szintén monoton flggvény az <, rendezésre nézve.
Vegyiink két sorozatot a-t és B-t ugy, hogy a <, B. Viligos, hogy a feltétel miatt

gek,i(a) <’ gek//..(B')’ (1= 1o am)
ezért a
~ ~ ek | Cn
{gek,l(a)"..,gekvz(a),.",gek,m(a)' €s a {gfk,l(g)’gfk‘z(g)’...’
gcar & ,gek‘m(g)}
sorozatok olyanok, hogy
{gek‘l(a)ge

2@ g @) S gek,,@),gfk‘z(ﬁ‘), e ~gek_m(5>}

Innen a g fuggvény monotonitasa miatt kapjuk, hogy
k
L@ =g, 6 @, .8 <86 68 001 6.

Igy a vizsgalt fliggvényosztaly invarians a szuperpozicioval szemben, tehat zart osztily. A tétel
be van bizonyitva.
Jeloljuk C!k(x)-vel a kovetkezd fuggvényt:

4.4. Megjegyzés.

Ha <, =< rendezéssel, azaz azonos a szokdsos 1 < 2 < 3. .. linedris rendezéssel,
akkor az e szerint a rendezés szerinti ismert monoton fiiggvények M' osztalyat kapjuk.

A kovetkezd néhany tétel és lemma bizonyitdsinak gondolatmenete Sz. V. Jablonszkij
[12]-ben a k-értéki logika megfelel6 tételeinek a bizonyitdsa alapjan tortént.

4.2. Tétel.
Az M' monoton fuggvények osztalyat a max_ (x,,x,) min_ (x,,x,),
€k 172 g 17

CE’;(x) G=12,...,% az m‘;k(x) (=2 el leggvények generaljak (amelyek
Mgk -beliek), ahol
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1, ha 1< x>i es e
m (x) = { k, ha k<x>i e x+«e€,;
€ k
k
0 kulonben.

Bizonyitas.

Konnyd belatni, hogy az el6bb felsorolt filiggvények monotonok.

Definialjuk a zg‘"’ (x,,...,x,) fuggvényt a kovetkezGképpen:
k
B, a X >a @ xegl=12...,n);
2P G X)) =41 ha FPd & x,celi=12...,n);

0 kuldnben,

ahol o = PR W E

Nyilvanval6, hogy

2‘07 i) o : o‘1 an

Ek’ (Xysosank)= mmek(B,mek(xl), 3 el mek(xn)).

Legyen z_ (x.,...,x. ) egy tetszGleges M! -beli monoton fiiggvény, akkor fennfll a ko-
€k 1 n €k

vetkezd egyenlOség:

zek(xl, LX) = mgxek 1 szf(a) B .5 055) :
Ezzel a tétel be van bizonyitva.
4.1. Lemma.
Ha z(xl, 2 an ,xn) < Mk nem monoton fiiggvény, akkor -k behelyettesitésének

segitségével megkaphatjuk az egyvaltozés nem monoton fliggvényt.
Bizonyitas

Elegendd, ha csak €, -beli elemeket tekintiink és igy a bizonyités teljesen azonosan tor-
ténik mint [12]-ben

4.2. Definicio.

A B halmaz a BI’BZ’ i Be halmazok direk Osszege, azaz B = Bl + 32 +
ha

1JB=B, VB, U ...URB_;
2) Bk paronként idegenek (i= 1,2,...,]) azaz

4n%=ﬂ ha i#j

. B
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4.1. 1. Lemma [12] .

Haa B* halmaz felbonthato két C €s D nem ures halmaz direkt dsszegére es

Y %C, §eD, akkor létezik két olyan elem 4 €C és beD, hogy az egyik kozvetleniil

kivetkezik a masik utan. Emellett, ha 50 <, 89 (vagy forditva 50 >, 3‘0), akkor
70K, 7 <, 5 <r§0, (vagy forditva ¥° >, 5 >,3 >r§0 ).

Bizonyitas.

Lasd [12].
4.3. Tétel.

Az MY monoton fiiggvényosztaly majdnem teljes az M hatarerték-logikaban, ahhol
MY tetszbleges linedris rendezés szerint monoton fiiggvények osztilya.

Bizonyitas
Azt kell bizonyitani, hogy [| flx,;,...,x,) | UM]=M fx,...,x,) eM! .

Legyen k = v, ahol < = max(a,8), @ = maxf (X), f maximuma azon értékeknek,
amelyekre f(...,B,...) # 0. Mutassuk meg, hogy az fek(xl, e xn) fliggvény és az M:k

halmaz generdljia a [{ u, (x,x,)}]= M, logikit, amely izomorf a P, k-értékii logikdval.
Tehat legyen
1
oy s o+ s a B M .

Akkor a 4.1 Lemma szerint a CE’; flggvények segitségével felépithetjik a B (x) egy viltozo-
k

tol fliggé nem monoton fliggvényt.

Tegytk fel, hogy x = t-re

g N>g G+ 1) (2(0)=0).

r

L ha x=1;

t+ 1l,hax#1 €s X « €;

0 kildénben.

\

(l, ha x<g(t+ 1) és x « €,
ke ()= 1k ha x>glt+ 1) és x « €;

\0, ha x <€,

Konny( beldtni, hogy k:k(x) és kzk(x) monoton flggvények, azaz k:k(x),

B)eM &
k k
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k, ha x =1
kgk(gek(k:k(x)) =4 1, hasx# 1 g pere g

0 kiilénben.

Igy kI (g, (k! (x))=j! (x), ahol
E 'R “k %
k, ha x=i+#0 és x + €,
ji (x) = 1, ha x# i és x « €;
k

0 kuldnben.

Nézziuk meg a kovetkez6 fliggvényeket:

([ 1, ha x< i €s X+ &;
¢‘;k(x)= e k. ha x2i é8 x+ Kk

0 kiulonben.

1, ha x<i és Xwige]
d/’sk(x)= T 2 ha x>i 6 x+ g

0 kiulodnben.

N
Vilagos, hogy ¢! (x), ¢! (x) « M! |
k Sk €k
Kovetkezésképpen nekiink a kovetkezd fliggvényeink vannak:
C[{'k(x)) maxek(xl,xz), minek(xlxz) és ]ik(x) = 12,5 50 5k
4.3.1 Lemma.
A Cej (x), a max (xl,xz) ésa j (x) (1<i < k) teljesesk M, —ban
k €k €k K
ahol
i ha mwe;
Cgk(x) =

0 kuldnben.
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k, ha x=i+# 0 és X * €
1, ha x# i és X« €;

0 kuldénben.

Bizonyitas.

A viltozék szama szerinti teljes indukcioval adjuk meg, ugy hogy az adott figgvényrendsze-
rekbdl megkaphatjuk tetszGleges M, -beli fliggvényt.

Legyen flx,,...,x,) egy tetszlleges fliggvény az Mk —bol.

1.) Ha f nem fugg valtozo6tol, azaz a C"E (x) G=1,2,..., k) fliggvény, akkor az
allitas trivialis, mivel a kiindul6é rendszer tartalmazza j-ket (= 1,2,..., k).

2.) Tegyuk fel, hogy kiindulva a flggvényrendszerbdl a szuperpozicié segitségével, fel le-
het épiteni az Osszes M:k-beli n-valtozos fluggvényt. Megmutatjuk, hogy elé tudunk
allitani egy tetszdleges n + 1 valtozost fuggvényt M: -bél és a 4.3.1 Lemmaban
adott fliggvényekbdl. Ezért megjegyezzik, hogy ha feltessziik

maxek(yl,yz, ey ,y") = maxek {maxek[. % maxek(maxek(yl, 5 yn)  wally J
(hasonléan minek(y1 Vs ooy yn)-re))
akkor
f&_k(xl soee X Xy ) = maxek ! minek[/'elk(xnﬂ),f(x1 seeasX, 1]
mineklizk(x”+l 1 & e 2)]min€k[j'e‘k 0 By v s 5 Xy K] )

(& =12.:.,%).

Innen azonnal kapjuk az allitast.

A fenti lemma értelmében tehit ez a rendszer teljes.
Igy a tétel be van bizonyitva.

4.3 Tételbdl kovetkezik:

4.4. Tétel.

Az M hatarértek-logikaban minden linearis rendezéshez tartozo monoton fiiggvenyosz-
taly (M) majdnem teljes.

Bizonyitas

Amennyiben a M:— fuggvényhalmaz dudlisa az M: fliggvényhalmaznak
k k

halmaz elemei a kévetkezképpen
%, a)

(ahol €

van elrendezve a, <a, <
r r
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el@allitdsara vonatkozodan, akkor az itt Mi osztalyra meghatarozott eredményeket atvihet-

k
juk (a dualitds elve szerint) az Me’ fliggvényosztalyra.
k
4.1. Kovetkezmény.

Minden Me’ fuggvényosztily majdnem teljes M, -ban.
k

4.5. Tétel.
Az M hatdrérték-logikaban majdnem teljes monoton osztalyok szama kontinuum.
Bizonyitds.

Mivel az M megszamlalhatoé sok fliggvénybdl all, igy tobb mint kontinuum sok majd-
nem teljes osztdly az M-ben nem is lehet.

Az, hogy az M" osztalyok szama kontinuum koévetkezik abbol, hogy
a.) a kulonbozé - rendezések szama kontinuum,

b.) a kilénbdzé rendezésekhez kiillonbozé M "-ek felelnek meg.
4.2. Kovetkezmény.

Az M hatarérték-logikdban kontinuum sok majdnem teljes osztaly van.
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P.E 3 10M-E
O MOHOTOHHBIX KJlaccaX MpenesibHOM JIOTUKU M
EBa T'appnom

B HacToAme# paboTe Mbl OOKaAXEM, YTO B NPEIEJIbHOM JIOTHKe M
HMEeeTCsad KOHTHUHYYM MOHOTOHHEBIX IDPENIOJIHBIX KJiaccoB. HaM ymasoch
0600WUTE JIMHEMHEIE MOHOTOHHBIE IIPENNOJIHEIE KJiacch Tuna C.B. f6i0H-
CKOH U MOJIYUUJIK CJeny mue pe3yJbTaThH:

— B MNpenesibHOH JIOTHKe M KaxIoMy JIMHEMHOMY YIODAIOYEHHI COOT-—
BETCTBYET MOHOTOHHEINA IIDPENIIOJIHEIA KJIACC;

- IJIAd KaXOOI'O JIMHEHWHOI'O YIIOPAIOUYEHWA MHOXECTBA EN uMeerTca
0
KOHTHHYYM MOHOTOHHBIX IIPEOIIOJIHBIX KJIaCCOB.

Summary

On the monotone classes of the M limit-logic

Eva Gardos

In this paper we prove, that in the limit-logic which is examined by us, containes continuum
monotone almost-complete classes.

We succeed in generalizing the monotone almost-complete classes defined by Jablonszkij
and we obtained the next results:

1.) In the M limit-logic any monotone function-classes belong to every r linear order
are almost-complet classes, moreover the number of the almost-complete classes of the
monotone functions look at linear order is already continuum.
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