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A gorog matematikai nyelv egyik leggyakrabban hasznalt terminusa a
Oeixwpi ige. Megtalaljuk pl. Euklidesnél minden egyes bizonyitas zaro-
mondatdban. Euklides ugyanis tételeit el6szér mindig mint egyszerd Alli-
tast fogalmazza meg ; azutdn megmagyaradzza ugyanezt az allitast egy olyan
példan amelyet a sz6 bizonyos értelmében «konkrétnak» kell tekintenink ;
majd bemutatja az allitas bizonyitasat a «konkrét» példan. A bizonyitas utolso
mondata megismételi a «konkrét» példara vonatkoztatva ugyanazt a tételt,
amelyet az elején altalanos formaban mint allitast fogalmazott meg. Végul
pedig éppen erre a megismétlésre hivja fel a figyelmet minden euklidesi bizo-
nyitas sztereotip zaromondata : oneg é6ei 6eiCcu = <uod erat demonstran-
dum. Mér abbdl a kérilménybél is, hogy Euklides mindig ragaszkodik ehhez
az egyszer( szkhémahoz,1 kit(inik : fejtegetéseinek leglényegesebb része éppen
az a demonstratio, amelyre a zardmondat 0eiCai igéje nyomatékosan vissza-
mutat. — Természetesen jol tudjuk, mit jelent gorogil a Oeixvwpi ige. A sz0
jelentése és jelentésfejlédése az elsé pillanatra egyaltalan nem latszik problé-
matikusnak. Tudomasom szerint még senki sem Utkdzott meg azon, hogy éppen
ez a sz6 lett a matematikai bizonyitas terminus technicusa. Ezért nem is
vizsgaltdk meg alaposabban a sz6 jelentésvaltozasat a matematikai szaknyel-
ven beltl. Pedig ez a vizsgalat hasznos lehet az evidencia fogalmanak torténeti
fejlédése szempontjabdl is. — Lassuk elébb a szt a kdznapi hasznalatban.

A szotdrak a Oeixwpa ige jelentéseit &ltaldban a kovetkez6 harom
csoportra osztjak : 1. mutatni, megmutatni, 2. széval vagy beszéddel megmu-
tatni, kioktatni vimire, 3. bizonyitani, bebizonyitani (I. zeigen, zum Vorschein
bringen, 2. durch Worte kundmachen, unterweisen, 3. erweisen, beweisen; 1. faire
voir, montrer, indiquer, 2. faire connaitre par la parole, expli uer, 3. démontrer,
prouver). Ez az 6sszedllitds konnyen azt a gondolatot sugalmazhatja, hogy a
szonak az els6 csoportban megadott jelentése egyszersmind az eredeti, leg-
régibb jelentés is, hiszen a kozvetlen megmutatast, a rdmutatast csakugyan
konkrétabb cselekvésnek érezzilkk, mint a szdval, a beszéddel val6 megmutat-
tast. Platon egy alkalommal meg is magyardzza a szénak ezt a «leg6sibb»
jelentését : 7o Oeiljat Mya>el¢ rpv rwv 6cp&akpw aialh/aiv xaraargaai.2 De
hiba lenne, ha megfeledkeznénk arrdl, hogy az igének a masodik csoportban

1A szerkesztési feladatok zaro-formulaja nem igy hangzik, hanem : 6neq édei
noifjaai pl. El. I. 1, 2, 3 sth. A bizonyitasi feladatokban viszont mar az els6é mondatban
is _megltaléljuk a Gebtw/u igét, pl. Euch Elem. X. App. 27 (Heiberg): ngoxetaaco rj/iiv éel$ai
6ri xrl.

2Platon, Ciat. 430 E.
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megadott jelentése («szoval, beszéddel megmutatni») folbukkan méar az Odys-
seiaban is (12, 25). S6t az llias és az Odysseia egyik-masik helyén (pl. Ilias 19,
333 vagy Od. 10,302) olyan 6sszefliggésben hasznalja a kélt6 ugyanezt a szét,
hogy mér alig tudjuk eldénteni, vajon konkrét megmutatasrol, ramutatasrol,
vagy egyszer(ien csak szoval vald6 megmutatasrél beszél-e. Ha ehhez hozza-
szamitjuk még annak a latin dico igének a jelentését is, amely etymoldgiai-
lag kozvetlen rokona a vizsgalt gordg kifejezésnek, akkor arra a kovetkezte-
tésre kell jutnunk, hogy a gorég celxw/m bizonyara reges-régen, mar az iras-
beliség korat megel6z6 idékben is, egyforman jelélhette mind a konkrét meg-
mutatast, a rdmutatast, mind pedig a széval val6 megmutatast, a megmagya-
razast. Ha viszont ez igy van, akkor az altalanos szétorténet aligha adhat
vélaszt arra a kérdésiinkre : vajon a Oeixw/m igének harom csoportban fol-
sorolt jelentései kozil melyiket vették &t eredetileg a legrégibb gérdg mate-
matikusok? — De megkisérelhetjik a valaszt erre a kérdésre akkor, ha a
matematika torténetébdl indulunk ki.

Jamblichos, a Vita Pythagorica szerzdje, munkajanak egyik sokszor
idézett helyén3 arrdl beszél, hogyan lett kézismertté a pythagoreusok tudo-
manya, a matematika, amelyet kezdetben titokban tartottak. Elmondja,
hogy a pythagoreusok, akik vagyonkdzosségben éltek, egy alkalommal egyik
tarsuk hibajabdl elveszitették minden pénziket. Hogy a veszteség megtertl-
jon, megengedték a kar okozojanak : szerezzen pénzt a geometriaval. Ezt a
rovid tortenetet Jamblichos a kovetkez6 gorog mondattal fejezi be : éxaXerno
06é YHO[IETQlanqdg rivduydgm) larogirj V.P. 894. A szbveg 0sszefliggésébdl nyil-
vanvald, hogy arrdl a pythagorasi, illetéleg Pythagorastdl szarmazd (g
riv&ayoQov) «geometriarol» van szo, amelynek alapjan a kar okozdéja geomet-
riai targyu el6adasokat tarthatott. Ez a «geometria» minden bizonnyal valami-
lyen irasos Osszefoglalas lehetett5 egyike azoknak a régi, elveszett kézikony-
veknek, amelyeknek joval kés6bbi, klasszikussa lett és altalunk is jél ismert
formaja az euklidesi «Elemek». — Tekintet nélkll arra, hogy Jamblichos hir-
adasa csakugyan valamely hiteles torténeti esemény emlékét &rzi-e, mint
egyesek gondoljak,6 vagy csak koltott legenda-e, rendkivil tanulsdgos sza-
munkra az imént idézett gérog mondat. E szerint a mondat szerint ugyanis a
legrégibb gordg geometriai kézikdnyv neve <histdria» volt, ugyanugy mint
ahogy még Herodotos is az i. e. 5. sz. masodik felében kutatasainak 6sszegy(j-
tott eredményeit, kilenc konyvét, iarogirjc anodeCtc-nek. nevezhette.

Az a geometria viszont, amelynek gorogul fotogli} a neve, csak vala-
milyen gyakorlati (empirikus) és féként szemléletes jellegli tudomany lehetett ;

3Tudomasom szerint P. Tannery (La geometrle grecque, Paris 1887, 81) hivta fel
a figyelmet legel6szor erre a fontos szakaszra ; vé. B. L. van der Waerdcn: Erwachende
Wissenschaft, Basel—Stuttgart K56, 160.

4M. Th. Kiessling kiadasa (L|p5|ae 1815) igy interpretalja a kérdéses mondatot :
Vocabatur avtem Geometria a Pytkagora historia. A haj csak az, hogy ez az intrpre-
tacio dnmagaban nem elég vilagos. B.L. van der Waerden interpretacigja (i. m.
191 : «Uberlieferung des Pythagoras») tartalmat tekintve nagy egészében helyes ugyan,
de félreérti a hrrogitj szot. Ez a félreértés Tanneryt6l szarmazik, aki a francia <istoire»
értelmét vetitette vissza a ?orog «rropapbe ezért |nterpretalhatta Tannery el6bb idézett
munkajaban a kérdéses kifejezest igy : dradition touchant Pythagore». Ezzel azonban 6
maga, Tannery, sem volt megelégedve ; nyolc évvel kés6bb egy masik dolgozataban
(v6. Mém. scient. 11 474) ugyanezeket a gérog szavakat mar igy interpretalja «radition
venant de Pythagore».

5V6. B. L. van der Waerden: i. m.

6B. L. van der Waerden ugyanott.
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erre mutat a laxoglp elnevezés. A homéroszi nyelvben 6raog-nak a szemtanut,
a dontébirdt nevezik. A kés6bbi széhasznalat szerint pedig laxogir] mindig
empirikus tudas, amely vagy kozvetlen szemléletbél szarmazik, vagy legaldbbis
olyan kutatasok oOsszefoglalasa, amelyeknek végsé forrasa azoknak az embe-
reknek sajat szemikkel valo latdsara vezethet6 vissza, akik aztan ezt a latas-
bdl szarmazo6 tudasukat masoknak tovabbadtak. Herodotos pl. — akinél leg-
el6szor talalkozunk ezzel a széval — laroglrj-nek a szemtanukt6l szarmazo
tudést nevezi.7

Ha viszont |loTogirj empirikus, latasbol szarmazé tudas, akkor bizo-
nydra nagy szerepet jatszott abban a régi geometridban, amelynek még
larogirj volt a neve, a konkrét megmutatas, a lathatova tevés. Foltehetd, hogy
az ionok régi geometridja8 még csak egyszerd «foldmérés», praktikus-empirikus
jellegl készség, Ugyesség, hozzaértés volt.9 Azon a fokon viszont, amikor ez a
geometria a larogirj nevet kapta, meg is kellett mar mutatniok, valahogy
lathatdva Kkellett tennilik a kezdetben csak gyakorlati jellegl ismeretet, hozzéa-
értést. Ezen a fokon tehat a deixw/u sz6 a konkrét lathatova tevest, a szemlél-
tetést kellett, hogy jeldlje. A kérdés csak az, hogy vajon torténeti adatokkal
igazolhatjuk-e ezt az elgondolasunkat? — Dolgozatom els6 fejezetében meg-
probalom rekonstrualni a szemléltetésnek, a lathatéva tevésnek azt a madd-
szerét, amellyel a legrégibb, még er6sen empirikus jellegli gbrog geometria
dolgozott.

A «Menon» cim(i platoni dialégusnak egyik jolismert részletében (82b -
85e) azt kérdezi Sokrates egy egyszer(i, tanulatlan rabszolgatdl : hogyan
lehetne megduplazni egy olyan négyzetnek a teriletét, amelynek két lab
hosszu az oldala, oly mddon, hogy a négyzetalak a megduplazas utan is valto-
zatlanul maradjon? Hogy a félreértést elkertljék, Sokrates mindjart meg is
mutatja a kérdezett rabszolganak rajzban azt a négyzetet, amelynek két lab
hosszu az oldala. (A felrajzolt négyzet tehat négy kisebb négyzetbdl all.) Kér-
dés tehat : hogyan lehetne ezt a négyzetalaku teriletet négyzetforméban
megdupldzni? — Miutdn Sokrates nyomatékosan félhivta a figyelmet arra,
hogy annak a négyzetnek az oldala, amelynek a teriletét meg kellene két-
szerezni, két lab hossz: a megkérdezett el6bb arra gondol, hogy a teriilet meg-
kétszerezése utan bizonyara kétszer olyan hosszu lesz a négyzet oldala is, tehat

7Bruno Snell: Die Ausdriicke fur den Begriff des Wissens in der vorplatonischen
Philosophie (Philologische Untersuchungen, herausg. von A. Kiessling u. U. v. Wilamo-
witz-Moellendorjf, 29. Heft, Berlin 1924) 69—71. — A. Frenkian; REIE (1938) 468—
474. A. Frenkian hangsllyozza, hogy larogirj — «science empirique appuyée surl’auto p-
sie» és «cience empirique, résultat d’une recherche faite par exploration ou par la
vue, azonkivul kiemeli még : «ce sens a persisté aussi longtemps qu’on a parlé et écrit le
grec ancien».

8 TJ v. Wilamowilz—Moellendorjf: Platon | 493 : «lonisch ist das Wort und die
Sache» (ti. : die Geometrie). V6. még B. Snell i. m. 78.

9Vo. Pélya Oy: A gondolkodas iskolaja, Bpest 1967, 13 : «Az euklidészi médon
targyalt matematika rendszeres, deduktiv tudomanynak t(inik ; ezzel szemben a mate-
matika — mikozben dolgozik vele az ember — kisérleti, induktiv jellegli.» — A mi
szempontunkbdl ennél valamivel tébbet mond ugyanennek a munkénak régebbi német
valtozata (Schule des Denkens, Bern 1949, 9) : «Nach Euklid dargestellt, eischeint die
Mathematik als eine systematische, deduktive Wissenschaft ; aber Mathematik im Ent-
stehen erscheint als eine experimentelle, induktive Wissenschaft».
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az oldalhosszisag négy lab lenne. — Sokrates erre a vélaszra azonnal folraj-
zolja a négy 1ab oldalhosszusagu négyzetet oly modon, hogy az eredeti négyzet
egyik oldalanak hosszat megkétszerezi, és ezzel az Uj oldalhosszUsaggal négy-
zetet rajzol (1. 4bra). A rajzbdl viszont azonnal kideril, hogy a nagyobb négy-
zet nem kétszerese, hanem négyszerese az eredeti négyzet teriletének. A kér-
dezett rabszolganak be kell latnia, hogy elsd kisérlete nem sikerilt, rosszul
felelt Sokrates kérdésére, mert az oldalhosszisdg megduplazasaval nem meg-
kétszerezzilk, hanem megnégyszerezzilk a négyzet teriletét. — A kovetkezd
lépésben aztan igy okoskodik tovabb a kérdezett. Annak a négyzetnek az oldala,
amely tertletében kétszerese az eredeti négyzet tertiletének, nyilvan nagyobb lesz

1. &bra 2. abra

mint az eredeti négyzet oldala. A keresett oldalhosszlsag tehat nagyobb mint
kettd, mert kett6 annak a négyzetnek az oldalhosszlisaga, amelynek teriiletét
meg akarjuk duplazni. Az el6bbi kisérletb6l viszont latjuk mar, hogy négy
nem lehet a keresett oldalhosszisag, mert a négy lab oldalhosszisagu négy-
zet terllete mar nem kétszerese, hanem négyszerese az eredeti négyzet terl-
letének. A keresett oldalhosszlisag tehat kisebb lesz mint négy. — Nagyobb
mint ketté és kisebb mint négy — a harom. Talan éppen a harom lab oldal-
hosszUsagu négyzet terlilete lesz a dupldja az eredeti négyzet teriletének. —
Sokrates erre az Ujabb Kisérletre egy Ujabb rajzzal felel : meghosszabbitja az
eredeti két l1ab oldalhosszUsagu négyzet egyik oldalat harom egységnyire, és
az Ujabb —harom 14b — oldalhosszusaggal négyzetet rajzol (2. abra). A rajz-
bél viszont azonnal kiderul, hogy ezuttal sem sikertlt megduplazni az eredeti
négyzet teriletét ; a nagyobb négyzet terlilete ugyanis most kilenc kisebb
négyzetbdl all, holott ha csakugyan megduplaztuk volna az eredeti négyzet
tertletét, akkor az Uj négyzetnek csak nyolc kisebb négyzetbdl kellene allnia,
mert az eredeti négyzet négy kisebb négyzetbdl allott. A rajzbdl a rabszolga-
nak ismét be kell 1atnia, hogy valasza ezuttal is téves volt. —A kérdést végul is
ugy oldja meg Sokrates, hogy Ujabb abrat rajzol és ezen megmutatja, hogy az
eredeti négyzet teriilete csakugyan megnégyszerezhetd azaltal, hogy az oldal-
hosszlsagot megduplazzuk — pontosan Ugy, ahogy a rabszolga elsd izben
akarta. Ugyanakkor azonban az ily médon nyert négy darab négyzetet atlo-
ikkal két-két egyenl6é haromszogre bonthatjuk. A megrajzolt atlok viszont
ugyancsak négyzetet alkotnak, amely négy egyenl6 haromszogbdl all (3. abra).
Nyilvadnvald, hogy ennek az utdbbi négyzetnek a terilete éppen a dupldja az
eredeti négyzet tertletének, mert a nagyobb négyzet ezuttal négy, az eredeti
pedig két egyenl6 haromszogbdl all. Ezzel sikertlt megduplaznunk az eredeti
négyzet teruletét, és a négyzetalak is valtozatlan maradt.

Latjuk ebbdl a dialogus-részletbdl, hogy a konkrét megmutatés, a rajzzal
vald szemléltetés milyen nagy szerepet jatszik a beszélgetésben. Az a tény, hogy
a két elsd kisérlet téves, a harmadik pedig helyes eredményre vezet, éppen
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azaltal lesz evidenssé, hogy az allitds helyes vagy helytelen voltat a rajzon
empirikusan, latassal ellen6rizhetjik. Sokrates maga mondja egyszer a beszél-
getés folyaman : «Mondd meg pontosan (ti. hogy milyen hosszU lesz a keresett
oldal), ha pedig nem akarod szdmokban Kkifejezni, mutasd meg a kérdéses
hosszsagot a rajzon.»10 — Ne feledkezzink meg arrél sem, hogy Platdn ezzel
a klasszikus jelenettel tulajdonképpen a matematikai megismerés «apriori»
jellegét akarja illusztralni.1l Sokrates a rajzon valo konkrét bemutatassal azt
a benyomast kelti hallgatéiban, mintha egydaltalan semmi 0j ismeretre sem
tanitana a megkérdezett rabszolgat, csak «emlékeztetné» kérdéseivel — és
természetesen a rajzon valé megmutatéssal! — régi, elfelejtett tudaséara.

Régen megjegyezték mar, hogy ez a Menon-részlet milyen eleven képet
ad a Platon korabeli geometriai oktatasrol.22 Azt hiszem, ugyanakkor ez a rész-
let fényesen illusztralja annak a régi gordg geometridnak a maddszerét és bizo-
nyitasi technikajat is, amely még nem /ladafia csak ioTogirj volt. Ezt az alli-
tdsomat a kovetkezd két pont igazolja.

L Valészin(vé tehet6, hogy a gorogok eredetileg az Un. Pythagoras-
totelt — Aaltalanos formajaban is! — ugyanazzal a szemléltetd6 mddszerrel
bizonyitottdk, mint amellyel Sokrates is illusztralja a tanulatlan rabszolga
el6tt foltett kérdésének a megoldasat. Vilagos ugyanis, hogy a Sokrates altal
szemléletesen bebizonyitott allitais — valamely kisebb négyzet atldjara emelt
nagyobb négyzet terlletében kétszerese a kisebb négyzet teriletének — tulajdon-
képpen a Pythagoras-tétel egyik specidlis esete. Mert a Kisebb négyzet atldja
nem egyéb, mint egy egyenlészart derékszogd haromszog atfogdja; erre az
atfogora emelt négyzet pedig — Sokrates bizonyitasa szerint —egyenld annak
a két kisebb négyzetnek a terlletével, amelyet az egyenlészari derékszogl
haromsz0g egy-egy befogojara (a kisebt) négyzet oldalaira) emelhetiink (I.a 4.
abrat). Eppen ilyen empirikusan és szemléletesen bebizonyithatjuk azt is,

1 Platén, Menén 83 E : neiQUi r)fiiv elneiv (IxoiBmc xal el fii] Bovkei woiOlieiv,
akka 0eiCov. — Csak mellékesen utalok ana, hogy az elébbi Platon-idézetb6l a kovet-
kez6 szavak : <a pedig nem akarod ezdmokban kifejezni» — mennybe ironikusak.- Mert a
kérdezett mennyiséget, a négyzet atldjat — ha szamokban fejezziik ki ugyanannak a
négyzetnek az oldalat ! — egyaltalan nem lehet szdmokban meghatarozni. Hiszen a
négyzet oldala és atloja dsszemérhetetlen (inkommenzurabilis) mennyiségek. Platon tehat
az idézett szavakkal nyilvan ironikusan utal az inkommenzuiabilitas ?vﬁ. Euch EI. X.
App. 27, Heiberg) problémajara.

V6. O. Becker: Grundlagen der Mathematik in geschichtlicher Entwicklung,
Freiburg—Miunchen 1964, 109 k.

20O, Becker: i.m.
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hogy az eredeti négyzet masik atl6janak a meghosszabbitasaval az atfogora
emelt nagyobb négyzet tertletét két egyenlé téglalapra bonthatjuk. Mint-
hogy viszont a két egyenl6 téglalap teriletdsszege ( vagyis az atfogéra emelt
négyzet) egyenlé a két — egymas kozott ugyancsak egyenld — kisebb négy-
zet terUletdsszegével, vilagos az is, hogy az egyik téglalap terilete az egyik
négyzet, a masik téglalap teriilete pedig a masik négyzet teriletével tehetd
egyenl6vé. Ez mas szbval azt jelenti, hogy 5. dbrankon a sattirozott illet6leg
Uresen hagyott feliletek — egy-egv teglalap és négyzet — egymas kozott
egyenléek. Mindezek az allitdsok rendkivil egyszer(ien, empirikusan és szem-
Iéletesen levezethet6ek egymasbol. Legutdbbi, 5. dbrank alapjan viszont fol-
meril a kérdés : vajon nem érvényes-e ugyanez az osszefliggés az altalanos
(a nem-egyenl6szara) derékszogli haromszogre is? Eajzoljunk valamely alta-
ldnos derékszdgli haromszdg minden oldalara egy-egy négyzetet, azutan

My

bocsassunk a derékszogb6l mer6legest az atfogéra és hosszabbitsuk meg
ezt a vonalat mindaddig, amig ez az A&tfogéra rajzolt négyzetet keét
kulénb6z6 nagysagu téglalapra bontja (lasd a 6. abrat). Ez az utoébbi,
az Aatfogoéra merdleges egyenes képviseli ti. ebben az esetben azt a
«masik atlot», amely a négyzet esetében az atléra emelt nagyobb négyzet
tertletét két egyenld téglalapra bontotta. Kérdés mar most ezek utan :
vajon nem érvényes-e ebben az esetben is az az dsszefliggés, amelyet az egyenlé-
szaru derékszogli haromszog esetében megfigyeltiink? Vagyis kérdés : 6.
adbrankon a sattirozott illet6leg Uresen hagyott négyzet és téglalap, x és xx
illetéleg y ésyrnet egyenléek-e? — Csakugyan Euklides az «Elemek» I. kény-
vében a Pythagoras-tétel bizonyitasat (47. tétel) éppen erre a meggondolasra
épiti.13 Egy rendkivil egyszerl és szellemes segédszerkesztéssel kimutatja,
hogy a 7. abrankon lathato két, kilonboz6képpen sattirozott haromszog
egyenld, azaz kongruens. Minthogy pedig e két haromszog kozil az egyik az
y-nal jelolt négyzetnek, a masik pedig az yxgyel jelolt téglalapnak a félteru-
lete,14*az y és yxteriletek egyenléek. Ugyanez a segédszerkesztés alkalmaz-

13 Tévedés, amit ezzel kapcsolatban O. Becker (i. m. 20) ir : «Auf einen Beweis
des Pythagoreischen Lehrsatzes mittels Proportionen weist der Euklidische Beweis
(Elem. 1 47) hin, der selbst zwar. .. Proportionen vermeidet, aber doch noch einen
alteren Bewelis, der solche verwendete, durchschimmern l&sst (?)».

14Vo. Euch Elem. | 41 : «Si parallelogrammum et eandem basim habet, quam trian-
gulus aliquis, et in iisdem parallelis est, duplo maius esi parallelogrammum triangulo»
(1. L. Helberg forditasa szerint).
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hato természetesen — mint 8. Abrank mutatja — az x-szel jelzett négyzetre
illetéleg az xxgyel jelzett téglalapra is, vagyis ezek a fellletek is egyenléek
egymés kozott. Ha méar most dsszeadjuk a 7. és 8. &bra tanulsiagat, akkor
szemléletesen bebizonyitottuk a Pythagoras-tétel &ltalanos formajat :
a deréksz0gl haromszog atfogojara emelt négyzet teriilete egyenldé a két befogora
emelhet6 négyzetek tertleteinek az dsszegével.

Latjuk tehat, hogy tulajdonképpen még Euklides is a szemléltetésnek
azzal az egyszer(i mddszerével bizonyitja be a Pythagoras-tételt, mint amely-
Iyel Platon Sokratese illusztralja a tanulatlan rabszolga elétt a négyzet teru-
let-megduplazasanak a problémdjat. Tagadhatatlan azonban az is, hogy Eu-
klides szdvegében az elébbi gondolatsor és bizonyitas korantsem olyan szem-
Iéletes, mint amilyenné az én vazlatomban lett. Hiszen kézismert, hogy éppen
e targyalt bizonyitds szemléletességének a hidnya tette annyira bizalmat-
lann& Schopenhauert Euklidesszel szemben. Kérdés tehat : csakugyan szem-
léletes-e a bemutatott bizonyitas, amint ezt elébbi fejtegetéseim alapjan gon-
dolhatnank, vagy sz6 sem lehet szemléletességrél, amint ezt Schopenhauer
egy alkalommal bosszankodva megjegyezte? — Azt hiszem, a két megallapi-
tas igazdban nem zarja ki egymast. Schopenhauernak igaza volt, Euklides
egyaltalan nem szemléletes a sz6 konkrét értelmében. De Euklides bizonyita-
sai ugyanakkor nagyon sokszor — mint a targyalt esetben is — rendkivil egy-
szer(ien szemléletessé tehet6k. Aki ezt az allitdsomat ellendrizni akarja, vizs-
gélja csak meg a kovetkezd fontos euklideszi tételek bizonyitasait : Eucl. I1.
4, 5, 6, 7 etc. Egészen feltlind ezekben az esetekben — mint az el6bb targyalt
példan is — a gondolatsorok eredeti szemléletessége. Csakhogy Euklides arra
torekszik, hogy elrejtse, elkend6zze az eredeti szemléletességet. Véleményem
szerint ez az elkend6zés nagyon hatarozott és tudatos térekvés volt Euklides
részér6l. E dolgozat utolso fejezetében valaszt adok majd arra a kérdésre is :
miért kellett a gorogoknek arra torekednilk, hogy elkend6zzék geometriai
bizonyitasaik eredeti szemléletességét. — Ami az el6bb targyalt bizonyitast
magat illeti : azt hiszem, a bemutatott példa — valamint az a kértulmény,
hogy Euklides legtdbb geometriai bizonyitasa ugyanigy szemléletessé tehetd
—igazolja, hogy a gorog geometria eredeti bizonyitasformaja a konkrét meg-
mutatas, az egyszerl szemléltetés volt. (Egyébként a Pythagoras-tétel gorog
bizonyitasanak a genezisétls csak azért rekonstrualhattuk, mert rendelkezé-
stinkre allott Platon «Men6n» cimd dialogusanak idézett részlete.)

2. Egy mésik fontos bizonyiték — arra ti., hogy a legrégibb gérdg geo-
metridban a bizonyitds konkrét megmutatas, egyszer(i szemléltetés volt —
kiolvashat6 a torténeti hagyomany egyik érdekes adatabol. Proklos ugyanis,
Euklides kés6i kommentatora, az «Elemek» I. kdnyvének 17. definici¢javal
kapcsolatban a kdvetkez6ket mondja : «Azt allitjak, Thales volt az elsd, aki
bebizonyitotta, hogy az atmérdé felezi a kor teriletét.»16 Régebben kissé bizal-
matlanul fogadtak ezt a kijelentést.I7 Kétségbevontak a hiradas hitelességét,

IBNemcsak maga a Pythagoras-tétel, hanem ennek egy masfajta «szemléletes
bizonyitasa» is megvolt mar a gorogok el6tt az dkori keleti kultiradkban ; vé. O. Becker:
i. m. 20. — Termeszetesen ez még tavolrol sem jelenti azt, mintha a gorogség el6tti
kultdrak ismerték volna a matematikai tétel, bizonyitas, dedukcié stb. fogalmat.

BProcli Diadochi in primum Euclidis Elementorum librum commentarii (ed.
O. Friedlein) p. 157, 10 : rd dixorofieia&au tév xwJ.ov ind rfj¢ Oiayéxgov ngwxov &aXfjv
oOxelvov anodeiCai rpaaiv. — Proklos forrasa ezlttal is valoszintileg Eudemos volt.

7PI. Abel Rey: La jeunesse de la science grecque. Paris 1933. 42.
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legaldbbis annyiban, hogy elismerték ugyan, Thales csakugyan folismerhette a
tényt magat — hogy ti. az atmér6 felezi a kor teriletét —, de aligha val6-
szind, hogy Thales ezt be is tudta volna «bizonyitani». Ha Euklides kommen-
tdtora mégis Thales bizonyitasardl beszél ezzel kapcsolatban, akkor ez részé-
rél csak téves sz6hasznalat lehet. — Kos ezzel a felfogassal szemben mindenek-
elétt Proklost magat kell védelmiinkbe venniink. Proklos ugyanis altalaban
elég koriltekintéen valasztja meg ilyen természetd kifejezéseit. A cslcsszogek
egyenl6ségérdl szélva pl. megjegyzi — az euklidesi «Elemek» 1. kdnyvének 15.
tételéhez: atételt magat Thales ismerte fél, a tudomanyos bizonyitas viszont
Euklidestdl szarmazik.18 Ebben az esetben tehat vilagosan megmondja Proklos,
hogy a csucsszogek egyenl6ségének ismert bizonyitasa nem Thalestél szar-
mazik, csak kés6bbi kiegészités. (Csak azt a kérdést hagyja ezuttal nyitva :
vajon maga Thales is nem adott-e mar valamilyen mas bizonyitast ugyanerre a
tételre, amely bizonyitads az § — Proklos — véleménye szerint még nem lenne
eléggé tudomanyos jellegli ; mert kilénben ugyan miért hangsulyozna Prok-
los olyan nyomatékosan Euklides bizonyitasanak «tudoményos» jellegét :
énioTrynTuxr) (irrddeiCic ?) — Ha tehat Proklos egy maésik alkalommal, a kor atme-
réjével kapcsolatban, Thales bizonyitasat emlegeti, akkor semmi esetre sem
szabad félremagyaraznunk a szavait. Thales minden valdszinlség szerint be
tudta mar bizonyitani geometriai allitasait.19 A kérdés csak az, milyenek
lehettek Thales bizonyitésai?

Emlékeztethetlink ebben az dsszefliggésben K. v. Fritznek az étpag/udCetv-
maddszerrel kapcsolatos megfigyeléseire. 2 K. v. Fritz ugyanis folhivta a figyel-
met arra, hogy Euklides ugyan folallitja az I. kdnyv elején a kongruencia
axidmajat, az an. éqtag/udCstv-axiomat,2l de kés6bb egyaltalan nem hasznalja
ezt az elvet, jollehet az egyenl6ségi definiciokban sok bizonytalansagot
elkerilhetett volna, ha az egymasra-illesztés empirikus médszerét kissé str(ib-
ben alkalmazza.2 Tudjuk viszont Proklos szdvegébdl, hogy régebben ezt az
empirikus modszert, az eécpagydCetv-modszert, olyan bizonyitasokban is alkalmaz-
tak, amelyeket Euklides mar egyaltalan nem hasznal fol. «Ezt a mddszert tehat
régebben sokkal tobbszoér hasznalhattak, mint amennyire ez Euklides szove-
gébdl kitlinik. Ugy latszik, ez a médszer még a matematika-térténet korabbi
szakaszabol szarmazik, s talan az sem véletlen, hogy abbdl az 6t tételbél, ame-
lyet a hagyoméany Thaiesnek tulajdonit, négy kozvetlenll, az 6tédik pedig
kdzvetve bizonyithaté az egymasraillesztés modszerével »3 — Ha még tovabb
megylnk ezen az Uton, megallapithatjuk, hogy Proklos maga is megemliti 24
az a tétel, hogy az atmérd felezi a kor tertletét, bebizonyithaté az egymasra-
illesztés modszerével. Csak az nem tlinik ki ezuttal vildgosan Proklos szavai-
bol : vajon Thaiesnek péar sorral el6bb emlitett bizonyitdsa nem éppen ennek
a modszernek az alkalmazasabol allott-e? Mégis Ugy gondolom, K. v. Fritz

BProclus (ed. G. Friedlein) p. 299, 1: rovro ..To €ewgTjw .. .evQrgiévov fiev we
r'oo|i_\)/lfg Fvﬁ /iog tw QaxXov rnoumoy, rfjc bé émoTTjjuovixfic anodelCetoc rjNioifievov naga ra>

r .

PVo6. B. L. van der Waerden: i. m. 146 kK.

DK. v. Fritz: Die APXALI in der griechischen Mathematik, Archiv fir Begriffs-
geschichte. Bd. 1. Bonn 1955. 13—103.

2LEucl. Elem. I «Communes animi conceptiones 7»: «Qnae inter se congruunt,
aeqtialia sunt» (1. L. Heiberg forditasa szerint).

2K.v. Fritz: i.m. 77.

BK.v. Fritz: uo.

2 Proclus (ed. G. Friedlein) p. 157, 17.
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nyoman féltehetjik : Thales a tételeit oly mddon bizonyitotta, hogy a tar-
gyalt geometriai idomokat «egymasra illesztette» és igy empirikusan illuszt-
ralta, szemléltette «<megmutatta», hogy allitasai igazak. Ez a bizonyitas csak-
ugyan nem volt még mas, mint empirikus megmutatas, a régi iarogirj-nek
nevezheté geometria altalanos mddszere. A tudomanynak ezen a fejl6dési
fokan a OGeixw/u sz6 még magat a konkrét megmutatast jelentette.

A megeléz6 fejezet szerint a legrégibb gorog geometria mddszere a konk-
rét megmutatés volt. A bizonyitas vagy cafolds ebben a kezdetleges és még
tulnyomarészt empirikus tudoméanyban abbdl &llott, hogy a tényeket konk-
réten megmutattak, szemléltették. A deixwfu terminus tehat a tudomanynak
ezen a fejlédési fokan a konkrét megmutatéast, szemléltetést jeldlte. — Ez mas
szlval azt is jelenti, hogy csatlakozom K. v. Fritz véleményéhez, aki legutobb
hangsulyozta : a legrégibb goérég tudomanyban bizonyara jelentGs szerepe
lehetett a szemléletes evidencidnak. K. v. Fritz ezt a véleményét arra alapitotta,
hogy az Euklides elétti tudomanyban minden jel szerint sokkal gyakrabban
alkalmaztidk az egymasra-illesztés empirikus modszerét, mint késébb.5 Ugyan-
akkor azonban hangsulyozta ez a kutat6 azt is, hogy a gorogok kesébbi tudo-
manya nem elégedett meg a szemléletesség evidenciajaval. Eppen ellenkezbleg,
kés6bb arra térekedtek, hogy az empirikus elemeket kiiktassak a tudomany-
bél. Euklides lehetleg nem hasznélta az egymasra-illesztés mddszerét. Thales
régi «tételét» pl., amely szerint az 4tmérg felezi a kor teriletét, inkdbb bele-
épitette egyik definiciojaba (El. | 17. def.), nem tér6dve azzal, hogy ily mddon
talterheli a definiciét. De kuldnben is, Euklides igyekezett még azokban az
esetekben is, amelyekben mar semmiképpen sem Kkertlhette el az egymasra-
illesztés modszerét, legaldbb axiomatikusan megalapozni eljarasat, és ameny-
nyire csak lehet, megfosztani a modszert empirikus jellegét6l.26 A gérog tudo-
manynak ez az «anti-empirikus» és szinte «szemlélet-ellenes» tendenciaja,
amelyre K. v. Fritz helyesen hivta fol a figyelmet, véleményem szerint meg-
lehet6sen régi keletd. Hiszen kilénben is foltnt mar masoknak, hogy Hip-
pokratesnek a holdacskdk quadraturajarol sz6lé hires fragmentuma olyan
egyenldtlenségeket is gondosan bebizonyit, amelyek barmely megfelel6 abra-
rol azonnal lathatdéak lennének.7 Ugy latszik, mintha ez a megfigyelés arra
vallana, hogy mér az i.e. 5. sz. kozepe tdjan a chiosi Hippokrates is valami-
képpen az el6bb emlitett «szemléletellenes tendencia» hatasa alatt allhatott,
azért nem elégedett meg bizonyitasaiban a puszta szemléletességgel. Eszerint
tehat kovetkez6 kérdéstink igy hangzik : mennyiben befolyasolta a tudoma-
nyos fejlédésnek ez a «szemlélet-ellenes tendencidja» a OGeixwfu szonak mint
matematikai terminusnak a jelentését? Hogy vilagosabban lassuk magat
a problémat, a kovetkez6kben megvizsgaljuk a gorog arithmetika jelenleg
legrégibbnek ismert tételsorozatabdl kettének a bizonyitdsat. A megvizsga-
landd tételsorozat Euklides mdvében maradt fonn.

S5K. V. Fritz: i. m. 94.

B K. v. Fritz: uo. — Euklidesnek ezzel a toickvésével fligg Gssze nyilvan az is,
hogy a Pythagoias-tételnek fontebb ismeitetett bizonyitasa sem egyértelmlen szem-
léletes.

2Z7B. L. van der Waerden: Die Arithmetik der Pythagoreer I. Math. Ann. 120
(1947—49) 140.

3 Antik Tanulméanyok
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0. Becker mar tébb mint 20 évvel ezel6tt kKimutatta, hogy az Un. paros:
és paratlanrol sz6l6 tanitas az euklidesi «Elemek» 1X. kényvében a régi pytha-
goreus arithmetika egyik toredéke. Eredeti formajaban ez a tanitds — amely
Ugy latszik, mar Euklides kordban is csak torténeti szempontbdl lehetett érde-
kes — még az i.e. 5. szazad kozepe tajan vagy a szazad els6 felében keletkez-
hetett.8 Ennek a tanitasnak els6 két tétele Euklides megfogalmazasaban
igy hangzik :

Elemek, IX. 21 : Paros szamok 0Osszege mindig paros.
es

Elemek, 1X. 22 : Tetszbleges paratlan szamok, parosszor {ssze-
adva, paros szamot adnak.

Vilagos, hogy ezeknek a tételeknek az érvényességét socha szamol6 két-
ségbe nem vonhatta. Ilyesmit bebizonyitani igazdban folésleges. Annal tanul-
sagosabb viszont a mi szempontunkbdl : hogyan bizonyitja 6ket Euklides :
A bizonyitas a 1X. 21 tétel esetében pl. azzal kezd6dik, hogy Euklides az alli-
tast egy «konkrétnak» tekintendd példan illusztralja. 0 «Legyenek AB, BE, A
és AE tetszbleges paros szamok ; azt allitom, hogy o6sszegik, AE is paros
szam.» Az a kértlmény, hogy Euklides az adott paros szamokat két-két bet(-
vel (AB, BE stb.) 6sszeglket pedig AE-vel jel6li, arra mutat, hogy a szamokat
mint «vonalszakaszokat», 6sszeadasukat pedig mint egyenes vonalszakaszok
Osszeadasat szemléltette a kdvetkez6képpen :

9. abra

A bizonyités viszont az el6bbi magyarazat utan igy hangzik : «Minthogy AB,
BI', A és AE péaros szamok, mindegyikiiknek van (egész szamu) felik, Ggy-
hogy az egésznek, ZEE-nek is van fele, Paros szam viszont az, amely felezhet6
(utalds a VII. kdnyv 6. definici6jara). AE tehat paros szam. Quod erat demon-
strandum.» — Deh4t egyaltalan mi kéze van ennek a bizonyitasnak az elébb
emlitett «szemléltetéshez»? Mennyiben lathaté az emlitett vonalszakaszokon
(AB, BT stb.) az, hogy ezek paros szdmokat abrazolnak? Hiszen ugyanezek a
vonalszakaszok ugyanezekkel a betlikkel a kdvetkezd tétel (El. I1X. 22) bizo-
nyitdsdban mar éppen megforditva paratlan szamokat abréazolnak! A péros és
paratlan szamok kulénbsége vonalszakaszokkal egyaltalan nem &brazolhatd,
mert az egyenes szakasz mindig felezhet6, a szamok kozil viszont csak a péaro-
sak felezhet6k. S6t a gorog aritmetika szerint még az egység sem abrazolhato
mint valamely egyenes vonalszakasz, mert az egység oszthatatland), a szakasz

2B 0. Becker: Die Lehre vom Geraden und Ungeraden im neunten Buch der Euklidi-
schen Elemente. Quellen und Studien zur Gesch. der Mathematik Abt. B. Bd. 3 (1936)
533—653 ; lasd még : O. Becker: Grundlagen der Math. 38 k.

DEucl. Elem. IX. 21: ’Eav agxioi aoi&juoi anoooiw owxe&waiv, 0 dVo; agndg éanv
Evyxda&waav yag &nrioi agi&fioi Onoaciow oi AB, BIL, A, AEmA&oj ori 0Ax 60 AE
agnog eonv.

"Enei yé(71 Sxaaro¢ xwv AB, BI', TA, AE agridc eonv, Syei [xégog rj/uav wore xal
oio¢ 0 AE iyei /légoc; rj/uav agxiog 0@ agi&fiog éanv 0 blya diaigov/ievog™ agxiog aga éariv O
AE-« 0neg idei oeiCai.

3Platon, Resp. VII 526 D — 626 A.
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pedig mindig oszthaté. De Euklides, Ugy latszik, még azzal sem térédik, hogy
valamiképpen szemléletessé tegye : hogyan lesz a péaratlan szambodl paros
szam. A IX. 22 tétel bizonyitdsdban pl. azt olvassuk : «Vonjuk ki az adott
tetsz6leges péaratlan szamokbdl, az AB, BI', A és zJE-bdl az egységet, és akkor
ezek paros szamokkéa lesznek.» Ezt azonban csak mondja a bizonyitas, de
egyaltalan semmit sem szemléltet az emlitett vonalszakaszokon.

Hogy mennyire alkalmatlan Euklides eljarasa az emlitett tételek szem-
léltetésére — holott eredetileg a bizonyitds nem is volt egyéb, mint egyszer(
szemléltetés, —az killéndsen kitlinik akkor, ha dsszehasonlitjuk «szemléltetését»
azzal a mddszerrel, amellyel a paros és paratlan egyszerd tételeit eredetileg
illusztraltak. O. Becker ugyanis filologiai modszerekkel kimutatta, hogy eze-
ket a tételeket eredetileg minden valdszinlség szerint szamold kovekkel (-
o) azaz az On. yrjoogpoQia\al vezették le. A paros szamokat fele részben
fehér, fele részben pedig fekete kovekkel abrazoltdk. Valamely paratlan szam
viszont Ggy jott létre, hogy egy paros szamhoz hozzdadtak még egy fehér
vagy fekete kovet, vagy elvettek bel6le egyet. A tprigobpoQla segitségével pl.
az elébbi tétel a kovetkez6képpen illusztralhatd : Legyen AB = 4, Bl = 6,
FA = 10, AYj = 2és AE = 22. Az els6 sor csak abrazolja az adott paros szamo-
kat ; a mésodikban 6sszeadjuk 6ket, a harmadikban pedig — a kommutati-
vitds elvének érvényesitésével — rendezzik a «félrészeket», azaz a fehér és
fekete koveket, hogy ezaltal is Kitlnjék : az 6sszegben is ugyanennyi fehér,
mint ahany fekete k6 van, azaz : az 6sszeg is paros szam.

i,OO0O M OOOMII OO0OO0OO0OOMMH# o#
LOOM OO0OO««# OOOOOMM# 09
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10. &bra

Latjuk tehat, hogy az &bréazolas régebbi moddszere, az Un.
csakugyan sokkal szemléletesebb, mint az a médszer, amelyet Euklides alkal-
maz. Euklides eljdrdsa — legaldbbis az adott esetben — mér alig-alig emlékez-
tet az eredeti «konkrét megmutatasra». Még miel6tt Kisérletet tennénk arra,
hogy megfejtsiik ennek a kiilonds, Ujiajta, «euklidesi szemléltetésnek» az értel-
mét le kell szdgezniink néhany fontos torténeti ténymegéllapitést.

Mindenekel6tt bizonyos az, hogy nem Euklides volt az els6, aki az arith-
metikaban a szamokat vonalszakaszokkal és nem szamolokdvekkel abrazolta.
Ugyanez a modszer megvolt mar az i.e. 5. szdzadban is, Ugy latszik, a szdmolé-
kovek hasznalatat csak egészen kezdetleges, nem-tudoméanyos fokon voltak
hajlandok megtlrni. A pythagoreusok tudomanyos jellegl arithmetikaja a
szamokat mar az 5. szdzadban is vonalszakaszokkal abrazolta. Erre mutat pl.
Archytasnak egy Boetiusnal fonnmaradt toredéke.3l Ennek a toredéknek a
szOvegében a szamokat egy-egy betl (A, B, C) képviseli, mint ahogy gyakran
latjuk ezt Euklidesnél is, pl. az «Elemek» VII. kényvében. Ugyanakkor
viszont Archytas ugyanebben a téredékben két szamnak — D-nek és E-nek —
az 0sszegét DE bet(ikkel jeldli, ami Euklidesnél elképzelhetetlen volna. Tébbek
kozott ennek az utdbbi jeldlésmodnak a régiessége is bizonyiték volt arra,
hogy a kérdéses Archytas-téredék —bar csak latin forditasban maradt reank

3l Boetius : De institutionc musica (ed. O. Friedlein, Lipsiae 1867) p. 286.
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hitelesnek tekinthet6.2 Nem keétséges viszont, hogy az Archytas-szévegnek
ezek a betlii — A, B, C, D, E, DE — szamokat «abrazol6» vonalszakaszokat
képviselnek ugyanugy, ahogy jol ismerjik ezt az abrazoldsmddot barmelyik
késébbi eredet(i gorog arithmetikai szévegbdl.

A maésik fontos torténeti jelleg(i ténymegallapitas, amelyet el6re le kell
szbgeznlink : a szamoknak vonalszakaszokkal val6 &brazolasa semmiképpen
sem lehet kovetkezménye annak a kozismert «geometrizalasanak», amelyet O .
Neugebauer mutatott ki a gérog matematika torténeti fejl6désében. Mert ez az
alapvetd jellegli valtozds — az egész matematika &ltalanos geometrizaldsa
— csak Archytas utan kovetkezett be.3

Mi lehet mar most az oka annak, hogy a gordg arithmetikusok foladtak
a szamolokovekkel valé A&bréazoldst és a szdmokat mint tetszéleges vonal-
szakaszokat szemléltették ? — Konnyd lesz ramutatnunk ennek a dont6
jelent6ségli modszervaltasnak legalabb egyik okara.3#*Nyilvanval6 ugyanis,
hogy a szamoldkdvekkel mindig csak egy bizonyos, konkrét paros vagy parat-
lan szamot, tehat a hatot, a hetet vagy valamelyik mésikat, abrazolhattak ; de
nem szemléltethettek szamolokovekkel a paros vagy paratlan szamot altala-
ban. Eppen ez volt kezdettdl fogva a donté kiloénbség a szamolokdvek haszna-
lata és a geometriai idomok rajzzal valo szemléltetése kdzott. A geometriai
idomokat koénnyd volt &ltalanos érvény(ségiikben szemléltetni. Egy tetsz6-
legesen kicsiny vagy nagy négyzet a szemlélet szamara maga a négyzet volt.
(Nem volt probléma még a geometriai mérték sem, mert esetrdl esetre tetszé-
legesen allapithattdk meg a legkényelmesebb mértékegységet.) De nem volt
ilyen egyszer(i a puszta szdmok abrazolasanak a kérdése. A szamolokdvek erre
a célra tulsdgosan konkrét-jelleglinek bizonyultak ; velik csak adott konk-
rét szamokat lehetett szemléltetni. A nagyobb altaldnossag érdekében kény-
telenek voltak elhagyni a szamoldkoveket, és inkdbb vonalszakaszokkal
szemléltetni a puszta szadmokat is. Bizonyos szempontbdl ez az attérés az
arithmetikdban a vonalszakaszokkal valé abrazolasra konnyd lehetett kez-
detben mar csak azért is, mert az empirikus geometridban kulénben is hozza-
szoktak méar ahhoz, hogy barmilyen szakasz képviselhetett szinte barmilyen
valésagos mertéket, csak az alkalmas mértékegységet kellett jol megvéalasz-
tani. — Csakhogy a szdmoknak vonalszakaszokkal val6 abréazolasakor —
amint ezt a paros és paratlan elméletébél latjuk — elveszett a konkrét szemlél-
tetés eredeti értelme. Azok a vonalszakaszok, amelyeket Euklides a 1X. 21 tétel
bizonyitasaban emlit (AB, BI' sth.), mar nemcsak paros, hanem ugyanolyan
joggal paratlan szamokat is képviselhetnek. Es ebbdl a fajta szemléltetésbél
mar nem is tdnik ki, hogy a paros szamok 06sszege csakugyan mindig paros
szam. A bizonyités ezuttal mar nem is a konkrét megmutatasra épul. Inkabb a
paros szam definiciojara emlékeztet benniinket Euklides : paros az a szam,
amely felezhet6 (amelynek egész-szamu fele van). Minthogy pedig az emlitett és
vonalszakaszokként abrazolt szdmok mind ilyenek, természetes, hogy az az

2B. L. van der Waerden: Die Arithmetik der Pythagoreer I. Math. Ann. 120
(1947—49) 134.

B V6. 0. Neugebauer : Zur geometrischen Algebra, Quellen und Studien zur Gesch.
der Math. Abt. B. Bd. 3. 1936. 247.

3lLehet, hogy a szemléltetés modszerének itt targyalt megvaltozasahoz egyéb
okok is hozzajarultak. A toértek, az inkommenzurabilis mennyisegek és a kontinuum
is sokkal inkabb abrazolhatok vonalszakaszokkal, mintsem szamolo-kovekkel. Ugy
ondolom azonban, a moddszerben beallott valtozas egyéb okai sokkal kevésbé meg-
oghatoéak, és kevésbé jelentdsek is, mint az, amirdl a fenti széveg szol.
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0sszeg is, amely csak ilyen szamokbdl all, ugyanilyen lesz, ennek is lesz egész-
szamu fele. — Egészen paradox hatasu azonban az, hogy Fuklides e mellé a
bizonyitas mellé még mindig félrajzoltatja a szdmokat abrazolé vonalszaka-
szokat, holott ebb6l az abrazolasbol mar egyaltalan nem lesz lathatova az,
amit a bizonyitasnak kellene «megmutatnia». Ugy latszik azonban, erre az
esetre is érvényes Parmenidesnek archaikusan megfogalmazott felszolitasa -
Xevaae Oo/uwc; cmedvxa We> mioedvxa ReRalwg «Hasznald szemeid helyett értel-
medet, és lasd az értelemmel azt is, ami tavol van, mint jelenlev6t».®

Eddigi vizsgalataink eredményeit a kodvetkezékben foglalhatjuk 0Ossze.
A beixwfu sz6 a gorogok legrégibb, még tilnyomorészt empirikus tudoma-
nyaban a szemléltetés, a konkrét lathatéva tevés mdaveletét jeldlte. A tudo-
manynak ezen a fejlédési fokan a bizonyitds — mind a geometridban, mind
pedig az arithmetikdban — abbdl allott, hogy a targyalt tényallast vagy rajz
segitségével vagy szamolokdvek alkalmazasaval konkréten megmutattak,
lathatové tették. A tényallds konkrét megmutatdsa volt a bizonyiték arra,
hogy az éllitas helyes-e vagy téves, mert az evidencia ezen a fokon még csak
a szemlélet, a latds evidencigja volt. — Egy kés6bbi fejlédési fokon viszont
«antiempirikus», «szemlélet-ellenes» tendencia lépett f6l. Ezen a kés6bbi fokon
a bizonyitds mar nem abbdl allott, hogy a tényallast konkréten megmutattak,
hanem inkdbb abbdl, hogy mas uton, altalanos érvényl(én «mutattdk ki» a
szUkségszerd voltat annak, amit az allitas tartalmazott. Minthogy azonban a
gorogok részben még ezen a késébbi fejlédési fokon is kitartottak az eredeti
szemléltetés mellett — vagy talan nem tudtak ettdl teljesen elszakadni —,
kilonoés disszonancia allott el6 tudomanyukban. Ez a disszonancia nemcsak
abbdl allott, hogy a «megmutatds» terminusat (6elxw/n) még akkor is hasz-
naltdk, amikor igazdban — mint legutébbi példank nyilvdnvaléva tette —
mar semmi lényeges latnival6t sem tudtak «megmutatni» ; ugyanez a disszo-
nancia nyilatkozott meg abban is, hogy a gérég tudomany kuls6 megjelené-
sében valami egészen masnak tlint, mint ami igazdban volt. — Erdekes, hogy
a régiek maguk mennyire tudatdban voltak ennek a disszonancianak. Platon
pl. hangsulyozta egy alkalommal, hogy a geometriaval foglalkozé tuddsok
«nevetseges és erfltetett Kifejezéseket» hasznalnak. Ezek ugyanis Ugy tesznek,
mintha tudomanyuk valamiféle «tevékenység» volna, és mintha kutatasaik
célja valamilyen «cselekvés» lenne. Arrol beszélnek pl., hogy «négyszdgesite-
nek» valamit, vonalat «hlGznak», vagy egy fellletet «odaillesztenek» stb. Pedig
ennek a tudomanynak a célja — Platon szerint — «6rok dolgok megismerése»
és nem annak a kutatésa, ami egyszer lesz, masszor meg elmulik.3 — Kern két-
séges, hogy Platon ezen a helyen tébbek ko6z6tt éppen arra a disszonanciara is
folhivja a figyelmet, amely a szokasos geometriai abrazolas kovetkeztében
all el6 ; az altala kifogasolt kifejezéseket éppen a szemléltetés soran hasznélja
a geometria, és részben ezek a kifejezések is okozzdk azt, hogy kénnyen meg-
feledkeziink arrdl : tulajdonképpen nem arr6l van sz6, amit lerajzolunk és
megfoghatova tesziink (ezt nevezi Platdbn mulandbnah), hanem arrél, amit

K3 Idézi Parmenides szovegét : Clemens, Strom. V. 335 St. Lasd még Empedokles
fr. 17, 21 (Diels). — A Parmenides-idézet parafra2|sahoz lasd K. Reinhardt: Parmenides
und die Gesch. der griech. Philosophie. Bonn 1916. 49.

FHPlaton, Resp. VII 527 A—B.
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barmilyen tokéletes rajz vagy abréazolas is csak nagyon durvan és tavolrol tud
megkozeliteni (ezt nevezi Platon 6roknek). Hogy az emlitett Platon-részlet
csakugyan a gordg tudoménynak éppen arra a problémédjara céloz, amely
szorosan Osszefligg a «szemléletességgel», az Kitlinik tobbek kdzott abbdl is,
hogy Platon hangsllyozza ugyanebben az 0Osszefiiggésben : «az arithmetika
nem tdri, hogy olyan szamokbdl induljunk ki, amelyeknek lathatd és
tapinthato testik van»; az arithmetikusok tulajdonképpen csak
elgondolhatd szadmokrdl beszélnek, olyanokr6l, amelyek masképp
mint gondolati UGton nem is kozelithet6k meg»3 Euklides viszont
ezeket a csak elgondolhatd szamokat mégis mint vonalszakaszokat szemlélteti.

A régiek tehat tudatdban voltak az emlitett disszonancianak. Csak a
modern kutatast vezette félre — legaldbbis a multban — a puszta latszat.
Régebben ugyanis azt hitték, hogy éppen a szemléletesség az antik tudoméany
legjellemz8bb vonasa. Csak legutdbb kezdte hangsulyozni K. Reidemeister :
mennyire alaptalan el6itélet az antik tudoméany szemléletességérdl vallott
nézet. Az igazsag ti. inkabb az, hogy mar a pythagoreus matematika is elfor-
dult attél, ami szemléletes — a tisztan fogalmi felé.38

Bennilinket ebben az 6sszefliggésben mindenekel6tt az a kérdés érdekel,
vajon nem derithetnénk-e ki az okat annak, ami ezt a kulonds valtozast, a
szemlélettdl valod elfordulast, elSidézte? Vajon a deixwfu terminus torténeti
jelentésfejlédésének a vizsgalata nem vildgithatna-e meg jobban ezt a kérdést
is? — VegyUk szemuigyre mégegyszer Euklides IX. 21 tételének a bizonyita-
sat.

Viladgos, hogy ebben az esetben a szemléltetésnek mar nincs fontos
szerepe. A bizonyitas a konkrét tényallas helyett most mar valami mast mutat
meg, ti. azt, hogy a tétel — a paros szamok dsszege paros szam — hogyan kovet-
kezik abbdl a definiciobdl, amely kimondja, hogy paros az a szam, amelynek
van (egész-szamu) fele. Ennek az 0sszefliggésnek a «megmutatasat» a mate-
matikdban kozvetlen (direkt) bizonyitasnak nevezik. A direkt bizonyitas ugyanis
a tételt kozvetlendl vezeti vissza egyszer(ibb praemissa-jara. — Nem hallgat-
hatom el ebben az 6sszefliggésben azt, hogy ma még aligha tudnék magyara-
zatot adni arra a kérdésre : vajon miért érezték a gorogok sziikségesnek azt,
hogy egy torténetileg pontosan meghatirozhat6 idészakasztol kezdve a mate-
matikdban a konkrét megmutatast a direkt bizonyitas formajaval cseréljék
fol? Azt hiszem azonban, a probléma megoldasat nem is errél az oldalrél kell
megkisérelniink. Véleményem szerint ugyanis a matematikai direkt bizonyitas
— mint erre mar méas alkalommal is utaltam — a tudomanyos modszer fejl6-
désének csak egy viszonylag késébbi szakaszan I1ép fol. A matematikai indirekt
bizonyitas mddszere ennél valamivel kordbbi kelet(i lehet. Csakugyan, a legré-
gibb — de méar deduktiv! — gérég matematikdban gyakran taladlkozunk
indirekt bizonyitdsokkal. Az aldbbiakban részletesebben megvizsgdlom a
régi paros és paratlanrdél szolé tanitasnak egyik indirekt bizonyitasat. A prob-
léma, amelyre valaszt keresek : mit «mutat meg» az indirekt bizonyitas?

3Uo. 525 D : ...ovon/ifi anode/d/ievov éav ti; avrfj dgara i) ama ac/naTa é/nvra;
agi&juovg ngoTeivofievo; diaXéyrjTai. 526... negi tovewv Myovaiv <y diavoydfjvai yovov ey/ionéi,
Aio; 6’ovoa/uceg fieTa/eiglCeO&ai wwutov.
3B K. Reidemeister: Das exakte Denken der Griechen. Hamburg 1949. 51.
PLasd : A. Szab6: Wie ist die Mathematik zu einer deduktiven Wissenschaft
geworden ? Acta Ant. Hung. 4 (1966) 109—152 ; az indirekt bizonyitas kérdéséhez
kilonosen 137 Kk.
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Euklides 1X. kényvének 30. tétele kimondja : Ha valamely paratlan szam
osztdja egy paros szamnak, akkor ugyanez a paratlan szam osztéja az el6bbi paros
szam felének is. — Miel6tt azt vizsgalnank, hogyan bizonyitja be ezt a tételt
Euklides indirekt aton, lassuk el6bb : hogyan lehet ezt az Allitast «szemlél-
tetni», a wfpocposla segitségével konkréten «megmutatni» a helyességét?0
Legyen a vizsgalt konkrét paros szam 18; ennek a paros szamnak péaratlan
osztoja pl. : 3. Az idézet tétel azt allitja, hogy a paratlan szam, 3, nemcsak az

el6bbi parosnak, a iS-nak, hanem a 18 felének 128 = 9 is osztdja. Ezt a tény-

allast kell valamiképpen szemléletessé tenniink. — A 18-at, amelynek oszt6ja a
3, felfoghatom Ggy mint két szdm szorzatat : 18 = 3x6. Két szam szorzatat
viszont «geometrikusan» mint «fellletet» Abréazolhatom, mert a felllet a
«hosszUsag» és «szélesség» szorzata. A 18-as szam tehat — mint 3x6 —a
wricpoyoQla segitségével a kdvetkezdképpen abrazolhato :

OO0Otiii
00O o o o

e J0O0O
11. &bra

Az egész «felilet» a 2S-at abrézolja. A flggé6leges sorokban a 3—3 k6 azt
mutatja, hogy a JS-nak mint paros szdmnak osztdja egy péaratlan szam. Ha
most az egész «fellletet» egy fligg6leges vonallal kétféle osztom, egyszerre
latom, hogy a d-as szam csakugyan osztdja mind a két fél-résznek ; a kulénb-
ség a két fél-rész kozott csak annyi, hogy a bal oldalon a paratlan osztot, a 3-at,
két fehér és egy fekete, a jobb oldalon viszont ugyanazt az osztot két fekete és
egy feher k6 szemlélteti. Csakugyan igaz tehat a tétel : a paratlan szam, a
3, nemcsak az egész paros szamnak, a 15-nak, hanem a paros szam felének is
osztdja. — Latjuk tehat : a tétel konkrét példan nagyon kénnyen szemléltet-
het6, azaz bizonyithat6 is, ha megelégsziink a konkrét latas evidenciajaval.
De az Euklidesnél fénnmaradt bizonyitas szerz6je mar nem elégedett meg ilyen
konkrét szemléltetéssel ; altalanos érvényldén, minden elképzelhet6 esetre
vonatkoztatva akarta «megmutatni», hogy allitasa igaz. Ezért valasztott az
adott konkrét szamok (a 3 és a 18) helyett absztrakt-altaldnosakat, A és B.
(Egyébként a valasztott absztrakt szamokat ezuttal is mint vonalszakaszokat
«abrazolta», de magabdl a bizonyitasb6l mar semmit sem tudott lathatdva
tenni!) Gondolatmenete a kovetkezd volt ; ha a péaratlan szam A (= 3)
osztdja a paros szamnak, B (= 25)-nak, akkor A csak azért lehet osztéja a B
felének (a 9-nek) is, mert B egy péaratlan szamnak (a «hérom))-nak) és egy masik
paros szamnak (a «daf»-nak) a szorzata. All. &bran latjuk is, hogy a fligg6leges
sorokban pératlan, a vizszintes sorokban azonban paros szamok vannak abra-
zolva. Ez minden esetben igy kell hogy legyen, amikor egy paratlan szam
osztOja egy parosnak. Ha megegyeziink abban, hogy a paratlan szam o0sztdt a
flggbleges sorokban abrazoljuk, akkor a vizszintes sorokban csak valamilyen
paros szdmot abrazolhatunk ; mert ha paratlan szam lenne a vizszintes sorok-
ban is, akkor az egész «felllet», az 4brazolt szam maga is paratlan lenne, mar

Q0 Nagy egészében rekonstiudlta mar ezt a szemléltetést O. Becker: i. m. 638 ;
a gondolatmenet plasztikusakka tétele éidekében részben eltérek Becker modszerétdl.
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pedig nem ilyen esetekrdl beszél a tétel. Azt kellene tehat altalanos érvénnyel
bebizonyitani, hogy a széban forgd esetben a vizszintes sorokban csak paros
szam allhat. Ha ezt bebizonyitottuk, akkor ebb6l mar «eo ipso» kovetkezik a
vizsgalt tétel is.

Euklidesnél a tétel indirekt bizonyitasdnak a gondolatmenete a kovet-
kez6. (Tudjuk mar a megel§z6 tételb6l — Euch El. 1X. 19. —, hogy két pérat-
lan sz&m szorzata maga is pératlan szdm.) Azt &llitom, hogy péaratlan oszt6
(A) és paros osztand6 (B) esetében a hanyados, I, paros (= nem paratlan)
szam. Mert tegylk fol az ellenkez6jét, és ha lehetséges, legyen a I' szdm
«paratlan» (Xéoo, 6ri o I ovx éari neniaadg. el yag 6wardv, earat); vizsgal-
juk meg, mi kovetkeznék ebbdl. Az osztonak és a hanyadosnak a szorzata
egyenl6 az osztandoval. A mi esetiinkben az osztd a feltétel értelmében péaratlan
szam. Ha a hanyados is «paratlan szam» lenne —ahogy probaképpen foltettik
—, akkor az osztandd maga is, mint két paratlan szamnak — az oszténak és a
hanyadosnak — a szorzata, paratlan lenne. Ez azonban nem lehetséges (oneo
aronov), mert mi éppen abbdl az esetb6l indultunk ki, hogy az osztandé paros
szam. Az a foltevés tehat, hogy a hadnyados «paratlan szam», téves, mert ellent-
mondasra vezet. Csak ennek a foltevésnek az ellenkez6je lehet igaz : a hanya-
dos péaros szdm .Ebbdl all Euklides indirekt bizonyitésa.

Az indirekt bizonyitds tehat egy &btvarov-t vagy d&ronov-t mutat ki.
Nem magat a tételt bizonyitjuk be, hanem az ellenkezéjét cafoljuk. Azt akar-
tuk bebizonyitani, hogy a I' szdm az adott esetben paros, de ahelyett, hogy
ezt az allitast «szemléletesen megmutattuk» vagy kozvetlentl (direkt uton) a
praemissa-jara vezettik volna vissza, megmutattuk, hogy ennek az allitas-
nak az ellenkez6je hamis, mert aronov. Valamely allitds indirekt bizonyita-
sdhoz tehat mindenekel6tt meg kell fogalmaznunk a tétel ellenkezdjét, hogy
aztdn megmutathassuk ennek az ellenkez6 allitasnak az abszurd voltat. Ezt
az utébbit Euklides altalaban a kovetkez6 sztereotip fordulattal szokta beve-
zetni : el Y(iQ owvardv, earat.

Erdekes az is, hogy mibdl deril ki valamely allitas téves volta az indi-
rekt bizonyitas soran. Miutan folallitottuk a bebizonyitandé tétellel ellenkez6
allitast, megprobaltunk kovetkeztetéseket f(izni ehhez az utébbi allitashoz.
Kés6bb hamisnak bizonyuld allitdsunk — hogy ti. a hanyados «paratlan
szdm» — egyik kdvetkezménye az volt, hogy akkor az osztanddnak is «parat-
lan szdmnak» kellene lennie. Ez az utdbbi allitds azonban nyilvanvalé ellent-
mondas, mert kiinduldsi pontunk éppen az volt, hogy az osztandd paros szam.
A Kkét allitast nem kapcsolhatjuk o6ssze, mert akkor azt kellene mondanunk,
hogy «az osztandd paros szam és egyszersmind paratlan szam is». A gondolatnak
ez az Onellentmondasa mutatta, hogy Aallitasunk, amelyb6l ez az Onellent-
mondé allitas kovetkezett, téves.

Ha mar most 0sszegezzik az indirekt bizonyitasi mddnak emlitett fol-
tin6 ismertetjegyeit, dnkéntelen is folmertl a kérdés : mi lehetett az oka
annak, hogy a gorog matematikusok —legkés6bb az i.e. 5. szazad els6 felében —
a konkrét megmutatassal valé bizonyitast az indirekt bizonyitasi mdéddal
cserélték fol? (A kérdésnek a kiemelt idémeghatarozassal vald 6sszekapcsola-
sat a kovetkezd két tény indokolja : 1. Mint O. Becker jol sejtette 4l a paros
és paratlanrdl szol6 tanitas 17 tétele az i.e. 5. szdzad kozepetajan, vagy még a
szdzad els6 felében keletkezett. Ebben a 17 tételben viszont nyolcszor vagy

4 O. Becker: Grundlagen der Mathematik etc. 38.
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legalabbis hatszor talalkozunk indirekt bizonyitassal.2 2. Mint mar emlitet-
tlk, a chiosi Hippokrates az i.e. 5. szazad kozepe tdjan a puszta szemléletes-
ség helyett logikus bizonyitasokra torekedett. A kdvetkez6kben viszont latni
fogjuk, hogy a szemléletességtél valo elfordulas és az indirekt bizonyitas
alkalmazéasa milyen szoros kapcsolatban allnak egymaéssal.) — Az el6bb fol-
tett kérdésre aranylag konnyen felelhetiink, ha azoknak az eleatdknak a filo-
zofiai tanitadsara gondolunk, akiknek mikoédése id6ben is nagyon kozel esik a
legrégibb, ugyancsak dél-italiai pythagoreusok mikddéséhez.

Mint mar régen megallapitottak43 az eleai Parmenides a kutatadsnak 3
Utjat kulonboztette meg : 1. «a létezd van» (to ov sortyv) 2. «a létez6 nincs»
(ra ovovx sattv) €s 3. «@létezd van is meg nincs is» (rd ov boti xal ovx €0NV).
Ezek kozul az utak kozil Parmenides a harmadikat, mint nyilvanval6 6nellent-
mondast, éppenugy elveti, mint ahogy Euklides 1X. 21 tételének a bizonyitasa
is elutasitja azt a gondolatot, hogy ugyanaz a szdm egyszerre paros és paratlan
lehetne. ivem kétséges, hogy a gorogoknél az indirekt bizonyitds mddszerét
- mai tudasunk szerint — Parmenides hasznalta legel6szor. Az eleatak azok,
akik allitasaikat a tétel ellenkez6jének a cafolataval bizonyitjak.4 Parmeni-
des és az eleatak voltak azok, akik vilagosan és egyértelmden az ellentmon-
dasmentességet tették meg az igaz allitas kritériumanak. Mint Parmenides
egy alkalommal mondja: ov yaq <paxov ovée vor/TOV jeotiv ONWE ovx boti, SCil :
r6 6V, «mert kimondhatatlan és elgondolhatatlan az, hogy a létezd§ ne
lenne»4b Az, amit Parmenides ov (faxév ovée voviteov-Nak nevez, Euklidesnél
advvaxov Vagy axoilov.

Nem kétséges, hogy a logikai eljaréds mind a két tertleten — mind a leg-
régibb gorég deduktiv matematikdban, mind pedig az eleai filozofiaban
egy és ugyanaz. Hiszen jellemzd Parmenides mddszerére, hogy tulajdonkép-
pen egyaltalan nem bizonyitja be az ov létezését, csak megcéafoljaennek a nem-
létezését, mert mint kifejti, a kutatds masodik és harmadik Utja ellentmonda-
sos. igy torténik Euklidesnél is minden indirekt bizonyitas. Ezért tehettem
legutdbb Kisérletet arra, hogy a legrégibb gérég matematika logikajat az eleai
filozofiara vezessem vissza.46 Tudom, hogy ez a konstrukcié pusztan elvi meg-
gondolas alapjan tdmadhat6. Azt kérdezhetné valaki : miért ne volna lehet-
séges ugyanez megforditva is? Miért ne tanulhat!ak volna az eleatdk a logi-
kat éppen a legrégibb gorég matematikusoktél? Deduktiv matematika és
logika olyan szoros kapcsolatban allanak egymassal, hogy ma mar alig tud-
juk elképzelni : a logika csak kivilrél, masodlagosan nyomult volna be az
eredetileg empirikus matematikdba? Hogy ez mégis csakugyan igy volt — a
deduktiv matematika els6 gorég képvisel6i a tisztara spekulativ eleai filoz4-
fidbdl vették a logikdt — arra dont6 bizonyitékom a kovetkezd.

Ha a matematikusok a logikat sajat teriletiikén, a szamokkal és geo-
metriai idomokkal val6 foglalkozas kézben «talaltak volna fol» —azaz inkabb :
tudatositottdk volna magukban, akkor egyaltalan semmi magyarazat sem
lenne arra : mieért jelentkezik a matematika térténetében a logika megjelené-

£V0. A. Szab6: i.m. 140. i

BV6. K. Reinhardt: i.m. 35 kk. tovabba A. Szab6: Acta Ant. Hung, t (1953)
377-410, 2 (1954) 17—62, 243—289 és 3 (1955) 67—103.

M4V06. A. Oigon: Der Ursprung der griechischen Philosophie, Basel 1945. 251
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sével egyid6ben egyersmind anti-empirikus és szemlélet-ellenes tendencia is? A
gbrog tudoméanynak ez a tendencidja egyaltalan nem kovetkezik szikség-
szerlien abbol a tényb6l, hogy egy adott id6szakban Ujfajta bizonyitasi tech-
nikat, a logikai modszert vezették be. Ellenkez6leg! Eppen azt varnank:
mennyire orilhettek az elsé gérog matematikusok annak, hogy az, amit logi-
kai 0ton bebizonyitanak, legtébbszér — bar egyaltalan nem mindig! —
gyakorlattal, szemlélettel is igazolhat6. Ehelyett azonban a régi gérég mate-
matikusok megvetették és mellézték mind az empiriat, mind pedig a szemlé-
letes bizonyitast. A matematikusoknak ez az &llasfoglalasa csak akkor érthet6
igazan, ha arra gondolunk, hogyan szlletett meg a logikai mddszer az eleai
filozofian belll. Az eleai logika nem a gyakorlati tapasztalat és az érzékszervek
atjan nyert megismerés quintesszencidja volt. Eppen megforditva : ez a
logika minden jozan tapasztalat és érzéki megismerés ellenére jott Iétre. Mint
Parmenides ismeretelméleti programjaban hirdette : «Ke hagyd, hogy a sokat
tapasztalt megszokés erre az Utra kényszeritsen : céltalan latasod, zagé halla-
sod és nyelved hasznalatara. Ke ezekkel, értelmeddel dontsd el a sokat vita-
tott kérdést» Parmenidesnek pedig azért kellett folallitania ezt a kilonos
ismeretelméleti programjat, mert rajott az érzéki tapasztalas tényeiben (a
«keletkezés», «elmulés», «mozgas» stb. fogalmaiban) rejlé belsd ellentmondésra.48
Csak a spekulativ értelem menthette meg az ellentmondasmentességet, mint
a helyes gondolat kritériumat, és ezért lett az értelem egyedili dont6biro
minden érzéki megismeréssel, tapasztalassal szemben. Az els6 gérég matema-
tikusok pedig nemcsak a logikat magéat vették at az eleataktdl, hanem ezt az
ellenséges magatartast is minden érzéki megismeréssel, gyakorlati tapaszta-
lassal szemben ; ezért fordultak el a szemlélet evidenciajatol is.

Az eleai logikdnak a deduktiv matematika els6 képviselGire, a pythago-
reusokra gyakorolt hatasa olyan messzemené volt, hogy kezdetben egy egé-
szen kulonos valtozast is okozott a tudomany fejlédésében. Kézismert, hogy
a matematikai diszciplindk kozil a pythagoreusokat megeléz6 id6ben a i6nok
geometridja bizonyara fejlettebb volt, mint az arithmetika. Thales geometria-
val foglalkozott ; tételei, amelyekrdl a kés6bbi hagyomany tudott, mind geo-
metriai tételek. A legrégibb pythagoreusok viszont, Ugy latszik, inkdbb arith-
metikaval és nem geometriaval foglalkoztak. Mint e dolgozat elején lattuk,
Jamblichos szerint a legrégibb, «pythagorasi geometrianak» meégcsak iaropir]
és nem yéaérjya volt a neve. Ez az elnevezés arra mutat, hogy a geometriat
még ebben az id6ben is empirikus tudoménynak tartottdk. A pythagoreusok
igazi tudoménya kezdetben nem a geometria hanem az arithmetika volt.
Platon is azt emliti egy alkalommal, hogy legfontosabb tudoméanyuk a szdmok-
rol szolo tanitas, 2 Az egyik pythagoreus, Archytas pedig egyértelm(ien azt a
gondolatot képviselte, hogy az arithmetika, vagy mint 6 nevezte : a logisz-
tika, magasabbrend(i tudomany, mint a geometria. Mint irja : «A logisztika
a tudomanyossag szempontjabol rendkivil magasan all, kilénoésen a geomet-
ridval szemben, minthogy targyat ez vildgosabban kezeli, mint amaz, és ahol
a geometria mar egyaltalan nem tud tovabb bizonyitani, a logisztika még min-
dig képes a bizonyitasra . . »0 Ha mar most azt kérdezné valaki : mi lehetett

4 Ft. 1, 34 kk. (Diels).

;BVG. A. Szab6: Zur Gesell, der Dialektik des Denkens (Acta Ant. Hung. 2 [1954]
17—62).

M Platon, Epinomis 990 C.

PFr. B4 (Diels). — A toredék magyarazatahoz O. Neugebauer: i. m. 145 kk.
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az oka az arithmetika pozitiv értékelésének, és ugyanakkor ennek a bizalmat-
lansagnak a geometriaval és a geometriai bizonyitassal szemben, akkor leg-
kézenfekvébb lenne a gordg tudomanynak arra a «szemlélet-ellenes tendencia-
jara» hivatkozni, amely a logikdval egyutt az eleai filozofia 6roksége volt. —
Ugy gondolom, a pythagoreusok kezdetben korlatlanul érvényesiteni akartak
az eleai logikat minden tekintet nélkil az érzéki tapasztalasra. Ez a kisérletiik
azonban csak a szdmok birodalmaban, az arithmetikdban vagy maéas néven
logisztikaban sikertlhetett. Semmi akadalya sem volt annak, hogy a szamo-
kat mint tisztara gondolati elemeket kezeljék. De nem volt ilyen egyszer( a
helyzet a geometriaban : a geometriai idomokat valamiképpen mégiscsak
szemléltetni kellett, az empiriat és a konkrét latast ezen a tertleten nem lehe-
tett minden tovabbi nélkll kikapcsolni. Marpedig ez nagyon kényelmetle-
ndl érinthette azokat az els6 pythagoreusokat, akik minden aron tisztara
elméletiek, deduktivek akartak maradni. Ezért érezték magukat sokkal ottho-
nosabban az arithmetikaban, mint a geometriaban. — Szinte méar valdsagos
«tragédia» volt, amikor nem sokkal Archytas utan mégiscsak vissza Kkellett
térnitik a geometriahoz. Foélismerték az irracionalis mennyiségi viszonyokat, és
ezért kénytelenek voltak az egész matematikat «geometrizlni»5l Ami pedig
a geometria Oseredeti szemléletességét illeti, nem maradt mas valasztasuk,
minthogy ezt valahogy axiomatikusdn megalapozzdk, és amennyire csak
lehet elkend6zzék. Ha mar semmiképpen sem iktathaté ki a geometriabol a
szemlbletesség, legaldbb ne legyen felting! Ezért olyan kétértelmd a Geixwpu
terminus Euklidesnek azokban a konyveiben, amelyek valdésdgos geometriai,
vagy teljes egésziikben «atgeometrizalt» tételekkel foglalkoznak. Mert ennek a
terminusnak a szerz6 szandéka szerint a tisztara csak logikai bizonyitast kellene
jeldlnie. Hiszen 6 méar csak gondolati Uton akarja «megmutatni» tételeinek a
helyességét. De a geometridban a logikai bizonyitdson keresztil nagyon sok-
szor atcsillan az Gseredeti szemléletesség, a lathatova tevés ; ilyenkor pedig a
Oeixw/u szd is visszakapja eredeti matematikai jelentését : «konkréten lat-
hatova tenni».

51 O. Neagebauer: i. m. 249 Kkk.
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