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AZ "OPTIMALIZALAS MINMALIS INFORMACIOVAL” MODSZER ALLOKACIéS
FELADATOKRA VONATKOZO ALKALMAZASANAK EGY ALTALANOSITASA

Farkas Zoltan

Bevezetés

A gyakorlat altal felvetett optimalis szétosztasi (allokdcids) problémak jelentds részének
matematikai modellje olyan tipusu szélséértékfeladat formajaban fogalmazhat6 meg, amelyben
a rendelkezésre 4llo informaciotartalom nem elegendé konkrét célfuggvény megkonstrudlasihoz.
Az ilyen esetekben haszndlatos kozelité megolddsi modszerek helyett itt egy olyan mas jellegi
modszer egy altalanositott valtozatat alkalmazzuk, amelyet egy mas tipusu feladatra és specidli-
sabb esetre DOBO ANDOR és SZAJCZ SANDOR [1] cikkében vetett fel, és [2] -ben hasz-
nélta rd az “optimalizalds minimalis informdciéval’ elnevezést, majd szerzé (3], [4], [S]-ben
kiterjesztette allokacios feladatokra is.

A kozlendd algoritmusok az emlitetteknél altalanosabb tipusu allokaciés feladatok meg-
oldasara alkalmazhatok. Az irodalomban elég részletesen és édltalinos formaban targyalt ilyen
problématipusok mindegyike feltételezi a célfiiggvény konkrét alakjanak ismeretét (1d. pl.

R. BELLMAN [7] konyvének targyalasmodijat), s6t igen erds feltételek — pl. differencidlhato-
sag, stb. — teljestilését (vo.: W. KARUSH [8] és T.A. SAATY — J. BRAM [9)]), itt viszont
ilyen jellegii feltételekkel nem élink.

A kovetkezGkben modszert és ehhez kapcsolodd megoldasi algoritmust is adunk jol meg-
hatdrozott — de igen 4ltalinos — tulajdonsidgokkal rendelkezd, egyébként konkrét alakjaban
ismeretlen célfliggvények — bizonyos tipusu — feltételes szélsGértékhelyeinek meghatarozasa-
ra. Kénnyen programozhat6 algoritmus megadasa a célunk.

Az ilyen megoldas legf6bb ujszertisége és legnagyobb elénye tehdt az, hogy moédszert és
eljarast ad egy teljes fliggvényosztily elemei feltételes szélsGértékhelyeinek meghatarozasara.

Bevezetében lassunk egy olyan allokiciés probémat, amelynek kapcsan kialakitunk majd
egy matematikai modellt, és ebben a felvetett problémara is érvényes megoldast (algoritmust)
adunk meg.

Tételezziik fel, hogy egy termel6 berendezés — mint er6forrdas — m szamu kiilonféle ter-
méket allit el6 aeR™ szintlii dsszmennyiségben, és ezekb6l n szamu fogyasztonak szallit

rendre g, ... o R szintii mennyiségeket
n
= = m =
ﬁ—I:Zl'.a.l)) ahol az _g, (ail""’aim)eR ] l,....,n

vektorokban valamely ail.(l <i<n, |1<j< m) komponens értéke a termelé berendezéstél
az i-edik fogyaszténak a j-edik termékbdl szallitott mennyiség.
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Gyakran igény merul fel egy-egy fogyaszto felhasznalasi szintjének a ndvelésére, mikoz-
ben a tobbi felhasznélasi szint sem csokkenhet. Ennek teljesitése bizonyos beruhézasi rafor-
ditast igényel, amelynek az egyes fogyasztok kozotti elosztasa — a termékmennyiség elosztisa-
tol fuggden — kulonbozd lehet. A raforditas mértéke — valamilyen egységben mérve — szamos
tényezd fluggvénye lehet. Igy pl. fligghet a fogyasztéonak az eréforrastol valo tavolsagatol, a
rendelkezésre dll6 munkaeszkozok szinvonaldtél, stb. A raforditasok tehat a befolyédsolo ténye-
z0k fliggvényében vizsgalhatok, azonban ezek annyira sokrétu hatast jelenthetnek, hogy konk-
rét flggvénykapcsolatok megillapitdsa a legtobb esetben nem lehetséges. Ezért mas utat kell
keresniink a megoldast illetéen.

A felmerulé problémak egy jelentds részénél szerencsére indokoltak és célsieriinek latszik
az a heurisztikus feltételezés, hogy egy a, felhaszndlasi szintnek valamely b, > a, szintre
valo ndvelése nem kovetelhet nagyobb raforditast, mint egy a,-r6l _b,-re val6 novelés, ha itt
Uy ey és még fennall b, -4, =_172
rendelkeznie kell azzal a tulajdonsaggal, hogy nagyobb kapacitdsszintnek ugyanannyival tor-

—_a,. Tehat a réforditasokat kifejezd fuggvénynek

téné megnovelése nagyobb riforditast igényel, mint egy alacsonyabb szintnek a megndvelése.
Ez masképpen megfogalmazva azt jelenti, hogy egy tokéletesebb termeld berendezés fajlagos
tokéletesitése nagyobb raforditast igényel, mint egy kevésbé tokéletes berendezésé. Ez a tulaj-
donsdg fontos lesz a modellalkotds soran, mert alapjat képezi bizonyos lényegi dsszefuggések
megallapitasanak.

Felmerul természetesen az az alapvet6 kérdés, hogy egy’ a kapacitdsszintnek egy b>a
szintre val6 novelése sorén az a,, ..., 4;, . ..,a, szinteket kilon-kilon hogyan kell meg-
novelni — feltéve, hogy a viltozatlanul hagyast igen, a csokkentés viszont nem engedjik meg —

rendre valamilyen

=

i)l,...,b.,...,_bn szintre @i>£¢" i=1,...,n, b=

— ]

b)

—

~.

ahhoz, hogy ezt minimalis raforditassal érjiik el. Ez — a célfliggvény konkrét ismerete hidnya-
ban — azon “minimélis informdcio”’ismeretében kell megvalaszolnunk, amelyet az imént vazla-
tosan leirtunk.

Emlitést érdemel, hogy az imént vazolt probléma egy specialis ( m forrashelyl, n
felvevGhelyii), de — nemlinearis célfliggvénye miatt — bizonyos értelemben &ltaldnositott szal-
litasi feladatként is interpretalhato.

Megemlitjik még, hogy az [1] alatt hivatkozott cikkbeli megbizhatosdgelméleti feladat
egy altalanositdsahoz juthatunk, ha a termelS berendezések kiilonbozd paramétereik szerinti
mikodési megbizhatdsagait akarjuk adott szintrél megndvelni ugy, hogy az eredd megbizhato-
sag egy — az eredetinél nagyobb — adott vektor. A kozlend6é megoldasi algoritmusbol levezet- -
hetd erre az altalanosabb esetre vonatkoz6 megoldas is.

A szerz§ ezuton is szeretne koszonetet mondani [ 1] cikk szerzéinek korabbi problémafelveté-

seikért, és szakmai tamogatasukért.
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A problémakor matematikai leirdsa

Jelolje M(x,y) egy olyan raforditds mértékét, amelyet akkor végzink, ha a termelési vo-
lumen x szintjét y-ra modositjuk ugy, hogy az x vektorral jelolt szint egyetlen komponen-
sét sem csokkentjik (0 < x < y < w, 9_,23,1,_)_JeR”’ , w adott kapacitaskorlat ).

A tovabbiakban az M(x,y) fliggvényt nevezziik munka- vagy beruhéazasi raforditésfiggvény-
nek, vagy roviden csak raforditasfiiggvenynek, ha minden olyan x,y,z vektorok esetén telje-

sulnek ra az
10 O<M(i"£)<°° 0 x<y< w)
20 M(x,y) + M(Q,2) = M(x,z),

feltételek, amelyekre 0 < x < y <z <w € 0,w,x,v,zeR™ (w adott)

Megjegy zések
1. Nyilvanvalo, hogy az M(x,y) flggvény csak azon
(x,2)e(X7, [0,w; D) X(X7L, [0,w0;])

rendezett parokra van értelmezve, amelyekre az x < y rendezési relacio teljesiil, és hogy ez
m = 1 esetén mindig fenndll. Ilyen vonatkozasban is altaldnositdsa ez az [1]-beli modellnek,
amely az itteni vektorviltozok helyett skalarvaltozdkat hasznal.

2. Az M(xy) fiiggvényre x < y < z esetén az alabbi tulajdonsigok koénnyen beldthatok:

1. M(x,y) < M(x,z)
2. M(x,z) > M(y,z)
3. M(x,x) =0
4. M(xy) = MO) — MOX)
Az M(0,x) = H(x) jelolés bevezetésével a 4. tulajdonsig egyszerubben igy irhato fel:
4' M(x,y) = H(y) — H(x),
tehdt a H(x) fuggvény monoton novekvd, és H(0) = 0.

A 20 feltételbdl ugyanis az  1%-et is figyelembevéve:
0< M(y,z) = M(x,z) — M(x,y)
és

0 < M(x,y) = M(x,z) — M(y,z),
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ami ekvivalens az 1. és 2. tulajdonsaggal.

Az x =y =z esetben a 20 feltétel a 3. tulajdonsagot adja. Végiil az x = 0 valasztas-
sal, y=x és z = y helyettesitéssel a 20 feltétel éppen 4. alakban irhat6. Ennek az éllitas-
nak a megforditottja is igaz, amelyet lemma formdjiban mondunk Kki.

1. Lemma. Ha valamely M(x,y) fiiggvény rendelkezik az 1.—4. tulajdonsagokkal, akkor kiele-
gitiaz 1° és 20 feltételeket is. (Bizonvitds az [1)-beli analogigjdra végezhetd el, skaldrok
helyett vektorokkal.)
2. Lemma. Tegyuk fel, hogy teljesiilnek az M(x,y) fiiggvenyre az

P0<Mxy) <, 0<x<y<w

20 M(x,y) + M(y,2) = M(x,2),0<x<y<z< w,

Osszefiiggések,ahol 0.x,y,z,weR™ .
Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a

39 M(x.x + 9 < M(py + )
egyenlétlenseg fennalljon az, hogy

3° M@y < Mx+ 8,3 + 3)

egyenlitlenség teljesiilion a 0 < x <y < w es §>0 (de y + 8 <w) vektorok eseten.

Bizonyitds. Kozvetleniil az értelmezésbdl kovetkezik, hiszen
30 H(x + &) — Hx) < H(y + ) — H(y)

akkor és csak akkor teljesil, ha
3% H(y) — Hx) < H + 8) — H(x +5)
3.Lemma. A 1° ¢es 20 feltételeknek eleget tevé fiiggvényekre teljesilion meg az alabbi
feltétel:
3 Mexx + 8) < My + 9)
minden 0 < x <y < w estetszileges & :0< 8 <y + & < w eseten.

Ekkor H(x) konvex fiiggveny es 3%-ban egyenlo”se:g akkor és csak akkor all fenn, ha
H(x) egyittal linearis is.
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Megjegyzés.

A 3% feltétel az [1] cikkbeli analog feltétellel ellentétben megengedi az egyenlGséget is,
tehat az ottanindl ilyen vonatkozasban is dltalinosabb feltételt fogalmaz meg.

Bizonyitas.

Az el6z6 megjegyzésben foglaltak egyuttal azt is jelentik, hogy a bizonyitds is béviil az
[1]-belihez képest. Barmely ﬁ >0 mellett, tetszéleges Xy rx<y esetén teljesil a
Hix + 8) = H(x__) < Hg + _6) — HQ.) egyenl6tlenség, igy speciélis—';1 az x + & =y feltételnek
eleget tevo értékekre is teljestulnie kell.

Ez utobbi 6sszefliggést viszont tetszdleges X, < x, esetén kielégitik az
X=Xx,y=(x +x, )2, 8 = (x, —x,)/2 egyenlGségekkel definidlt értékek. Tehat igy fennall
hogy
Xt X X T X,
H(x, + 8) — H(x;) < H( 2_ +5)—H(2—)
vagyis
X, + X H(x,) + H(x,)

HE—=—) < 5

Ez viszont éppen a konvexitds definiciéja. Egyenléség nyilvan akkor és csak akkor all, ha
3% ban is az 4ll.

Még hatra van annak beldtdsa, hogy ez utobbi akkor és csak akkor teljestl tetszéleges
X1:X2 vektorokfa,ha H(x) linedris fiiggvény.
Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra megallapithatjuk, hogy H(i) folytonos fliggvény. Az

analizisb6l jolismert tény ugyanis, hogy minden konvex fliggvény folytonos.
(Ebbdl mar kovetkezik, hogy M(x,y) is folytonos.)

Hogy linedris H(x) estén egyenlGség all, az trivialitas. Forditott irdnyu allitisunk igazo-—
lasahoz elég bizonyitanunk, hogy az . M(x,x + g_) = M(y,y + §), vagy ami ugyanaz, a
X tx, Hxp)+ Hxy)

flggvényegyenletet kialégitd H(x) fuggvények megolddsai eleget tesznek a
H(x, + x,) = H(x,) + H(x,)
ismert ‘Cauchy -tipusu fliggvényegyenletnek. Ugyanis H(x) folytonos lévén ez utébbiak — mint

ismeretes — csak H(x) = ¢ - _x alaku linedris megoldasa lehetséges. (V.6.: ACZEL JANOS
(6D
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Viszont a feltételezés szerint:

X, tx, + +
9 H(— ) = D% (ﬁl 52) 0

H(x,) + H(x,)

Hex, + 52) A
' 2

amivel éllitdsunkat igazoltuk.

Megjegyzés.

Ha egy fliggvény konvex, akkor létezik legalabb egyoldali derivaltja is. Derivalhatésag azon—
ban nyilvanvaléan nem kovetkezik a konvexitasbol, mert pl. tortvonalak dltal meghatarozott
konvex. fiiggvény toréspontjaiban csakis egyoldali derivalt létezik.

A tovabbiakban nem hasznaljuk fel a H(i) fuggvényeknek még ezen utdbbi tulajdonsa-
gat sem, pusztan a IIl. Lemmadban bizonyitottakat.

Elnevezés.

Az 19 20 30 feltételeknek eleget tevd M(x,y) fuggvényeket nevezzik megengedett
(munka-, vagy beruhdzasi) raforditasfliggvénynek.
Megjegyzés.

Minden monoton nemcsokkend konvex H(x) flggvénybdl megengedett raforditasfiiggvény
adodik az M(x,y) = H(y) — H(x) definicié révén.

A bevezetSben példaként leirt allokdcids problémék kapcsan a megengedett raforditasfiigg-
vényekre altalinosan megformuldzhaté problémakor: keressiik a

n
,Z M(x,y) (ahol M(xy) = Mxy), i=12,...,n

1=

tipusu célfiiggvények feltételes minimumhelyeit az

=

n
() Fy=2 (vagy i]_z}’?)=y(’),i= Lo i 4 98)

~
—

tipusu feltétel mellett, ahol 0 < X < w, g<1i <w, x; <Y (w adott), valamint
M,.(_)_ci‘gi ) megengedett raforditdsfliggvény minden i= 1,2,. .., n esetén,

n
r =2 x, vay 0P > P17)

pedig megadott konstans vektor, az un. kapacitdsvektor. Mint a késébbiek soran fogjuk latni,
a fenti “’szorzat-tipusa” feltétellel megfogalmazhato feladat visszavezethetd az “dsszeg-tipusu”
feltételes feladat megoldésara.
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A probléma megolddsa, optimalizdldsi algoritmusok

Abban az esetben, ha a megengedett raforditasfiggvény definidldsakor az x, és p, kozt
semmiféle egyenlGtlenségi relacié teljestilését nem kovetelnénk meg, akkor a probléma megoldasa
leegyszerusodne. (A bevezetében emlitett gyakorlati problémara vonatkozoan is lényeges kiko-
tés volt az g; < b, feltétel teljesilése!)

- Kulonosen fennall ez, ha az egyébként is sziikségessé valo M,(x; ;) = M(x;p,) feltevéssel
élink (i = 1,2,...,n). Ekkor ugyanis a konvex fliggvényekre érvényes Jensen-egyenl6Stlen-
ség folytan az kovetkezne, hogy

Figyelembe véve azt, hogy H(x) monoton novekvé fuggvény, a baloldalnak ott van mi-

nimuma, ahol a
n

2!:‘

i=1

kifejezésnek. Az (s) tipusu feltétel mellett ez konstans, és igy az

y n
(3) ne HE) < Z1 H(y,)
':
2 ] Y AN
egyenlGtlenség miatt az Vi =:n minimumhelyet ad (i = 1,2, ..., n). Az
X < Y= 1,2,. .., n) relaci6 elbirdsa esetén azonban ennél bonyolultabb megold6 algorit-

mussal lehet csak meghatarozni a minimumhelyet. Erre vonatkozik a kovetkezé tétel.

Tétel.

Legyen M(x;y,) = M(x;») i=12,...,n megengedett raforditdsfiiggveny (tehat
az x; <y; egvenlotlenség teljesiilion minden i= 1,2,...,n eseten). Legyenek tovabba az
XyoXqs « c o5 Xy eR’"(g<£l LR x < w), valamint az yeR’"(Z >2n -51.)
paly B e = 2z i
vektorok rogzitve. A g

n
(4) > M(xx; + )
i£1 ='=
fiiggvénynek a  [0,w) intervallumbana 8, 2 0, i=12,...,n, tovibbi az
n
X m+s)=y

i=1

feltétel teljesiilése esetéen felveszi minimumat, és minimuhelyeket az M(x,y) fuggveny konkret
alakjatdl fiiggetleniil meghatarozhatunk, pl. a kévetkezo algoritmussal:
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Algoritmus: a feltételeket teljesits (4) célfliggvény minimumat a -
r 1 &

L - ~ Xy, i=1,2,...,j
FOT S ) X, ha i=12...

1 0
vektorrendszeren biztosan felveszi, feltéve, hogy létezik olyan j kuszobindex, amellyel a

W 553 S8

egyenldtlenség teljesiil. A legkisebb ilyen j értéket a kovetkezd vektorrendszerbél hatarozhat-
juk meg:

X tx, +. + X, Sy
Doy, F Xy F * =4
(8)
J* X+ X T +Xx,
G+ l)icl.+l + + X,
----------- ¢ . . . - - - « ® s s s s o = - - - . - - . .
™ =y

(n+ 1)2. = Sn+

Haa H(x) = M(0,x) fuggvény mindenutt szigorian konvex (vagy ami esetinkben ugyan-
az: sehol sem linearis), akkor (6) a tételbeli minimumfeladat egyetlen megoldésa.

Bizonyitds.

El6zetesen megemlitjiik, hogy a (8) egyenletek a kovetkezd rekurziv formaban is megad-
hatok:

(8"
(§i+1_5i)i+-§i’ ha =02 e 22 ]

Sin1 T
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Ebbdl viszont kozvetlentil kovetkezik, hogy
S5 S5, <.
Vagyis az, hogy a (7) egyenl6tlenség annak (8)-beli értelmezésével egytitt valéban egy és csak
egy olyan j kiiszobindexet definidl,  ameddig bezér6lag az x; vektorokat meg kell novelni,

és a hatralévoket valtozatlanul kell hagyni a tételben optimélisnak mondott megoldas el6alli-
tdsdhoz. Erre a megoldasra tehat teljesul:

amelyre j < n esetén

ZSXy S8 X

j =n
j = n esetén pedig y/n=2z>x,

Igen kénnyen ellenérizhetd, hogy ez megengedett ( a feltételrendszert kielégit6) megol-
dé4s. Az is nyilvanvalo, hogy a (4) célfiiggvénynek ugyanott van minimuma, mint a

H(x;, + 5) fiiggvénynek, tovabba, hogy utébbinak a [0,w] zart intervallumban az
adott feltételek mellett létezik minimuma.

A tétel most kovetkezd bizonyitdsa sordan azt a két alapvets esetet kiillonboztessik meg,
hogy j< n, vagy j= n.

Kezdjilk a j = n esettel. Ekkor kozvetleniil alkalmazhat6 a Jensen-egyenlGtlenség, hiszen
az x; vektorok mindegyike megnovelve szerepel a (6) alatt megadott vektorrendszerben.

Definidlja tehdta §, i= 1,...,n vektorrendszer a minimumfeladat tetsz6leges meg-
engedett megoldasat. Ekkor

Z]'H()_c’.+§:)=n-H(——)=nH(

(10) =n + Hf ) <

vagyis (6) valoban optimalis megoldast szolgéltat.
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Ha a {§‘} vektorrendszer nem azonos {§i* } -gal (i=1,...,n), ésa konvexitds (vagyis

a 30 feltételi egyenlStlenség) szigort formdjaban teljesiil, akkor a (10)-beli egyenl6tlenség
is szigoru formaban teljesul, vagyis (6) az egyeduli megoldas.

Most térjiink 4t a j < n esetbeli bizonyitdsra, amelyben az el6z6 eset bizonyitasaval
ellentétben teljes indukciot hasznalunk. Itt nyilvan csak az n = 2 eset jon szamitasba.
n = 2 esetén (ha tehat s <y <3s,) pedig a (6) vektorrendszer a kovetkez6 tulajdonsagi:

*
2 X = Xy + 38

Vagyis az x, + LS: vektort olyan A-val csokkentve, hogy x, + gf — A > x, marad-
jon, és ezzel a A-val novelve az x., vektort (tehat egy tetsz6leges megengedett megoldast
2 =2

eléallitva), az M(x) fiiggvény 39 tulajdonsiga miatt a

Hx) + 8, )+ Hix)) < H(x) + 3] — 0+ Hx, + 4)

egyenl6tlenség adodik. Tehat a (6) algoritmus n = 2 esetén optimadlis megoldast ad, és H(x)
szigoru konvexitasa (vagyis a 3%-ban a szigori egyenl6tlenség mindeniitt val6 teljestilése)
esetén ez az egyeduli megoldas.

Most tételezziik fel, hogy tetszdleges n = k esetén a (6) vektorrendszer valdéban optimalis
megoldast szolgiltat, és bizonyitsuk ezt be ezt n = k + 1 esetére is.

Legyen y = 1("), és jelolje a (6) algoritmus révén — az n paraméter fliggvényében
tekintve — felirt megengedett megoldast az

O " w238  f=lid...un

vektorrendszer,azon kiiszobindexet pedig, ameddig bezirolag az x, vektorokat meg kell novelni:
L Ekkoraz n = k + 1 esetben (ik+1 < k + 1 feltételezése miatt):
k

gy loplMi. ¥ .
k+1 T A=ik+1+1—

(k+1) _ sy ol §K)
A + o <
L e - §2 ~Jr+1 =lk+1

< X < ;=K %
\—]k+l+l iy o __k+l

vagyis Q(,:‘:ll) = 0 biztosan teljesiil. Azt kell belatnunk, hogy a (12) vektorrendszer optima-

lis megoldast szolgaltat.

Az j= n esetére adott kordbbi bizonyitds és az elsé indukcios feltevés alapjan az a tény

konnyen beldthatd, hogy az x;,, vektor elhagyésival keletkezd z(k) = z(kﬂ) — Xria

kapacitasvektorral definidlhato feladat (amikoris n = k) (6) vektorrendszer dltal meghataro-
zott optimalis megoldasa megegyezik a (11) megengedett megoldas elsé k£ komponensével
(ami egyuttal azt is jelenti, hogy a (6) algoritmus. altal a két szobanforgéd feladatra meghata-
rozott kiszObindex megegyezik: j, ., = j, ), tehat



J§k+l) +§§k+l) =ﬁ(,'k) +-§(ik) . ha 3 B R -

Térjunk most at a célfliggvény vizsgalatara. Jelolje Fkﬂ()_’“‘”)), illetve

F,:(_L‘k) — Xp+p) €5 ka'_”") — Xp4) Tendre az n =k + 1, illetve n=k esetbeli feladat
egy — a (6) vektorrendszer altal meghatarozott — megengedett, illetve optimalis €s tetszole-
ges megengedett megoldashoz tartozéd célfuggvényértékeket (az argumentumok rendre a megfe-
lelé kapacitisvektorok). Ekkor fennall a kovetkez6 egyenlStlenség:
k]
Fkﬂ(l(kﬂ)): P H(x, + éf_kﬂ)) =

i=1

k
(13 FZf H(£i+-§:'k))+ H(xyyy) =
)

= * k
=Eg) = o )+ Bl S

<fk()_,(k+l) ﬂzc-k*'l) it H(i‘kﬂ) = fkﬂ(x(kﬂ))

Eszerint tehét a (6) algoritmus tetszGleges olyan megengedett megolddsok kozul optima-

lis megoldast ad n = k + 1 esetén, amelyben §{%71) = 0.

Most bebizonyitjuk, hogy azon megengedett megoldasok kozil, amelyekben
9S4+ > 0, mindegyik nem kisebb (szigori konvexitisa esetén hatirozottan nagyobb) célfigg-
vényértékét szolgdltat a (6) vektorrendszer dltal meghatarozottnal.

Legyen ugyanis egy ilyen tulajdonsdgu, de egyébként tetszélegesen megengedett vektorrend-
szer (mint megengedett megoldas) a kovetkezo:

X+ 8y, X+ 8y, Xyt Gy

ahol

=, L) o
(.'_xi > -§-4) =% Xr+1 ékﬂa és '§k+l >0

-—

TN

1=

A célfiiggvényre attérve, hasznaljuk a kordbbi jeloléseket:



=68 —
def
fin@F™M)= L0 — xpuy — B + H(Ekﬂ Okay) =

) = (indukci6s feltevés)

I

k
2 HGx, + 8) + Hxypy + By

* def
> B — sy — ) + Bl + ) =
Tk k
4
o =2 Hoxy B 3 B+ 6 + By + ) >
Tk —_— Tk (/cm k def
> 2 Hix + 3 )+2  H + 3, -11% H(x) + H(xpyq) =

= Fl:(l(kﬂ) _-xkﬂ) + H(.?fkﬂ) > Fk*ﬂ(x(kﬂ))

A (14) egyenlGtlenség koziil csak a masodik szorul bizonyitasra. Ez viszont pontosan akkor
teljesul ha

T
ZH(x + 5{F)y+ Z Hix+ 52) & Wy + Bpyg) @

’k+1
Hix, + Bi*y+ i:,-%:1 H(x, + 871 + ‘k% H(x) + H(xyy)-

~.
b

M

=

-~
"
—

Mivel i> j, esetén §%) = 0, tovibba i > jey esetén 81 = 0 ezért elegends

a kovetkez6 egyenlGtlenséget igazolni:

Jx1
(I5)  HOqay + 8p4) —Hxgyy) 2 Zl’ (B, 4 8F*D) — Hix, 572 ).
&

Ehhez osszuk fel az [x,,,, X, 4; + ;4] intervallumot rendre a

,_él(kﬂ) e §-(ik)’ o "&;k*‘l) _'&(’C)

kD _ g6 gk+1) _ (k)
85 817, 8, 3 k+1 Tr+1

hosszusdgu

[Xpag T BoXpar + A1 1o e s Xy + 8y 1 X FOb - X Y8 o1, x, el



B,
intervallumokra, ahol a A, vektorokat a kovetkezd rekurziv osszefliggéssel adhatjuk meg:

= - (k+1) _ s(k) = :
B0=0 &=8 _ + @MV —5M),  i=12...

Ez a konstrukcié lehet6vé teszi a kovetkez6 azonossag felirdsat:
Ik+1
16)  HGpuy + o) ~ Hoa) = 5 Hggn + ) — HGy + 2, = G**D — 50,

Mivel a H flggvény konvexitdsdbol, valamint a j,,, < n feltevésbdl kovetkezik, hogy
(7 H + 5 Wy - Hee + BF & Heg,, + 8) B &, ~ @ 5D,

ezért (16)-nak a (15)-be valé helyettesitésekor tagonkénti (17) tipusu egyenlStlenségeket kon-
statalhatunk. Ezéltal tehat igazoltuk magit a (15) egyenl&tlenséget is.

Szigora konvexitas esetén (14)-ben a (17)-beli egyenl6tlenség szigoru értelemben valo
teljesiilése miatt szigoru egyenlGtlenség all, tehat a (6) vektorrendszer szolgdltatja az egyetlen
optimalis megoldast. Emiatt (11) valoban optimalis megoldasa a feladatnak, és szigori konvexi-
tasa esetén az egyetlen.Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Megjegyzések.

1. Kénnyen belathatd, hogy a tételben kozolt feltételeket teljesitéd

= (L) (2) (m)\T ¥
LR S R ) SR D I SR

vektorokra eldirt

n

(P) I yP =0  jmi2..om

i=1

feltételrendszer mellett a (4) célfuggvényre megfogalmazott szélséértékfeladat visszavezethets
a tételben megfogalmazottra, és igy az [1]-beli megbizhatdsigielméleti feladat egy altaldnosita-
sanak megoldasat nyerhetjik. Ehhez elegendd a zf.f) = log y‘V)(j = 1,2, ... ,m) uj valtozokat
bevezetni, mert ekkor a (P) feltételrendszer a

n

_2112’,:=logy(i) 7= 1,25 5065 00

i=

(S) tipusba megy dt, és a célfiggvény igy modosul:



B e

2 Hy) =2 He'! ,e! ,...,e! YW)=JHEV,. .., ")) =

i=1 i= =1

n n g B ) ,(m) n

o

H (z;)z;nek monoton nemcsdkkend konvex figgvénye (hiszen monoton nemcsdkkend
konvex fliggvény monoton nemcsdkkend konvex fliggvényérél van szd), vagyis -M(gi,g{ +35)
megengedett raforditasfiggvény. A megoldas az [1]-beli feladat megoldasaval vektorkomponenen:
senként megegyezd, a tételben szereplS algoritmus értelemszerd 4tirdsa miatt.

2. A tételben a vektorok monotonitasara, és az univerzalis kiiszobindexek létezésére vonat-
kozo viszonylag erds feltételeket gyengithetjlik azdltal, hogy az M(x,y) megengedett rafordi-
tasfliggvényt a kovetkezd linedris kombindcioként allithatjuk eld:

m . > 3
My = 2 XMGPyDy - j=12,....m
i=

Ekkor ugyanis az optimumfeladat 6nallo, kulon-kiiléon megoldhaté egy-feltételes optimum-
feladatokra bonthat6 fel, a kovetkezd atalakithatosdg miatt:

n

m n
M) = 2 , ’\(j)M(x,(-')ayz(')) - Z A ( ZI MWD YD),
Foom

L 4=
(WAE

1 =1 e =

~
—
ek

tovabba a feltételrendszer

\43

(18)

b

n
i=

~
=

alakja miatt. Ezek a feladétok a kovetkezdk:
n - -
'21' M(xf’), ygl)) = mMING= 1.2, : v 3 )
l:

feltéve, hogy a (18) feltételek teljesiilnek. Igy az | xl(.j ) | értékrendszerek minden
j=1,2,...,m esetén monoton sorozatba rendezhetdk, és a kiiszobindexek kilon-kiilon
hatarozandok meg az egyes részfeladatokra vonatkozoan. Ezek igy k(j) alakuak lesznek
G=12,...,m), és egymassal nem kell feltétlenlil egyenlSeknek lennitik.

3. Az M(x,y) megengedett raforditasfiiggvényekre felirt matematikai modellben meg-
fogalmazott minimumfeladatra tehat olyan megoldast taldlunk, amelynek algoritmikus mega-
déasdhoz nincs szukség a célfuggvény konkrét ismeretére, €s altaldban teljesiti a bevezet&ben
mar emlitett tulajdonsagokat. Igy a gyakorlati felhasznilds szamara jol kezelhetd, rda szamito- A
gépes program igen konnyen készithetd.

Az dltalanositas tovabbi lépése lenne kulonbozé M(x;.y;) i= 1,2,...,n figgvények
valamint altalinosabb tipusu feltételek melletti megoldas kidolgozasa, amely azonban nem
mindig latszik megvalésithatonak.
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PE3KOME

ObobmeHHOoe NpUMeHeHHe MmeToma "OnTuMusauusd C MUHHU—
ManbHOH HMHOopMauuen" Ha npobreMax paclpenesieHUH.

3onraH dPapkant
B HacToAme#n cTaTbe HU3JIOXEH OOWH U3 pel3yJbTaTOB aBTOpa,

CBA3aHHBHM C MeToIoM "omnTuMH3alluad C MUHUMAJIbHOM uHbOpManuein".
9TO ABJAETCHA DPEHneHUueM Claelyiomed 3aqadu:

n n
> M(x;»,) > min, Zyi=y, T AL N T
i=1 = = = = = =
xl,yleE", X SV = 1.2 it
u GYyHKUUA — M(x,y) HE U3BECTHa TOJNBKO IaHH HEKOTODHE ajret-

panyeckue CBOMCTBa 3TOM QYHKUMH. [aHHBIM MOIEJI MOXHO HCIIONB30-
BaTh B obOmuX cJiydadx. HamnpumMep, Momesl MOXHO HHTEpPIPEeTHUpPOBATH
OOOCmEHHON TPAaHCIOPTHOW 3anadei, a aJIrOPUTM OOOOmEHHBIM pemeHUu-
€M HEKOTODHIX MpOGJIEM TEOPHM HaIexHocTH /cM. ymT. [1 1/.

Summary

A generalized application of the method “Optimization with minimal
information” to allocation problems

Zoltan Farkas

One of the author’s mathematical result sonnected with the method “optimization by
minimal information”is described. The problem solved is one of the generalized resource

allocation problems as follows
n

n
ZMQc’.,Zi)—vmin, if %‘yi:l’ where x; S X, < ...<x

i=1 =n’
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2‘:»!165"’ XSy, I=12,...,n

and the objectiv function is not known, only well — defined properties are fulfilled by the
function M(x,y). A general model and solution algorithm is given, which can be use under
general conditions. Model can be interpret for instance as certain generalization of the trans-
portation problem and algorithm gives a generalized solutions of some reliability theory problems
(see e.g. ref. [1]).
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