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UBER DIE ¢-MULTIPLIKATIVE FUNKTIONEN DIE DEN
MITTELWERT GLEICH NULL HABEN
JANOS FEHER

Meinem Freund Professor Arpdd Varecza aus Anlass der Vollendung seines 60. Lebensjahres
gewidmet.

ZUSAMMENFASSUNG. In diesem Beitrag werden die g-multiplikative Funktionen

1 N1
F, die den Mittelwert M (F) = Nlirn N > F(k) = 0 haben, charakterisiert.
—oo N K=o

1. EINLEITUNG

Sei 2 < g € N. Jedes n € Ny kann eindeutig in der Form
(1.1) n=ag+aq+---+asq® (a; €{0,1,...,q—1}, as=0=n=0)

angegeben werden. Die an der Menge Ny erklirte Funktion f bzw. F heisst g-
additiv bzw. g-multiplikativ, falls — angenommen die Herstellung (1.1) von n —

(1.2) fm) = > flajq’) baw.
j=0

(1.3) F(n) = [[F(ad) (F#0)
j=0

gelten ([1], [2]).
Man sagt, dass eine Funktion g: Ng — C den Mittelwert M (g) hat, wenn die Fol-

1 N-1
ge & >~ g(k) dem endlichen Grenzwert M (g) zustrebt. Es sei (im Weiteren stets)
k=0

F: Ny — C g-multiplikativ mit |F'(n)| < 1. H. Delange hat die notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz M (F') # 0 angegeben (vgl. [1], Theoréme 2.).
Jedoch befasste er sich mit dem Fall M (F) = 0 nicht. Das wird sofort verstéindlich,
wenn man darauf hinweisst, dass dieser vorliegende Satz beim Beweis eines mit
dem Satz von Erdds— Wintner analogen Satzes die Rolle eines Hilfssatzes gespielt
hat. Der vorliegende Beitrag befasst sich deshalb mit dem Fall M(F) = 0. Z.B.
kann dieses Ergebnis von Interesse bei der Verwendung des Weyl-Kriteriums fiir
reelwertige g-additive Funktionen sein.
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Satz. Sei F': Ng — C g-multiplikativ mit |F(n)] < 1 (Vn € Ng). M(F) existiert
und ist gleich Null genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

qg—1
(1.4) mindestens einmal 1 + Z F(ag®) = 0,
a=1
oo q—1
(1.5) Z (q —-1- Z %F(aqﬂ) = oo
s=0 a=1

2. HILFSSATZE

Wir werden bei dem Beweis des Satzes die Methode von H. Delange verwenden.
Es sei also
€5 1= 11;13;{(](1 — RF(aq®)).

Dann gilt stets €5 > 0 und sind die Bedingungen (1.5) und ) e, = oo #quivalent.
s=0

[es) > 1 q—1
Hilfssatz 2.1. Ist > &5 < 00, so ist das unendliche Produkt ] - ’1 + > F(ag®)
1

s=0 s=0 ¢ a=
konvergent.
192!
Beweis. Sei By := — Y. SF(aq®). Aus der Bedingung |F(n)| < 1 folgt
q a=1
2(1 = RF(ag”)) > 1 = (RF(aq"))* = (SF(aq"))*.

Hiraus folgt 2e5 > max |3F(ag®)|®. Ferner gilt es
1<a<q

1 g—1 2 q—l 2 2
2 s s
Bs<q2<§:%F<aq>> < (1) (jua, or))

Daraus gewinnt man B? < 2g,. Ist also Y e, <= oo, so ist auch > B? < cc.

1]l
Schreibt man — ‘1 + > F(ag®)| =1 — us, so ist 0 < ug < 1. Es geniigt also zu
q a=1

19!
beweisen, dass Y us konvergiert. Mit A5 := — > (1 — RF(ag®)) gilt
a=1
0 < uy < 2u, —u? =24, — A2 — B2,
So ist es offenbar, dass mit Y e, auch Y us konvergiert. O

Hilfssatz 2.2. Ist |z;| <1 (j=1,...,9—1), so gilt

1 1
§|1+Z1 +otzg] S 1- 2 gggq(l - Rz;).

Hilfssatz 2.3. Fir N — oo gilt mit t(N) := [log N/ log = ¢]

1 N-1 t(N) 1 q—1
¥ SN ron=1] p (1 +ZF(aqs)> +o(1).
m=0 s=0 a=1

Die beide letzte Hilsséitze stammen von H. Delange (vgl. [1], Lemme 3. bzw.
Theoréme 1.).
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3. BEWEIS DES SATZES

Laut des Hilfssatzes 2.3. gilt M (F) = 0 genau dann, wenn das Produkt
N

I1

1]
~ |1+ Z F(aq®)
s=0 q a=1

fir N — oo gegen Null strebt. Wir bemerken noch, dass ein konvergentes un-
dendliches Produkt den Wert Null nur dann haben kann, wenn es mindestens einen
Nullfaktor besitzt.

q—1
(a) Setzen wir M(F)=0und 1+ > F(ag®) #0 (s =0,1,...) voraus. Laut
a=1
des Hilfssatzes 2.1. gilt dann ) g5 = 0.
s=0
-1 N 1 g1
(b) Ist 1+>°97] F(ag®) = 0, so strebt das Produkt [] — (1 + > (aq8)> fiir
s=0 94 a=1

N — oo gegen Null, weil es fiir jedes N > b verschwindet.

(c) Setzen wir zuletzt Y e, = oo. Laut des Hilfssatzes 2.2. gilt

s=0
€ 1
<1- 271 < exp (2(]5) ;

1
<exp|—— s |-
WEeil da die rechte Seite fiir N — oo gegen Null strebt, strebt auch das links
stehende Produkt gegen Null.

q—1
14 Z F(ag®)
a=1

1
q
folglich gilt stets

N
1
11

s=0

g—1
1+ Z F(ag®)
a=1

4. ANWENDUNGEN

Die Anwendung des Satzes wird an zwei Beispielen demonstriert.
Beispiel 4.1. Die reelwertige q-additive Funktion f wverteilt sich gleichmissig
(mod 1) genau dann, wenn fir jede positive ganze Zahl k eine der folgenden Be-
dingungen erfillt ist:

q—1
(4.2) es existiert s(k) € Ny fiir das 1+ Zexp(i27r/€f(aqs(k))) =0,
a=1
oo g—1
(4.3) D> sin’(kf(ag®) - m) = 0.
s=0a=1

Beweis. Weil die Funktionen Fj(n) := exp(i27kf(n)) ¢-multiplikativ mit |Fg(n)| =
1 sind, ist das eine unmittelbare Folgerung des Weyl-Kriteriums und des Satzes. [

Beispiel 4.4. Die reele Zahl « ist genau dann irrational, falls
(4.5) Z sin?(7 - 2°a) = oo.
s=0

Beweis. Als es wohl bekannt ist, ist a genau dann irrational, wenn sich die Funktion
f(n) = an (mod 1) gleichméssig verteilt. Da f fiir jedes ¢ > 2 ¢g-additiv ist, geniigt
es — laut des Beispiels 4.1. (¢ = 2) — zu bemerken, dass die Bedingung (4.2) mit
diesem f nie gelten kann.
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