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О НЕКОТОРЫХ ИНВАРИАНТНЫХ СВОЙСТВАХ ФУНКЦИЙ

К .Н . Чимев

В работе рассматриваются вопросы об инвариантности выделимых 
множеств аргументов функций при подстановке аргументов констан 
тами.

Используется терминология из [1-15].

Множество существующих переменных функции f будем обозначатьV
Определение 1. Пусть f(x . х . х ) функция порядка и

1 ’ 2 * * * * п

R1UR2c  r RanR2=0, R^ 0 J  R2Ф0.

Множество Ri называется выделимо для f по отношению R2 , если 
существуют такие значения для переменных из R2 , что после под 
становки переменных этими значениями от f получается функция, 
которая зависит существенно от всех переменных принадлежащих

V
Если lRf läi будем считать, что множество Rf выделимо для f 
по отношению пустого множества.

Определение 2 . Пусть f(x ,х2,...,х ) функция порядка näl и 

ReR^, r *r , R+0.

Множество R называется выделимо для f, если R выделимо для f 
по отношению Rf \ R.

Множество R.p считается вьщелимым для f.

Множество всех выделимых множества аргументов функции f(Rf+0)
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обозначенися S .

Определение 3 - Пусть f(х ,х2,...,х ) функция порядка п^з и 

RCS , Rc R , IRIà2.

Множество R^CR^c. R) называется максимально выделемо для f 
подмножества R , если R^eS^. и не существует множество R2esf 
для которого

R^cRjCR, R2 *R1.

Отметим, что если
R€Sf, Re R |Rlü2 ,

то существуют хотя бы два максимально выделимых для f подмно­
жеств множества R . Если R^ максимально выделимо для f под­
множество множества R, то

IR \ R1 läl.

Теорема 1. Пусть f(xj,х2,...,х ) функция порядка п^З и 

RCS , R C R  , IRIS2.
Если R^ максимально выделимо для f подмножество множества R,
то для любых переменных

X. ,х.  е R4R . , lámálR^R I ,
1 2 1m 1

и для любых для них значений с. , с. , функция
i‘(x. =с . .... X. =с. ) зависит существенно хотя бы от од--L 1 -L - _L„ I I m mD ,ной из переменных 4 R и для нее выделимо множество R .

Доказательство. Пусть

R={x,,х2,...>Xm+p}$Sf » 2ám+pán-l, päl, 
и множество

R̂ L - {х j jx2 > • • • » Хщ }
максимально выделимо для f подмножество множества R .

Не ограничивая общности исследования теорема будет доказана
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для переменных xm+j xm+t, látáp
произвольно выбраны значения для хт + 1

. Пусть с ' 
.. . ,хm+t

m + 1 .....m+t
и пусть

f,=f(x = сm+1 “m + 1’’*’*Xm+t “m+t= с ).
Выберем значения с' ,. . .,с ' для хт+р+1 п т+р+1 ’
способом, что R16S , гдеí 2

f 0 = f ( х , , =с ' ........ X = с ' ) .2 т+р+1 т+р+1’ n п

X такимп

Но
R - П{х ....... X , } =0 ,f 2 m + 1 ’ ’ m+p  ̂*

и R..eR • Следовательно R1 =R , где
2 3

X , X = с3  ̂2 4“m + I т+I * * * * *“m+t “m+t
Поэтому R^e S

).

Так как Rf€Sf , RéSf и Re Rf , то

Rf\R*0.

Доказывается, го
R riCR \R)Ф0 

I
Действительно, допустим что

R П(R \R)=0.
11 1Тогда какие бы ни были значения ст+р+ 1 9 • • • 9

= сR 1 fj^Xm + p + 1 “т+р+1
а следовательно

,х =с ) ,п п

ДЛЯ Xт+р+ 1 ,Х.

R-« 6S ( X , . = с , ....... X =с ).1 f m+p+1 m+p+1’ ’ n n

ПУСТЬ ^ +P+l’---’Cn
Xm+lGRf/ > r«e 4

такие значения для х

f,=f(x , = с "  ,.,...,х =с").4 m+p+1 m+p+1 n n
Но в соответствии с уже сказанным R^eS 

. Тогда
4 R cR a R, R *R , R =R,

R 4 1 *4 r4И Sb .
*4 1

m+p+ 1 9* * * 9 " ЧТОn

Следовательно

При сделанном допущении доказали, что R^ не является макси-
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мально выделимым для f подмножество множества R , которое про­
тиворечит данным условиям.

Таким образом теорема доказана.

Естественно возникает вопрос: если f(х}рх2,...,х ) произволь­
ная функция порядка п^З и

RfSf) R c R f , IRIS2, IR \RI22,
и максимально выделимо для f подмножество множества r , то
правда ли, что для любых переменных

X. , ...,х. €R\R., 1ámáIR\R„ I,l. l 1 I s1 m
и для любых для них значений с. ,... ,с. функция f(x. = с .

1 m « Х1 11 X. = с. ) зависит существенно хотя бы от двух пере-
1т „ . рменных из множества Rf\R и

R.. GS /1 f(x. =с. ,...,х.
1 1

Примерно можно показать, 
цателен.

1m m
что ответ поставленного вопроса отри-

Можно показать, что если R^ не является максимально выдели­
мым для f подмножество множества R, заключение в теореме 1 в 
общем случае неверно.

Определение 4. Пусть функция f(x]P...px ) порядка näi и 
RcRf (R+0) . Будем говорить, что переменная x.eR сильно су­
щественная для f по отношению R, если существует такое значе­
ние с£ для х £ , что

Rf ( R\{x^} .

Переменная x^SR будем называть сильно существенной для f, 
если она сильно существенная для. f по отношению Rf,

Переменная х  ̂ будем называть сильно существенной для f по от­
ношению , если она сильно существенная для f по отношению
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Определение 5 • Пусть функция f(x],...,xn ) порядка nàl и 
RcR (R+0) . Будем говорить, что переменная xiGR,c - сильно
существенная для f по отношению R, если для каждого значения 
с£ для xi

Rf(xi=c1 ) ^ R 4 ( x i>-

Переменная x^GR будем называть с - сильно существенной для f, 
если она с- сильно существенная для f по отношению R .

Переменная х^ будем называть с- сильно существенной для f, 
по отношению х . f если она с- сильно существенная для f по 
отношению (х,,х.}J

Следствие 1 . Если f(х],х2,...,х ) функция порядка п^З и 
R^eS , R2íSf ; где R1cR2eRf ’ Ri*0 j то существует переменная 
х1еК2\ Ri * такая, что для каждого значения с^ для х^.

и
R f (х.=с.)n ^R fN R 2 ̂  1 1
R. GS „ / \.1 f(X .= с . )X 1

Следствие 2. Пусть f(x ,х2.... хп ) функция порядка п^з и
Resf, lálRlán-2,
Если существует переменная xi6Rf\R , такая, что R и {х^Л р s ,
то для каждого значения с для х. , r . ч n (r \(r и {х.}))=01 f(x^=c^) f X
и r е s,.,f(x.=c. )1 X
Из следствия 2 следует, что х. с -сильно существенная для f 
по отношению R и {хЛ.
Следствие 3 . Если f(xj,х2,...,хд ) функция порядка nä3 и 

{ x ^ , X j } í S ^ . ,  x , j G { l , 2 , . . . , n } ,  x + j  ,

то для каждого значения с
R

для X . ,J
f(x.=c.)n({xl.... xn>'{Xi,*,>)*?

и
X  . GR „, \X f(X =с . )

Л J
Из следствия 3 следует, что х. с- сильно существенная для«J
по отношению х ^ .

f
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Следствие 3 является обобщением теоремы б от [ 5 ].

Следствие Если f (xj ,х2 , . . . ,хп ) функция порядка nS3 и 
RtS , Rcr R , 2SIRI Sn- 1 ,

то для каждой переменной x.GR существует такая переменная 
XjGR\{x,.} 9 что для каждого значения для х. ,

n(Rf\ R )+0, и X. 6R 1 f (

Следовательно для каждой переменной x^eR существует перемен­
ная x.eR\{x.} t которая c-сильно существенная для f по от-d 1
ношению X..

Следствие б - Пусть f(х1,х2 ,. .. ,х ) функция порядка п^З и 
Res , I R I=п- 2 .

Если существует переменная x^eR \ R , такая что 
RU{x.}€Sf ,

то является c-сильно существенным для f .

Следствие б . Пусть f(х],х2 ,... ,х ) функция порядка п^з и 
Res , IRIán-2.

Если существует переменная x^eR^xR 9 такая что 
RU{Xi}íSf и Rf (Rü{xi})eSf ,

то х^ сильно существенная для f.

Следствие 7. Пусть f(xj,х2 ,...,х ) функция порядка п^4 и
Res , IRI=п-з

Если х̂  ̂ и Xj такие переменные из Rf\ R , что 
RU{xi,х.}£Sf ,

то хотя бы одна из них сильно существенная для f.
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Как уже увидели, если f(x ) функция порядка п^з и
{xi,x^.}€SfJ i , je{ 1 ,.. . ,n}, i+j ,

то каждая из переменных х.,х. является c-сильно существенным1 J
для f по отношению множества {х.,х.}**■ J

Следствие 8 . Если f(х ,х2,...,х ) функция порядка nä4 и 
RíSf IR I =з , то хотя бы одна из переменных x. êR c-сильно су­
щественная для f по отношению R.

’ х п }
по-

i, j,ке
Можно показать, что существуют функции f(x ,х2,.
рядка nő4 и существуют такие переменные х.,х.,х ,1 j к
{1 ,...,п} , что { х . , х . , х  }£S и только одна из переменных1 J К 1
X . , х . , х  c-сильно существенная для f по отношению { х . , х . , х  } .1 J -К- 1 Л К

При условиях следствия 8, хотя бы две из переменных множества 
R сильно существенны для f по отношению R.

Можно показать, что существует функция f ( х . , х „ , . . . , х  ) поряд- ’ 1 I п
ка nà5 и существует множество R, такое что 

R€Sf, I R I =4 , R c R f ,
и не существует с-сильно существенная переменная для f по от­
ношению R .

С помощью теоремы 1 можно доказать и другие утверждения.

Теорема 2. Если f(x],x2 ,.._, п
RieSf ’ R2íSf > где

R1C R 2 ciRf , 1 R2\ R^ I =2 , 
то для каждой переменной x^eR^xR^ 
ci для которого R1esf^x __c _j ,

Rf(xi=?cj_)n(Rf'4R2
Доказательство. При условии теоремы пусть 

Е1={х].... xm }eSf>, lámán-3,

X ) функция порядка nä4 и

и для каждого ее значения

R2 {х ,,.•.»xm ,xm+],xm+2}£Sf.
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Не ограничивая общности исследования, докажем теоремы, 
мер, для переменной xm + j .

напри-

Пусть С  такое значение для х ^ , , что m+ 1 т + 1
R.GS1 f(X =с’ X т + 1 т + 1)

Допустим, ЧТО
Rin^Xm+3 » * * * >Хп }=0

Тогда Ri6Sf , где
f„=f(x \ =  с =с ),2 m+3 т + 3 ’ ’ n п ’

и ст+ 3 ’'*',сп произвольные значения для хт+ 3 >***>хп

Пусть с;+3, п такие значения для хт+3 * ЧТО
х -.26Rf > гдет+ :

f„=f(х = с '3 т+3 т+3 , X =с п п ).

Так как xm+26Rf и RieSf > Т0 
R 3 = {x] ,. . . >хт >и ^хт+2^ к Гз.

Но R2£Sf . Поэтому xm+]£Rf . Следовательно R 3eSf

Множество 
R ä U {хО ]

и в соответствии с теоремой 1 для каждого значения с
RäU^Xm+l'ISf ’

m+ 1 ДЛЯ
m+1 *

R j ) n{xm+3 * • * * ’Xn}+Çî •f(x .=c m+1 m+
Следовательно

R t|nll, . 3 ..... V * '
которое приводит к противоречию.

Таким образом теорема доказана.

Можно поставить вопрос о верности заключения теоремы 2, когда 
IR2\ R 1 !à3.
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Примером можно показать, что ответ этого вопроса отрицателен.

Теорема 3. Пусть f(X j , х 2 , ... , х  ) функция порядка nä3 и 
R1esf, R1+0

Если R0C  R A  R. , R,40 , то существует пермутация х . ,х. .....
A i l Z  1 , 12X. , k=lR„i , элементов R и1V  ̂ ^

с - j с ■ ) • • • > с • »
1 2 к

для х . ,. .. 
1 1

zG{1 , ... ,к} , '
R.UR» {х. , .
1 Z 1 1

и R.es , где 
2

С  R
k z

f =f(х. = с . ,.. . ,X . =с . )
1 1 1 1 Z Z

Доказательство. Пусть f(x

, что для каждого

R.={x ,...,х }eS , lámán-1 1 1 m г
и пусть

R2 = {Xm + 1 * * * * *Xm+k} R f X R l ’ m+kán-
Тогда можно показать, что существует переменная х . g R~ и

2существует значение с^ для х  ̂ такое, что R^eS и
R-iURa\ { х . } c R  , 1 1 1

1 1где
f . =f(X . = с . ) .

1 1 1 1

Таким образом теорема доказана при i r2 i= i .

Если теорема верна, когда iR2 i=k, (k2i) , то она верна и
при IR2 l=k+i . Действительно, пусть f(x ,...,х ) функция по­
рядка nä3 и

R1  ̂̂ J 5 * * ' ’  ̂ ■£ »

V {xm+1 •’Xm+k+l}C R f \ Rl ’ ш +k+lán.

Тогда существует переменная х . GR и существует такое значе-
11 1ние с. для X. , что 

1 1 11
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И
Rf(x. -с. P  W  {xi,>

M  H  1
R.eSw  \1 f(X . =c. )

1 1 1 1
Пусть X. какал-нибудь переменная вышесказанного вида и с .х 1 1
такое значение для х. , что

1R r>R1 UR? \  {х. } 
I I

и R.es , где 
I

f ,=f(xi =ci > 1 1

Так как GS и
1

R5 =R2\ { xí } c R f \R, I R5 ! = k ,
из индуктивного предположения следует, что существует пермута-
ция X. ,х. элементов множества R0 \  (х. } и су-

2 з k+l 1 1ществуют такие значения , с ̂ , ...с^ для х. .х. ,...,х.
2 32 з к +что для каждого ze{2,3,...,k+ij }

R1UR2\{x í ,...,xi }CRf 
1 z 1 Z

и R1 G S f » где Z
f =f ( X. =c . , . . . ,x. =c . ) .Z 1 , 1 , 1 11 1  Z Z

Таким образом теорема доказана.

Теорема Пусть f(х ,х2 ,...,х ) функция порядка п^З

'k+l

Если
R.£S, 1 f R 2 GSf

где
R1C: R2 c Rf ’ К1Ф0, К1ФК2 ’

то для каждой переменной x ^ e R ^ R ^  существует переменная 
x-GR1 , которая c-сильно существенная для f по отношению х.J -1- 1

Доказательство. Если R2 =Rf теорема доказывается индуктивным 
способом.

Рассмотрим случай, когда R 2 *Rf • Например, пусть
Rl {х J »•••>хт ) »
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R0 = {x, , . . . ,x ,x ,x , }, 3ám+pán-l2 1  * m ’ m+1’ * m+p *

Так как R~eS_ то существуют такие значения сZ I 9 Ш + Р + 1
Д Л Я  X  л X14 m+p+1 п

R ̂ ^X|jX2j*»t) э •
где 1

f ,=f (х
т

, ЧТО

,хт+р '

■ 1 ^ I . * , • • • , X  ^ ) •т+р+! т+р+1 n п

Но
R^íS^, , R2=R, , R^ с  R2 , R^ Ф0 , R1+R2 .

Тогда, в соответствие с уже рассмотренным случаем для каждой 
переменной x ^g r 2 \ R^ существует переменная x^eR^ , которая 
c-сильно существенная для fj по отношению х^.

Следовательно для каждой переменной xieR2\ R 1 существует пере 
менная x.eR. , которая c-сильно существенная для f по отно 
шению „
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ö s s z e f o g l a l ó

Függvények invariáns tulajdonságairól

A cikkben függvények bizonyos argumentumhalmazainak az argumentumok rögzítésére 
vonatkozó invarianciájával kapcsolatos kérdéseket tárgyal a szerző.

S u m m a r y

On some invariant properties of functions

In the paper the author looks over some problems of the invariancy of certain sets of 
arguments of functions with respect to replacement of arguments by constants.
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