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К определению операций: отношение эквивалентности, 
отношение частичной упорядоченности, отношение 

упорядоченности группа метрика

Э. Стошек- X. Винтер й

0. Введение

В рамках разрабатываемой в настоящее время общей теории 
автоматизированных систем управления технологическими процес
сами (АСУТП) / I /  описываются реальные и абстрактные объекты 
(операторы, операнды, операции, инструкции и цели операций) в 
базисных и информационных системах, а именно с помощью класси
фикационных (номинальных), сравнительных (ординальных) и коли
чественных (метрических) признаков, а также соотношений между 
последними. При этом оказывается, что эти признаки следует 
считать вполне одностепенными. Описание с помощью

кла с сификационн ого
сравнительного
количественного

признака основывается на существо

вании
отношения эквивалентности
отношения частичной или полной упорядоченности 
в метрике

во множестве величин признаков. Из этого вытекает, что и от-

й Дрезденский технический университет, секция обработки инфор
мации



- 4 2 -

ношение эквивалентности, отношения частичной илы полной упор
ядоченности и метрику следует считать одностепенными понятиями, 
что следует смотреть на них с единых точек зрения. Настоящая 
работа хочет создать для этого математическую основу.

Предлояая работу / 2/ ,  приводим более широкую унификацию 
определений названных понятий, включая группу, коммутативную 
группу, квазиметрику, линейную метрику. Сформулированные затем 
матричные критерии для существования отношений эквивалентности, 
частичной или полной упорядоченности, для существования груп
пы, коммутативной группы, квазиметрики, метрики и линейной 
метрики показывают формально одинаковую структуру. Это значит 
-  названные понятия есть одностепенные двухразрядные "связи" 
элементов множества М, описанные однозначным изображением 
Ф : М*М-*" N.

I .  Определения
I . I . Отношение эквивалентности

Двоичное отношение R во множестве называется отно
шением эквивалентности в М, если для двухразрядной функции

Ф:М*М— {О , i} ( I . I )

соотнесенной с помощью
rO (x ,y )$ R

Ф (х ,у )= <  для
И (х,у ) 6 R

действительно следующее :

а /  (Vx) Ф(х,х) = 1 
хбМ

б/ (Vx) ( Vy ) Ф7 ( х,у )=ф(у,х)
х,у £ М___________________________

(1 . 2)

( 2 . 1)

(2 . 2 )

I /  Пусть будет М здесь и в следующем конечным множеством,
а
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в /  (V X ) (Vy ) / \  (*P(x,z W >  (y,z) ) = Ф ( X ,y ) 2/  (2 .3 .1)
x , y £ M  z  €  M

или, что является равнозначным:

( V x ) ( V y ) \ / ( lP ( x , z ) A lP ( y , z ) )  = lP ( x , y )  (2 .3 .2)
х,у GM z6M

I . 2 . 0тноыение_частичнрй_^пооязрчеякости

Двоичное отношение R во множестве М называется
нерецшексивным---^ отношением частичной упорядоченности в М, 
рефлексивным
если для двухразрядной функции

9--м*м—{0 ,l} (3.1)

соотнесенной с помощью

9 (х,у) =
О

1

действительно следующее:

^ 0  

]
а /  (Vx) Ф(х,х) = 

х€М

(х,у) $ R
ДЛЯ (х,у) е R

(нерефлекс.) 

(рефлекс.)

б/ (Vx) (V у) 'Р(х,у)/\ф(у,х) = О 
X у 6 М 
Х*У

(3.2)

( 4 . 1 )

(4.2)

2/ Если представить (х, у) в виде матрицы
то в /  равнозначно со следующим: Для всех х ,  у 

М некоторая строка (столбец) х от , насчет существования 
в ней единиц, или идентична с некоторой строкой (столбцом) 
у, или же отличается от последней. То есть, отношение экви
валентности в М определяет классификацию в М таким обра
зом, что всегда существует соотношение между всеми элемен
тами данного класса, но не между двумя элементами различных 
классов.
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в / ( V x ) ( V y ) / ^ ( 4> '(x ,z)- 'p '(y l2 ))=í(x1y) У  (4 .3 .1 )
х,у G М z£M

или, что является равнозначным:

CVX) (Vy) V  ( f ( x , z ) A ‘P'(z,y) = f ix ,у )  ■
х,у ем z6M

где

Ф'(х,у) =
>Р(х,у) ДЛЯ

ф(х,у)

х / У  
X = у

(4 .3 .2)

(нерефлекс.)

(4 .3 .3 )
(рефлекс.)

1 .3 .  Отношение .упорядоченности

Нерефлексивное
рефлексивное

отношение частичной упорядоченности R в М

называется

нерефлексивным ---- 0ТН0шеНием упорядоченности 
рефлексивным

вительно следующее:

(Vx) (Vy) Ф (х,у) 
х,у е м

(у,х) = -
1

для

в М, если дейст-

X ф у

X = у
(5)

3/  в /  равнозначно со следующим: Для всех х, у £ М некоторая 
строка (столбец) х отф"= ( ф"(х,у) ) , насчет существования
в ней единиц, или входит в некоторую строку (столбец) у, 
или же отличается от последней.

f"(x,y)
ф(х,у)
Í Ф(Х,У) 

10
АЛ Я хфу

X = У

(нерефлекс.) 

(рефлекс. )
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I Л ,  Группа

Двухразрядная алгебраическая операция х о у и однораз
рядная алгебраическая операция х-1 (инверсия) во множестве М 
пусть будут определены следующим образом:

(Ух) хох^  =х"^ох = е , .

Тогда X о у называется группой в М, если для двухразрядной 
функции

V  : МхМ—М ,
соотносенной с помощью

(7.1)

tp (х у ) = хоу (7.2)
действительно следующее:

(VxKVy) id (<P(x,z)of(z"1,y) ) = f(x,y)
x,y6 M z6 M (ЭЛ)

где

s Xi Х| = X 2 ~ x p
id (x1,x2,.... хп ) =< ДЛЯ (8.2)

ly £ {x ,x , ......xn| иначе

1 .5 .  Коммутативная_группа

Группа X о у в М называется коммутативной группой в М, 
если действительно следующее:

(Vx) (Vy) tP(x,y) = LP(y,x) . (9.1)
X, у е м

С учётом (9.1) вытекает из (8.1)
(9.2)
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1.6 .  Квазиметрика 

Двухразрядная функция
Ф. М ж м — IR V

(Ю)
называется квазиметрикой на М, если действительно:

а / (Vx) ip(x,x) = 0  
X е  м

( И Л )

б/ (Vx)CVy)^Cx,y) = f ( y , x )  
X , у £ М

( И . 2)

в / (Vx)(Vy) rr)in(4p(x,z) + f ( y )Z)) =ф(х,у; 
х,у£М г£М

( I I . 3)

1 .7 .  Метрика 

Двухразрядная функция 
Ф : М ХМ -^IR o

называется метрикой (расстоянием) на М, если действительно:

Г=0 X = у
а / CVxHVy) ф(х,у) J для /

X > У £ М [ >0 Х Г  У
(13 .I )

б/ (Vx)(Vy) ф(х ,у  ) = 1р(у,х) 
х,у£М

(13.2)

в / (Vx)(\/y) min(ip(x)z )  + 'P(y ,z) )  = ф(*>у) 
х,у£М ге м

(13.3 .1)

или, что является равнозначным

(V х)( Vy ) maxl f fx . z)  - ФО,у) |  = ф( Х;у) ( 1 3 . 3 . 2 )
х.уем z£ M

4 /  ff? множество вещественных чисел

5/ Ц?0 -  множество неотрицательных вещественных чисел
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1.8 Линейная метрика

Двухразрядная функция
ф; МхМ — R 0

называется линейной метрикой на М, если действительно:
(В Д

а /  ( Vx ) ( v y ) ф(х,у) J 
х ; у е и  [ > 0

X = у 
для

X ^ у
(15.I )

б/ Ä Vy)lP(x’y ) ^ Cy' x)Х}у € М (15.2)

в /  (VxKVy) id (("ФСх,Z)*1!7(у, z)) vei |ip(x, z) -ф(у ,г) |  )= ф(х;у) (15.3) 
x,y£M z£M

б/ Уравнение в /  вытекает из уравнений а / ,  б/ и из неравенства 
треугольника

(VxKVyHVz) (^fx,z)+ ip(z;y)) ^  Ф(х,у) . 
х,у, z в м

Пусть усилится неравенство треугольника следующим образом:

Для всех троек (х, y , z ) £  всегда есть два расстояния, 
сумма которых равна третьему расстоянию (сравни изобра
женный рядом граф, причем узлы -  элементы М, ребраб рас
стояние, существующее всегда между двумя элементами М). 
Иначе говоря -  для всех (х, y ,z )£M ^ площадь треугольника 
со сторонами Ф(х;у ), Ф(х;г ) ,  Ф(у,л) равна нулю.

Таким образом получаем специальную метрику, которую в сле
дующем хотим обозначить как "линейную метрику".
Учитывая изображение детерминатов площади треугольника 
при заданных длинах сторон (ср.
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для линейной метрики .действительно следующее:

CVxKVy )(Vz)
х , у , г £ И

0 Ф(х,У ) Ф ( Х ; Г ) ФСу ,z)
Ф 0;У) О Ф(У,2Г) Ф ( X, Z)

ip(x,z) ФСУ, z ) О Ф ( X, У )
Ф (У; г) Ф(х,г) Ф(х,у) О

у ) (ФСх,2)+Ф(у , Z ) ) Ф(Х;У)
(Ф(х; г)+Ф(у; Z)) Ф(*,У)

I'PC^.Z)-«P- 
n fy»z)|

)Ф(х,г)-Ф(у,г) |  ФГх;у)
= O

или после преобразования 
(VxHVy) Cvz) "'P(x,y) = ('P(x,z) + ' P ( y , z ) y  
х,у,г£М \ Z ’' P ( * , y ) * m x , z ) - 1 > ( y , z ) l “

из которого наконец вытекает, учитывая ур. (8. 2 ):
(Vx)(Vy) id (ClP(XjZ)->-iP f у z)) ve[ \ Z ) -Ç(y , z ) l )  = Ф(х,у;

nTrûbyéM z€Mгде
ги л и  x< ИЛИ X2 X< ф x2

x< vei x2 = J АЯЯ
î X{ = x2

Усиленное неравенство треугольника:
Для всех (х, у, z ) е М5 всегда есть два расстояния, 
сумма из которых равна третьему.

можно истолковать и следующим образом:

Для всех (х, y , z ) £  действительно следующее:

Откладывая на прямой друг за другом оба более кратких рассто
яния, можно получить на ней третье (самое большое) расстояние 
-  как сумму первого и второго. Это значит, что в общем каждое 
расстояние между двумя элементами М или является "элементарным 
расстоянием" или позволяет изображение на прямой, путем отло
жения там друг за другом элементарных расстояний. Это отвечает 
основному принципу измерения с помощью прямой (линейной) ли
нейки.
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2. Матричное представление данных в первой главе 

определений

Если вводится card (м)-card ( м ) -  матрица функции f (*,у)

f  = i ‘■Pcx, у) I (16)

и используется обобщенное матричное произведение

7/
(17)

то молено написать в матричном виде условия существования 
отношения эквивалентности, отношений частичной и полной упо
рядоченности, группы и коммутативной группы, квазиметрики, 
метрики или линейной метрики. Эти матричные критерии система
тически составлены в таблице I .

Из таблицы I .  вытекает следующее:

I /  Матричные критерии существования отношения эквивалентности 
отношений частичной и полной упорядоченности, существова
ния группы и коммутативной группы, квазиметрики, метрики 
или линейной метрики имеют формально одинаковую структуру 
(ср. работу / 2 / ) .  То есть, отношение эквивалентности, труп 
пу и метрику следует считать одностепенными двухразрядными 
"связами" элементов некоторого множества М, описанными од
нозначным изображением

Ф '■ М у М —*- N / т е л

7/ Ср. Берж, К.: Теория графов и ее применения 
Москва, 1962 г . ,  стр. 150—152•

Q + b -  обобщенное сложение 

а • b -  обобщенное умножение
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/  M
В случае N = —— м эта связь относится к

^  U bzw. R 0
типу отношения 
типу операции (группы) 
метрическому типу.



Если A  С\) = -1, 2, . . . ,  n)

является матрицей функции
^  : MvJ X Mu —*' N )

соотнесенной с . . . 

в (на)множестве Ы,

то обобщенное тензорное 
матричное произведение

С Q • Ь = ____________

является матрицей 
функции

^  : М хМ N,
соотнесенной с __________

в (на) множестве
М = М< X м2 х • • X Мп

отношение э кв ив а лентности Q / \ Ь отношение эквивалентности

р е уле к с ивно е отношение 
частичной упорядоченности a A  b

рефлексивное отношение 
частично й уп о рядоченн ос ти

квазиметрика а + b квазиметрика

метрика а + b ыатрика



M xN —  ( 0 ,  0

TVx) 1рСх> X)  = í
X ем

Cv*) tP( x , x )  =o 
ж е м

(Vx) ф ( х ,х ) П  
ж е м

(Vx) ФС*;Х)=0 
x£M

( V * ) P ( X ; X ) = 1  
X £  M

1-
6 к

1-
6 -1

Ф А  Ф т = р Ф А  Ф т  = e ф  А  Ф Т = 0

f  —  2

Ф д  p T=_e 

P r- e

p  f T= V

Q +b = Q  A b

a  • b  -  a —"b

ip* i f ’ т  = ip

ip'- *P V e

tp tp T -  <p

Q +  b  = 
a  • b  -

ip' ip T = p

P ’ = P  v e

а  л Ь  
2 — b

f f  -  $ ip’ ip  = tp '

ф ’= p  v e

Р Ф  = P

a + b  = a  V b  
d 9 b « a  a  b

P  = p  v e

l p P  = P



Ф: М ХП —  М vp : M X м —  R i p : MxM

CVx) ^ ( x ; x)  = 0 
x é M ( V x ) ( V y )  Ф ( х ; у ) h 

x,ye  h

f = 0 x = y  

>o x * y

f  - f  Т Ф * ф т

iP ф>'**Т = ip

Ф * *  = W ^ y " ' ) *

a f  b = id (Q)b) 

а • b =  a o b

vp ip 1 = ip

a +  b =min (ajb)  

а • b-  а  ■+• b

ip i p T - ip

a + b  = i d  (а,Ь)  

a* b-(a+b) vei 1 a-bj

ip f - Ф

^ *  = ( ^ Г х _У; у) >

a + b -  i d ( a , b ) a+ b = m a x ( a ; b)

a • b = a ob a* b =  1 a - b |
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Пусть иуцет 
b,  j е й ,  n -  n -

-  1 Q,j) ) Qjj € M, m - m  - матрице:.! и b = | b,j ) ,
матjAiiiei.. Тогда (m -n ) - (m -n )-  матрица

a ®  b

G H — a 12 Ь  •• a í m  Ü  
0.21 b  0-22 b. *• & 2т  b

ûm| b  a m2 b •• a mm

называется обобщенным тензорным произведением матриц а и 
, по отношению к (обобщенному) умножению 

Над алгебраической структурой 
a «f b = b - b a } Q * b = b * a

(q +  b ) + c  = Q + ( b + c ) ,  ( q - b ) - c  = a  •  6 b  - c )
( û + b )  • c  = ( a » c ) + ( b - c )
действительно следующее :

( Q ® b ) ® ç  = а < 8 > ( Ъ ® с )
( а ®  Ь)т= а т®  Ьт
( а , ® а 2® . . 0 а к ) ( Ь , ®  b 2® . . ® b k ) = ( a 1 b < ) ® ( a 2 b 2 )<g) . .  ® ( д к Ь к )
Из последнего сразу следует: Если над для jJ L/ w-zw

=ÜV

то действительно и дл я f  = ^ ® Ф 2®  ® f n
Ф ср = Lp •
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(готовится к изданию).
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ö s s z e f o g l a l ó

A műveletek definíciójáról; equivalenciareláció, részleges 
rendezés, teljes rendezés, csoport, távolság

Sztosek E. — Winter H.

A véges M halmazon definiált bináris relációkat/ mint equivalencia reláció, algebrai m ű
velet távolság, stb. mátrix alakban felírva, és a kapott 1 mátrixra érvényes = V azonos
ság felhasználásával az adott relációra existencia kritériumokat vezetünk le.

S u m m a r y

On the definition of operations; equivalence relation, 
partial ordering, complete ordering, group, distance

E. Sztosek — H. Winter

Writing a binary relation, such as equivalence relation, ordering, algebraic operation, 
distance etc., on a finite set M in matrix form of and using the identity = \p existence 
criteria are obtained for the given relation.
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