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RELAXÁCIÓS MÓDSZER ÁLTALÁNOSÍTOTT 
MÁTRIXINVERZ KISZÁMÍTÁSÁRA

Galántai Aurél — Varga Gyula

A Southwelltől származó relaxációs elv sok esetben igen hasznosnak bizonyult (lásd pl. 
[4]). Ezt az elvet fogjuk most kiterjeszteni általánositott mátrixinverzek számlásának esetére.

Legyen A (mxn)-es mátrix és W az (nxm)-es komplex elemű mátrixok Banach tere az 
euklidesi normával. Jelölje továbbá PR(̂A) a Cm ortogonális projekcióját jR(.d)-ra, és 
PR(A*̂  a Cn ortogonális projekcióját 7?G4*)-ra.

Tétel. Legyen BneW olyan mátrix, amelynek oszlopai az A* oszlopai által kifeszitett 
lineáris vektortérben vannak.
Ha teljesülnek a \\Bn II < ,

0 )  \\PR U ) - A B n\ \< K <  1

és a

<2>

feltételek (n = 0,1,2,. . .), akkor az

(3) Xn=Bn + X n - № u ) - A B n) (и = 1 ,2 , . . .  )

sorozat = BQ) konvergál az A + általánositott inverzhez, és alkalmas 0 <  c eRl konstans
sal

(4) \\XH - A +\\< с K*.

Bizonyítás. A tétel bizonyításához azt a tényt fogjuk felhasználni, hogy az egyidejűleg fenn
álló

(5) X A X = X  

és

(6) A X = P R ( A ) , x a  = pr(A*)

egyenlőségek már egyértelműen meghatározzák az A mátrix A + általánositott inverzét [2].
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a. ) Előszóra lim \\Р Ю, . .  — A X \ \  = 0 relációt igazoljuk. A (3) rekurzió és

0>  f , „ ,  A - A A +A ~  A-APr U )

alapján
П

PR ( A )  ~  Л Х п =  (PR  ( А )  ~  A X n -  IL ^ PR  (A  ) ~  A B n ) =  JJQ (PR ( A ) ~  A B i>-

Minthogy
П

«4  M  )  -  ^  I I  «  Я  U  )  -  AB,\\<  Г  *  1 .

azért

(8) Um l 4 , M ) - A Ï . I - 0 -

b. ) Hasonlóan belátható, hogy

PR ( A *  ) X n A  =  (Л*) "  \  -  (A *)  ~~ B n A )  =

=  JJQ (PR  ( A * )  ~  B iA )

és

(10) lim ||/>Ä M*) -  XnAW = 0.
Ц OO

c.) Belátjuk, hogy lim НА^ЛА  ̂ — Xn\\ = 0.

Legyen

Cn PR ( A )

es

Z) — PD s A*\ В A.n R ( A  ) n

Ekkor

Xn - Bn + X n - Л ’

illetve zárt alakban
n -1 n n

(11) A„ = B„ + 2  Д П  C. + Bn П  C
/=l /=f+l ’ 0 ' (n =  1,2, . . . ) .
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A zárt alakból könnyen látható, hogy

PR ( A * ) X n X n

es
К,

IIX II <И " 1 -  К

А (9) relációból kapjuk, hogy

ahonnan

(«=  1,2, . . . ) .

Х .Л Х , M* A  -  < , #  ű . A  < я  w

Ezért

H X ^ X - X I K i — V ^ n + 1,n n n \  -  к  

amelyből, < 1 miatt,

(12) lim IIAT i lT  -* „ 1 1 = 0 .
П oo

d,) Végül belátjuk, hogy -> Л+ lineárisan • 

Tekintsük a

es

lim А Х  -  РВ(АЛ _ n л (/1 )

lim Æ4+ = Prл и  )

lim X  А = P„ , .*,

lim = Р,ли )

valamint

Jim а „ ^ » - ^ )  = о

lim (Л+ЛЛ+ - Л  + 0

relációkat, amelyekben a konvergencia sebessége legalább lineáris. Világos, hogy egyrészt
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XnA -  А +А = Д„ 0, АХп -  АА+ = Ги -► О

lineérisan, másrészt

а, = \IXHAX„ - Х п -  [А+АА+ -  А+ ]|| -  0 

szintén lineáris sebességgel. Minthogy

«„ -  »x„a x„ - а „ л  - л „ и + + л+ -  x j  <

azért az Ц/ljll — 1И2Н < \\АХ -  А 2\\ relációt használva 

Il\А+ -  X J  -  IlXJAXn -  AA+ ) + ДпЛ + ||| < cl Kn.

Innen egyszerű átalakítással

I\A+ -  X J  < c

következik, ami állításunkat igazolja.
A javasolt módszer az [ 1] — [2] általánosítása.

Numerikus példa:

1 1 -  2 0
A = -  2 2 1 0

0 3 0 1

“  6 -  2 3
T=  AA* = -  2 9 6

3 6 10

T legnagyobb sajátértéke \nax = 12
Az A mátrix általánosított inverze

A +

-  22 -  64 45
13 14 27

-  70 -  25 36
-  39 -  42 50
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А В. = a.A* , PD(a \ = /  speciális választást és az a. (i = 1,2,3,4) értékeket alternativeÍ Z  í \  ) П l

alkalmazva e =  10-3  pontosággal kapjuk, hogy

A +

(“l

-  0.1679 -  0.4885 0.3435
0.0992 0.1069 0.2061

-  0.5349 -  0.1908 0.2748
-  0.2977 -  0.3206 0.3817

Э.05, a2 = 0.07, = 0.09, a4

Végül köszönetünket fejezzük ki Lee Annának értékes segítségéért és tanácsaiért.
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S u m m a r y

A relaxation method for computation of generalized 
inverse of matrices

A. Galantai — Gy. Varga

The paper extends the relaxation principle to the computation of the Moore-Penrose 
inverse of matrices by an iteration. The rate of convergence of the proposed method is linear.



- 6 2 -

Р е з ю м е

О р е л а к с а ц и о н н о м  м е т о д е  вы чи сл ен и я  
обобщ енной  о б р а т н о й  м атрицы

А. Галантаи -  Дь. Варга

В с т а т ь е  и д е я  р е л а к с а ц и и  р а с п р о с т р а н я е т с я  на в ы ч и сл ен и е  

о б р атн о й  м атрицы  т и п а  М у р а-П ен р о за  и те р ац и о н н о м  м ето д о м . С хо
д и м о сть  п р е д л а г а е м о г о  п р о ц е с с а  л и н е й н а я .
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