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REGULARIS, OPERATOR EGYUTTHATOS STURM-LIOUVILLE
EGYENLET SPEKTRUMANAK DISZKRETSEGEROL

Juhdész Ferenc

Legyen H szeparabilis Hilbert tér. H alljon azon f(x) (0 < x < m) vektor értéki,
Bochner szerint mérhetd fliggvényekbdl, amelyekre

[(fG), flx)dx < .

H szintén szeparabilis Hilbert tér, melyben
IF 12 = [ Iftx) Pdx.
0

Legyen D C H mindeniitt siirii halmaz, Q(x) : D - H o©nadjungilt, diszkrét spektrumi,
egynél nagyobb operator mm. x-re. Minden heD-re Q(x)h legyen H -beli. Legyen

ly = —y" + Q(x)y, ahol a vessz$ erGs deriviltat jelol. Py és P_ legyen pozitiv, nadjungilt
operator H-n.. Ertelmezziik l-et az Osszes olyan

n

kg; hy @, (%)

Ms

y(x) = p2

—

fiiggvényen, amely kielégiti az y'(0) — F, y(0) =0, y'(m) + P y(m) = 0 peremfeltételeket,
ahol h, € D, cpl(x)eC2(0,1r). Jeloljik L-lel [ Friedrichs féle onadjungalt kiterjesztését. Ekkor
igaz a kovetkez6: i

Tétel: L spektruma diszkret.

Levitan és Szuvorcsenkova [2]-ben bizonyitotta a tételt azzal a tovabbi megszoritéassal,
hogy @ inverze gyengén mérhetd. Maszlov [1]-ben foglalkozik a szingularis feladattal. Jelen
dolgozat célja annak megmutatdsa, hogy az ott alkalmazott modszer milyen kdnnyedén elinté-
zi a reguléris feladatot.

A bizonyitas a kovetkezé lemman és annak Maszlov éltal ko zolt megforditdsén alapul. Iga-
zolasuk [1]-ben talalhato.

Lemma: Tegyiik fel, hogy A teljesen folytonos operator, A=Y [étezik és értelmezési
tartomdnya surii. Ekkor minden A~' értelmezési tartomdnydban levd, gyengén nulldhoz tar-
tézo y, -~ 0 sorozatra.

2 - 0, ahol a >0 rogzitett.
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Lemma. Tegyiik fel, hogy A korlatos operator H-n, A~ letezik és értelmézesi tarto-
mdnya sirii. A akkor és csak akkor teljesen folytonos, ha A~' minden, az értelmézési tarto-
mdnydban 1évo, egy normaju, gyengén nullahoz tartozo sorozatot a vegtelenbe visz.

~1
Tételiink bizonyitasdhoz elegendé megmutatni, hogy VL teljesen folytonos, ebbdl ké-
vetkezik, hogy VL és igy L spektruma is diszkrét. A masodik lemmat felhasznélva tegyiik fel
indirekte, hogy létezik olyan {y,6 } sorozat, =1y =+0€ 17, melyre

(VLy,, VLy,) = (P,(0), y(0)) + (P, y(m)y(m)) +

v [ O+ 0@ )<
0

Megmutatjuk elGszor, hogy Iy )< C minden n-re és x-re.

X
M 1y, )P = by (x)PI< 2 j 0, )I<f e+ )< c,
*1
Ha Iy (x)I< C2 nem teljesiilne, akkor létezne olyan {x,.} sorozat, melyre v, (xi)l > o0,

Ekkor azonban (1) miatt Y, (x) > e minden x-re, ami ellentmond az Y, € H feltételnek.
i i

Mivel IIy I< C ezért legyen az { y } sorozat olyan, hogy y = f'e H. Minthogy

Y, =0c¢ H, ezért f=0e€ H. Legyen X(z) a [0,x] intervallum karaktensztlkus fuggvé-
ny'e. Ekkor tetszéleges h € H-ra

@y, )=y, O)= (h,of V)= me(s)y;,i(s»ds >0

mivel y) ~ 0€ H.

I

Vilasszunk ki az { Yy (O)} sorozatbdl egy y (O) g € H sorozatot. Ekkor (2) miatt

b 8 (x) =~ g€ H és minthogy r, = 0e }T, a Lebesque tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy
i i
g=0€H {y, } tehitolyan sorozat, melyre y, (x) > 0€ H mm. x-e.
ik i

A tovibbiakban az {y 1 sorozatot jeloljiik egyszeriien { yn} -nel.
i
k

=1
Minthpgy V@ teljesen folytonos mm. x-re, ezért

l2
02 = Vn -0 mm. x-Te.
n max{(y, Qy,)« }

Minthogy mérhetd, ezért mértékben is tart 0-hoz. Ilymoédon barmely € > 0, § > 0 szamhoz
talalhat6 olyan N = N(e,6), hogy n > N esetén az ) halmaz pontjaiban 0,21< 6 tovabba
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mean < €.

Ekkor

}:_,f'(yn’yn) < 61! max {(VQyn, VQyn)a} <

<5 ] (@, Qv + 0 < 8, + @, tovibbi
F

n

f (yn,yn) < clmes_ﬁ; < Clev

F
n

1 1 . :
Ha 6<5— o & €< 55 akkor Of (,>¥,) <1, ami ellentmond feltételiinknek.
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Summary

On the discreetness of spectrum of regular
Sturm—Liouville equation with operator coefficient

F. Juhész

The statement of this paper is proved in [2], with an additional condition of meas-
urability. V. P. Maslov studied the singular equation in [1]. The aim of this paper is to show
how usefully that method can be applied for the regular case.

Pe 3I0OMeEee

O OMCKPETHOCTH CIIeKTpa peryJapHOI'O ypaBHEeHHUA
It ypMa-JIMYBHIIJIS C ONEpPaTOPHHEM KO3(0PHLIHEHTOM
o, ixac:
VTBepxOeHue NaHHOM paboTH OoKasaHa B [2] ¢ pmo6aBOYHHM
yCJIOBUEM H3MEepUMOCTH. B CL1] B.II.MacnoB u3y4YalJyl CHHIYJIAPHYK 3a-
mavy. Hama nenp - nokasaThb, 4YTO MeTon MacioBa NOJIe3HO NPHMEHA—

eTcsa TakKxXe B CcJydyae peryJgapHOM 3anadH.
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