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REGULÁRIS, OPERÁTOR EGYÜTTHATÓS STURM-LIOU VILLE 
EGYENLET SPEKTRUMÁNAK DISZKRÉTSÉGÉRŐL

Juhász Ferenc

Legyen H szeparábilis Hilbert tér. H  álljon azon f(x) (0 < x < n) vektor értékű, 
Bochner szerint mérhető függvényekből, amelyekre

f{x))dx <

H  szintén szeparábilis Hilbert tér, melyben
7Г

II/II2 = f  \Ax)\2dx.
0

Legyen D c  H  mindenütt sűrű halmaz, QOc) : D -*• H  önadjungált, diszkrét spektrumú, 
egynél nagyobb operátor mm. л:-re. Minden heD-те Q(x)h legyen H  -beli. Legyen 
ly = — y" + Ç(x)y, ahol a vessző erős deriváltat jelöl. PQ és legyen pozitív, önadjungált 
operátor H-n. . Értelmezzük /-et az összes olyan

m n
y(x) = 2 2  hk<p (x)

h l  k=l K e

függvényen, amely kielégíti az y'(0) — P0y(0) = 0, ÿ (7r) + Pny(ir) = 0 peremfeltételeket, 
ahol hk e  D, <pl(x)eC2(0,n). Jelöljük L-lel / Friedrichs féle önadjungált kiterjesztését. Ekkor 
igaz a következő:

Tétel: L spektruma diszkrét.

Levitán és Szuvorcsenkova [2]-ben bizonyította a tételt azzal a további megszorítással, 
hogy Q inverze gyengén mérhető. Mászlov [ l]-ben foglalkozik a szinguláris feladattal. Jelen 
dolgozat célja annak megmutatása, hogy az ott alkalmazott módszer milyen könnyedén elinté­
zi a reguláris feladatot.

A bizonyítás a következő lemmán és annak Maszlov által kö zölt megfordításán alapul. Iga­
zolásuk [ l]-ben található.

Lemma; Tegyük fel, hogy A teljesen folytonos operátor, A ~ 1 létezik és értelmezési 
tartománya sürü. Ekkor minden A ~ 1 értelmezési tartományában levő, gyengén nullához tar­
tózó y n ->■ 0 sorozatra.

max{L4 1yn l,a}
-* 0, ahol a > 0 rögzített.
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Lemma. Tegyük fel, hogy A korlátos operátor H-n, A ~ 1 létezik és értelmézesi tarto­
mánya sürü. A akkor és csak akkor teljesen folytonos, ha A~  1 minden, az értelmézesi tarto­
mányában lévő, egy normáju, gyengén nullához tartozó sorozatot a végtelenbe visz.

- 1
Tételünk bizonyításához elegendő megmutatni, hogy VZ/ teljesen folytonos, ebből kö­

vetkezik, hogy yZ és igy L spektruma is diszkrét. A második lemmát felhasználva tegyük fel 
indirekte, hogy létezik olyan } sorozat, \\yn II = 1, y n -*■ 0 £ H , melyre

( ]ÍLy„, éLyn) = CP0y(0), y(0)) + (/’„yM ü'O )) +

0

Megmutatjuk először, hogy lyn( x ) l< C 2 minden n-re és jc-re.
x2 jj.

(1) I It„(x2)I2 - 1тя(̂ )121< 21 J (!у„'|2 +
JCj 0

На 1ул(х )1< С 2 nem teljesülne, akkor létezne olyan { sorozat,  melyre \yn (x(.)l -*
Ekkor azonban (1) miatt yn (x) -*• °° minden x-re, ami ellentmond az у £ Я  feltételnek.

n i n i

Mivel llŷ  II <  Cj ezért legyen az {y^ ) sorozat olyan, hogy y'n - f & H .  Minthogy 
yn ^ 0  £ f í ,  ezért / =  0 £ Я . Legyen X(%) a [O^c] intervallum karakterisztikus függvé­
nye. Ekkor tetszőleges h e H-ra

(2) (hyn (X)  -  у  (0)) = (h,f у' ) = ](hXÍ&yn -  0
I i о « 0 «

mivel у' -“-О £  Я.П .I
Válasszunk ki az (y  (0)} sorozatból egy y (0) -*■ g £  Я  sorozatot. Ekkor (2) miatt 

' ‘k

Уп (x) 7“ g £ Я  és minthogy yn -*■ 0 £ Я , a Lebesque tétel felhasználásával kapjuk, hogy

g = 0 £ Я. {yn ) tehát olyan sorozat, melyre у (x) -*■ 0 £  Я  mm. x-re.
‘к "‘к

A továbbiakban az |y n j sorozatot jelöljük egyszerűen {y n} -nel.
‘k

Minthpgy /Q  teljesen folytonos mm. x-re, ezért

|2

-*• 0 mm. x-re.a2 =П max |(у и ,Qyn),ot J

Minthogy mérhető, ezért mértékben is tart 0-hoz. Ilymódon bármely e > 0, 5 > 0 számhoz 
található olyan N  = N(e,8), hogy n > N  esetén az Fn halmaz pontjaiban 6 továbbá
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mesF < e.П

Ekkor

F  :П
/  (Уп 'Уп) **  ̂ J max {( ÍQyn, ÍQyrí),a } <Г7 . /7

П

< 5 J (O' ,<?>'„) + q) < 5(C, + a)ir, továbbá
Fn

/  Cyn,y„)<c1mes^<C1e

7Г
Ha 5 < 2(c + a)7T és 6 2c”’ akkor i O V ^ n ^ 1’ ami ellentmond feltételünknek.
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S u m m a r y

On the discreetness of spectrum of regular 
Sturm—Liouville equation with operator coefficient

F. Juhász

The statement of this paper is proved in [2], with an additional condition of meas­
urability. V. P. Maslov studied the singular equation in [1]. The aim of this paper is to show 
how usefully that method can be applied for the regular case.

Р е з ю м е

О д и с к р е т н о с т и  с п е к т р а  р е г у л я р н о г о  у р а в н е н и я  
Ш турм а-Л иу б и л л я  с  о п ер ато р н ы м  коэф ф и ц и ен том

Ф. Юхас:
У твер ж д ен и е  д ан н о й  р а б о т ы  д о к а з а н а  в С 2 3 с  добавочн ы м  

усло ви ем  и з м е р и м о с т и . В Cl J В . П . Ма с ло в  и з у ч а л  си н гулярн ую  з а ­

д а ч у .  Наша ц е л ь  -  п о к а з а т ь ,  ч т о  м е т о д  М аслова п о л е з н о  п р и м ен я­

е т с я  так ж е  в с л у ч а е  р е г у л я р н о й  з а д а ч и .
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