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A VIRTUALIS MEMORIA EGY ALGEBRAI ES EGY
VALOSZINUSEGELMELETI MODELLJE

Gyires Tibor
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Az ut6bbi id6ben egyre nagyobb az érdeklédés az eddigiektdl eltéré memoria szervezés
irant, aminek a neve virtudlis memoéria. Milyen okok tették sziikségessé egy uj rendszer megter-
vezését, ami sok elméleti és gyakorlati probléma kiindulé pontja lett?

A szamitogépek elterjedése lehetdvé tette, hogy egyre bonyolultabb, Osszetettebb felada-
tokat szamitogép segitségével oldjanak meg, amelyek megoldasdhoz egyre nagyobb programo-
kat kellett irni. A programok nagysaganak a bels6 memoria nagysiga szabott felsé hatart. A
belsé memoria dragasdga miatt felvetddott a probléma, hogyan lehet lefuttatni egy olyan prog-
ramot, ami meghaladja a memoria nagysagat? A kérdésre két megoldas sziiletett:

overlay technika,
virtualis memoria szervezés.

Az overlay technika a kovetkez6: a programot a felhaszndlo tetszés szerinti nagysigu
darabokra, logikailag Osszefiiggd u.n. szegmensekre bontja, amelyek koziil egynek, a ’main”—
nak kitlintetett szerepe van. Ez a szegmens allandéan benn van a memoridba és ezen keresz-
til valosul meg a tobbi szegmens kozotti kommunikdcié, A memoridban mindig két szegmens
van, a main és az aktiv szegmens, A fennmaradé szegmensek valamilyen kiilsé tarolora (disk
magnesszalag, stb.) kerlilnek, melyek ko6zil mindig azt cseréljik ki a memoriaban levével, a-
melyikre hivatkozéds torténik a programbol.

A virtudlis memoria szervezés esetében a programot és a memoriat valtozo, vagy egyenld
nagysagu nem sziikségképpen logikailag osszefiiggé blokkokra osztjuk. Véltoz6 hosszusigu
blokkok esetében szegmentilt, egyenld hosszusidgu blokkok esetében page—elt szervezésrdl
beszéliink. A blokkok kozott nincs kitlintetett. A nem betdlthetd blokkokat valamilyen kiilsé
tarolora vissziik, ahonnan sziikség esetében behozzuk a memoridba. A program felosztasa és a
blokkok cseréje az overlay—jel ellentétben automatikus. A dolgozatban a page—elt szervezés-
sel fogunk foglalkozni.

Mindkét esetben az a cél, hogy a program futdsa kozben a lehetd legkevesebbszer hivat-
kozzon olyan programrészre, amely kiilsG tarolon helyezkedik el, vagyis a program lehetd
legkevesebb interrupt—tal fusson le. A dolgozat a virtudlis memoria egy algebrai és egy valo-
szinuségelméleti modelljét tartalmazza. A modellek célja kiilonbozé feltételekkel bizonyitani
azt, hogy abban az esetben, ha a blokkok cseréjére az u.n. dnjavitoé algoritmust alkalmazzuk,
a blokkcserék sziamat tekintve ez az algoritmus optimalis.
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I. Algebrai kozelités

1.1. Definici6. Egy page—elt virtudlis memoria rendszernek nevezink egy V = (NM,f)
hérmast, ahol N ={1,2,..,n} a programot alkot6 page—eket, M={1,2,...,m} a me-
moria fizikai page-it jeldli, ahol 1<m<n és f: N—- M “page fiiggvény” azzal a tulajdonsag-
gal, hogy

£l = j, ha az i-edik pagea j-edik fizikai page-ben van.
undef. egyébként

kulsé tarold belsé memoaria
1
2 } 2 2 }z
m
n

Ha a page hossza z (pl. z szd), akkor egy « virtualis cimre 0 < o < nz hasonléan egy
B virtualis cimre 0 < B < mz. Ha adott egy « virtudlis cim, a rendszer software vagy
hardware uton meghataroz egy (i,w) part ugy, hogy a = (i— 1)z+ w ahol 0< w < z,
és generalja az a-hoz tartoz6 § memoria cimet, amelyre

B=[fi)— 11z + w, ha f(i) definidlva van.

Ha az f(i) page fiiggvény nem definidlt, a program végrehajtasiban interrupt 1ép fel “’page
virakozas” ideig, addig amig a rendszer nem tolti be a hidnyz6 page-t a kiilsé tirolé egy ren-
delkezésre allo fizikai page-ébe és modositja a page fliggvényt a memoria aktudlis tartalmanak
megfelelen. Interrupt esetén a kovetkezé problémak lépnek fel:

a.) helyettesitési probléma: melyik page-t vigyluk ki a belsé memoriabol, hogy be tudjuk
tolteni a hivatkozott page-t?

b.) elhelyezési probléma: hova toltsuk a bejové page-t?
c.) betoltési probléma: mikor toltsiik be a hidnyzo page-t?

Ha egy page-t akkor és csak akkor toltunk be, amikor a programbol hivatkozés torténik
ra “demand page’’ -elérésrél beszélink, ellenkezé esetben “nondemand” vagy prepage’-elés-
rol.

Demand page-elés esetén az elhelyezési probléma megoldasa trividlis. Ha a memoéria még
nem telt be, a bejovd page-t tetszGlegesen helyezziik el egy ures fizikai page-be, ha a meino-
ridban mar nincs Ures page, el6szor a helyettesitési problémat megoldé u.n. helyettesitési al-
goritmust hajtjuk végre, majd az igy kijelolt page helyébe toltjiik a bejové page-t, vagyis a
demand page-elé rendszerek vizsgalatat elegendd a helyettesitési probléma vizsgilatira korla-



— 113 —

tozni. Mivel a késébbiekben egy feltétel fenndllasa esetén kimutatjuk, hogy egy demand page-
el6 rendszer az interruptok szamat tekintve hatékonyabb, mint egy prepage-elt rendszer, a to-

vabbiakban demand page-elt rendszereket vizsgalunk.

Mint az el6zoekben, legyenek N = {1,2,...,n} egy program page-i, M =\1,2, ... m]|
a memoria fizikai page-i, és 1 < m < n. Jelolje Nt a hosszusagu sorozatok halmazat N
folott, k= 0.

Jelolje w = Fydlgs « e sy NT -beli elem egy program page hivatkozasait valamely 7-re.
Ha r, = x, ez azt jelenti, hogy a program a t-edik idd&pillanatban az x page-ra hivatkozott.
Legyen S & N egy memoria allapot és

W ={S/SCNésISI<m}

ahol |X | jeloli az X halmaz elemeinek a szamat.

1.2. Definicié. Legyen M és N adott. Egy M-re vonatkozd page-el§ algoritmusnak ne-
vezziik az A = (Q,q ) héarmast, ahol

@ az algoritmus kontroll allapotainak a halmaza,
q, eleme @-nak, kezdeti kontroll allapot,
g mim QRSN — ﬂfsm ®Q allokalo fuggvény azzal a tulajdonsaggal, hogy amennyiben

g(S,q,x) = (S, q’), akkor xeS

Jeldlje S+x az SU{x} halmazt, x¢S
és  S—x az S—{x}halmazt, xeS

1.3. Definici¢. Az A page-elé algoritmus demand page-el6 algoritmus, ha allokélo fligg-
vénye:
(S’q’) ha xeS

g2(S,q,x) =4 (S + x,q) ha x¢S és ISI<m
(S+x—y,0) ha x¢S, ISI=m, yeS

Jelolie |1X,| a t-edik idépillanatban betoltésre kerul6 page-k szamat, 1Y,| a kivitt page-k
szamdt. Az algoritmus koltségének kiszamitasanal az 1Y, | page kivitelének koltségét figyel-
men kiviil hagyjuk, hiszen feltételezhetjiik, hogy a betoltés a kivitellel egyiitt torténik.

1.4. Definicio. Jelolje h(k) k page betoltésének koltségét, k = 1, h(k) = h(1) = 1.
Legyen w = r,,r,,...,r; aprogram hivatkozés stringje, S kezdeti memoria allapot.
Az A page-el6 algoritmus S-re és w-ra vonatkozé koltsége

T
C4,8,w) = t_Zl’h(lxt .
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Ha A demand-page-el$ algoritmus, IXtI< 1, I<i<T és
T
CA,Sw) = tZ] X, |

Egy algoritmus optimalis, ha koltsége minimalis.
Ervényes a kovetkezd, Peter J. Denning-t6l szarmazo tétel.

1.1. Tétel. Legyen A = (Q,q,.8) egy page-eld algoritmus, és tegyiik fel, hogy
hk)y=k, k=1, h(1) = 1, Akkor létezik egy A’ demand page-eld algoritmus, ugy, hogy

C(4,8,,w) < C(4,S,,w)

barmely S, 0

-ra, w-ra.
A tétel bizonyitja, hogy a virtualis memoria szervezés legalabb olyan hatdsfoku az interrup-

tok optimalis szamdt tekintve, mint az overlay szervezés, ezenkivul a killonbozd programré-

szek cseréje a virtudlis memdria szervezés esetében automatikus, az overlay esetében ez felhasz-

nald feladata.

Milyen algoritmus szerint cserélhetjuk a page-ket, hogy a program a lehetd legkevesebb

interrupt-al fusson le?

Ahhoz, hogy ezt elérjuk, azt a page-t kellene kicserélni, amelyre a legkésébb torténik a
programbél hivatkozas. Ez az algoritmus viszont feltételezi a hivatkozas string ismeretét, amely
az esetek tobbségében nem dll rendelkezésiinkre, igy az ilyen tipusu algoritmusokkal kapcso-
latos eredmények elméleti jelent&ségiiek, a gyakorlatban nem alkalmazhatok. A gyakorlatban
alkalmazott algoritmusok a page cseréig gyiijtottt informdciok alapjan dontenek. Két hasonlo,
mar alkalmazott algoritmus a FIFO, LRU (Least Recently USED). A FIFO algoritmus a jol
ismert first-in first-out alapon cseréli a page-ket. Az LRU azt a page-t cseréli ki, amelyre a
program a legrégebben hivatkozott.

Mindkét algoritmus kontroll allapotainak halmaza @ = N™, legyen Q egy eleme

q= 1Yy oo V)
S| = m esetén a két algoritmus allokaléd fuggvénye:

(S,9) ha xeS
Eriro (S:4%) =

S+x—y,.q) ha x¢S

S,q") ha xeS

& rulS,q,x) =
S+x-y,.49) ha x¢S
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ahol

q'=pise:Vpy_1) ©€shax=y,
akkor
g’ = X Yysore s Vparser V)
Onjavito algoritmus

Célszerunek latszik egy olyan algoritmus bevezetése, amely azt a page-t jeloli ki cserére,
amelynek a relativ gyakorisiga a legkisebb (egy page relativ gyakorisdga alatt értjiilk a program
futas elinduldsa 6ta a page-re tortént hivatkozasok szamanak és az osszhivatkozasok szamdnak
a hanyadosat). Nevezziik ezt Onjavitd algoritmusnak.

Kontroll 4llapotdnak halmaza @ = N™, az algoritmus egy allapota g = O15¥53 « =« Fpg)
és jeldlje 7(y,t) az y pagere a t idOpillanatig tortént hivatkozasok szamat, » a ¢ id6-
pillanatig tortént Gsszes page hivatkozasok szamat.

Rendezzuk az y,,y,, ...y, page-ket ugy, hogy
S -
T(,V,, t) < T('yl"’L )’ i= 1’2’ ) ,m—l
v v
Az algoritmus allokal6 fliggvénye
(S,9") ha xeS
2(S,q,x) =4(S + x,q9") ha xgS, ISI<m
8+ x—y4:9") ha x¢S ISI=m,y €S
ahol
q"'= Yy 5Y,)
és ha
yk =X, q,= (yl’-~-’yk+1aykx' .. :ym)

1.5. Definicié. Egy program egy P = (N,U,u_,f) négyes, ahol

0’

N: a program page-k halmaza,

U: a program allapotok halmaza,

u,:eleme U-nak, kezdeti program éllapot,
f: allapot fiiggvény, melyre f:N X U—U

(Egy program éllapot lehet példdul a meméria aktudlis tartalma.)
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Jelolje p(x.,t) = P(rt = x) annak a valoszinuségét, hogy a t-edik idépillanatban az x-
page-ra tortént hivatkozids, xeN és w = Pyslas o oo slpe

Egy program /-ed rendi, ha Ul=1[+ 1.
Jeloljon < N folott egy binaris reldciét ugy, hogy ha

x<y=px,0)<pyt),t>0.

x < yjelenti, hogy x < yvagy x = y.

s = minS olyan S-beli elem, melyre s < x barmely xeS.

1.2.Tétel. Ha egy P program 0-ad rendii, és értelmezve van N folott egy < binaris

reldcio, akkor az A optimalis page-eld algoritmusnak a kovetkezd &: w XN — ﬂfsm
allokadlo fiiggvénye van

S ha xeS
g(Sx) =

S+ x— % ha x¢S ahol

s=minS és ISI= m.

Bizonyitas [1]-ben.

A tételben szerepl6 allokilo fliggvény azonos az 6njavit6 algoritmus allokdlo fiiggvényével,
vagyis az Onjavito algoritmus optimalis.

II. Az 6njavité algoritmus egy valésziniiségelméleti kozelitése

Legyen m a belsé memoria page-inek szama. Osszuk fel valamely adott programot
VisYas Vs« sVmay Dage-ekre. Tegyik fel, hogy a page-ekhez rendre az adott prog-
ramra vonatkozé hivatkozasi valoszinuségek

Dy 2l B s n B P ZoselByan & 9

sorozata tartozik. Tegyuk fel tovibba, hogy az egyes page-ekre torténd egymasutani hivatko-
zasok fuggetlenek.

Legyen v a page—hivatkozasok szdma, <bb6l torténjen

v, - szer az y, -Te
v, - szer az y,-re
v

m +n - SZEr az y -Ie

m tn
m +n

hivatkozas, 2 v = v
j=1
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Megjegyzés. Amennyiben a valészinuségeknek a sorozata egy rendezést kovet, ugy a hoz-
zajuk tartozo relativ gyakorisigoknak a sorozata is elegendé nagy M-re kozel 1 valdszinu-
séggel ugyanazt a rendezést koveti.

Ezt a kovetkezé meggondolasok alapjan lehet belatni:

Legyen a valosziniiségek sorozata

pl >P2 >pm >pmﬂ,. . .>pm+n

A nagy szamok gyenge torvénye értelmében

Ve>0,6>0 EINO("), hogy N{¥) < N-re

Vk
P[lT—pk|<€.]>1—§ k=1,2,...,.m+n
Jelolje
pl —p2=A1
pz—p3=A2

.

Pmin-1"Pman = Bman_1
A > 0,i=1,2,...,m+ n—1 afeltétel szerint és jelolje

=i, .m.ir.m";m_l ™ . i=1f11.a.)(/.v?:)+n—1 v
és valasszuk
Igy €e>0,6>0 BNO) hogy N, < N-re

Yk

.[|7_pk (< e k= l,2,...,m+n]>l—6

A (pk —€e,p, te)k=1,...,m+ n) diszjunkt intervallumok, ezért

] v v v
lim pl—1~ 25,005 _mtn |- 1
P[ 4 > v ® = v ]
Feltételez hetjiik, hogy page-eknek pozitiv hivatkozdsi valdsziniségiik van, ami azt jelenti, hogy
az y; page el6bb-utobb bekeriil a memoriaba. De a kovetkez6 cserénél, mivel az algoritmus
a legkisebb relativ gyakorisdgu page-t viszi ki, a megjegyzés szerint az y, -nél Kisebb val6szinii-
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ségl page keriil kivitelre, amennyiben van ilyen. Ha a page hivatkozasok szama elég nagy, ez
azt eredményezi, hogy a memoridban kozel 1 valosziniiséggel a legnagyobb valosziniiségii
Vis¥3s -+ Yy _1 Page-k maradnak benn, mig az y,, bage bonyolitja le a cseréket, vagyis
P,>Dy" " s> Py >, Dys, valosziniségnek megfelels Py Posn wni¥py 560 s Vst

rendezés alakul ki.
1.3.Tétel. Az onjavito algoritmus alkalmazdsa esetén az interruptok szamdnak varhato ér-
téke aszimptotikusan minimalis.

Bizonyitds. Legyen M egy karakterisztikus valosziniiségu valtozé

-~

1, ha a j-edik hivatkozds cserére vezet

0 egyébként

~

Jelolje A azt az eseményt, hogy a rendezésben p; pozicija a j-edik lépésben nagyobb mint m.

Rogzitsiik NO < k-t. k < N-re, az interruptok szamdanak varhato értéke

| ZN' my+n
v [i=1 i1 p,.P(A)]=
k m +n N m
N .
a [iél & PiPAT i=2’k i=21 p; 4) +
S1N mstn
+ / e o
P et p; P(A) ]

A P(A) valészinuségek a megjegyzés szerint i < m esetén 0-hoz, i>m esetén 1-hez tartanak,

igy az interruptok varhato6 szdma:

n

m +
lim Y —k >
P v { S pi_—)pm+l+ +pm+n

Ez az 0sszeg minimalis, mert ha barmely olyan algoritmussal is dolgozunk, amelyik nem a leg-
kisebb relativ gyakorisagu page-t cseréli ki a memoridbol, vagyis nem Onjavito algoritmus, ez
az érték csak nohet.

A tétel igaz akkor is, ha nem tételezzuk fel, hogy a p,.p,,...,p,, 4+, egymastol ki-
16nbozbdek. Ebben az esetben az algoritmus a megegyez6 valoszinliségli page-k koziil tetszés

szerint jelol ki egyet cserére.



— 119 —

Az eddigiekben feltételezziik, hogy a page-eknek egymdsra val6 hivatkozasai fliggetlenek.
Természetes modon mertiil fel a kérdés mit mondhatunk akkor, ha a fliggetlenséget fliggdségi
megszoritasokkal helyettesitjiik. Ilyen kérdésekkel foglalkoznak G. Ingargiola és J,F. Korsch

[4] cikkiikben.

Az el6zBekben targyalt onjavitd algoritmus feltételezete azt, hogy a page hivatkozasok sza-
ma egy nagy N szamnél nagyobb. Felvet6dik a kérdés, hogy milyen algoritmust al*almazzunk
abban az esetben, ha a page hivatkozisok szdma véges. Ezzel a kérdéssel nem azonos, de hozza
hasonlé a two-armed bandit” prébléma, amelyre megadott algoritmus véges vagy megszamlal-
hatéan végtelen nagy N-re is optimalis. A ”tWO0-armed bandit” problémahoz hasonldéan a page
problémat 3 page-re pl. a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk meg:

Jelolje N = { 1,23, } a programot alkoté page-eket, M = {1,2 } a memoria fizikai pa-
ge-eit, és a page-eknek egymadsra valo hivatkozisainak a szdma legyen véges. A feladat olyan al-
goritmus megadasa, amely alkalmazasa esetén a program a leheté legkevesebb interrupt-tal fut le.

Az igy megfogalmazott feladat nem minden algoritmus esetén azonos a “’tobb pisztolyos
bandita” problémaéval sem. A 3-as szamu page Kint-tartozkodésa véletlenszer(i €s ugyanakkor
fiigg a masik két lehetséges page -parra vonatkozo stratégiatol.

Irodalom

[n Aho, Alfred V. — Denning, Peter J. — Ullman, Jeffery D.: Principles of Optimal Page
Replacement. Journal of the Association for Computing Machinery. (1971), Vol. 18,
No. 1. 80-93 p. |

[2] Denning, P.J.: Virtual Memory. Computing Surveys. Vol. 2. No. 3. (1970), 153-189 p.

[3] Parmelee, R. P. etc.: Virtual Storage and Virtual Machine Concepts. IBM Systems
Journal. 1972. No. 2. 99-130 p.

[4] Ingargiola, G. — Korsh, J. F.: Finding Optimal Demand Paging Algorithms. Journal of
the Association for Computing Machinery. Vol. 21. No. 1. 1974. 40-53 p.

[S5] Joseph, M.: An Analysis of Paging and Program Behaviour. Computer Journal. Vol.13.
No.l. 1970. 48-54 p.

[6] F.R. Gantmacher: Matrizen Rechnung. II. Berlin, (1959)., 78 p.




— 120 —

Summary
An algebraic and a probabilistic model of the virtual memory

T. Gyires

In this paper the author gives a survey about new results of theoratical investigations con -
nected with paging virtual memory.

In the probabilistic model the optimality of the self-correcting algorithm is proved in the
case of independent reference string.

At last a problem is raised concerning with finite reference string.

Pes3swnue
AnreCGpanyecKad U CTOXacTHUECKAd MOIEdM BUPTY-
QJIBHOI MaMATH

To [umpel

B naHHOK paboTe afTop ZAET MOJBHHI 0030p O COBPEMEHHOM
COCTOSIHUM TEOPETUUSCHKIX MCCAEZ0BaHMIl CBABGHHHX C CUCTEMaMu
crpaHuuHoli (paze) BUPTYaANBHON NMaAMATH.

B BepofiTHOCTHO! MOZeNM B CIyuyae HE3aBUCHUMOTO pfAza
CCHJIOK aj)Top ZLOXa3MBAET ONTUMANBHOCTH CaMOYCOBEDPIEHCTBYONET0CH
AT OPUTMA »

B xoume adTop yKasHBaeT HA MPOOAEMY BO3HUKAWIYD B CIy—
yge KOHEUHOTO pANa CCHIIOK.
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