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MEGJEGYZÉS A LOGARITMIKUSÁN KONKAV FÜGGVÉNYEK ELMÉLETÉHEZ

Rapcsák Tamás

Ebben a dolgozatban bebizonyítjuk a folytonos, logaritmikusán konkáv függvények és a 
folytonos, másodrendű Pólya függvények osztályának azonosságát. Ez a tétel megtalálható I. J. 
Schoenberg [ 1 ] cikkében. Itt a tétel egy más bizonyítását adjuk.

Először definiáljuk a logaritmikusán konkáv függvény és a másodrendű Pólya függvény fo
galmát, utána kimondjuk és bebizonyítjuk a tételt.

Definíció. Egy minden valós x-re értelmezett, nemnegatív g(x) függvényt logaritmiku
sán ko nkávnak nevezünk, ha tetszőleges jCj , x 2 számpár és 0 < \ < 1  esetén fennáll a

( 1) gi'Kx1 + ( 1 -Х )х 2)> [ * (х 1)]х .[* (х 2Э]1- х 

egyenlőtlenség.

Definíció. Egy minden valós x-re értelmezett, mérhető, nemnegatív g(x) függvényt má
sodrendű Pólya függvénynek nevezünk, ha az alábbi reláció

( 2)

S(*i - y x) 

g(x2 - V

- У г )

g ix ,  - y , )

> 0

teljesül akármilyen Xj < x2 és У1 < У 2 értékekre és g(x) Ф 0 legalább két különböző x 
értékre.

Tétel. A folytonos, másodrendű Pólya függvények osztálya megegyezik a folytonos, loga
ritmikusán konkáv függvények osztályával.

Bizonyítás. A bizonyítás első részében megmutatjuk, hogy egy folytonos, másodrendű 
Pólya függvény logaritmikusán konkáv.
Tekintsük ugyanis csak azokat az x 2 >  Xj és y 2 > y x értékeket, amelyre x2 — y 2 =
= Xj — У1- E megkötés mellett az Xj — y 2,x 2 —y x pár bármely x értéket felvehet. Vezes
sük be a z 1 = x 2 —y 1, z 2 = x 1 — y 2 jelöléseket. így az alábbi egyenlőségeket kell teljesíte
ni.

(3)
->’2 = xi

zi =
z2 = Xi
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Mivel Zj > z 2, a (3) egyenlőségek teljesülése ekvivalens a (4) egyenlőséggel

(4) z 1 - z 2 = 2(y2

így a Z j, z2 pár bármely x értéket felvehet. Ekkor az alábbi relációk igazak.

* 2  - > ’i  + x i  ~ У г(5)

( 6)
Х2 ~ У \  + *i - Уз

= x i - у  i>

х -> У т •

A determináns feltételt kifejtve az alábbi egyenlőtlenséget kapjuk 

(7) gOtj - y l )g(.x2 - y 2) > g ( x 2 - y 1)g(x1 - y 2).

A  korábban bevezetett jelölést alkalmazva, (5) és (6) miatt

X1 - У  1 =
Z1 +Z2 és x , - y ,  =■Zl + Z 2

így a determináns feltétel az alábbi alakba írható

( 8 ) g
rZl + Z2Î g Zl + Z 2 > Vg(z1)g(z2) VgíZjjgíZj) .

Ebből a függvény nemnegativitása miatt kapjuk, hogy
z, + z„

(9) g [ - 1 '2 " 2j >  VgíZj) V«(z2).

ami éppen az állítás.
A bizonyítás második részében megmutatjuk, hogy egy logaritmikusán konkáv függvény másod
rendű Pólya függvény. Mivel x 2 — y^ > x 2 — y 2 > x x ~ У 2, ezért található 0 <  X< 1 oly 
módon, hogy az alábbi egyenlőség teljesül

(10) X(x2 —>'!> + (1 — X)(Xj - y 2) = x 2 - y 2.

Ekkor a (11) reláció is igaz.

(11) X(Xj - y 2)+  (1 -X )(x 2 - y 1) = Xj - y v

(Ha a ( 10) egyenletből kifejezzük a X(Xj —У2Уt, a kapott kifejezést a ( 11) egyenletbe behe
lyettesítjük, akkor azonosságot kapunk.) Mivel a g(x) függvény logaritmikusán konkáv, így az 
alábbi relációk igazak

(12) g(x2 —>'2) = g[X(x2 - y j ) +  (1 -XKXj - y 2) ] >g( x2 - y 2)x • g(Xj - y 2)1_ X > 0 ,

(13) g(xt — y 1) = g[X(Xj - y 2) +  (1 -X )(x 2 - y 1) ]>g ( x 1 - y 2)Á • g(x2 - y 1)1~ X > 0.
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A (12) és (13) egyenlőtlenségeket összeszorozva az alábbi egyenlőtlenséget kapjuk 

(14) g{x2 - y 2)g(xl - y 1) > g ( x 1 - у 2Ж х 2 - y ^ ,

s ez éppen a kívánt determináns feltétel.
Megjegyezzük, hogy a bizonyítás második részében nem használtuk ki azt, hogy a függvények 
folytonosak.
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[1] I. J. Schoenberg, ”On Polya Frequency Functions” 
J. D’ Analyse Mathématique 1 (1951) 331—374.

S u m m a r y

I. J. Schoenberg proved (1) that the class of continuous, logarithmically concave functions 
is identical to the class of continuous, second order Polya functions. In this paper we 
present a simpler proof for the above theorem.

F e s c u e

И* й. Шхоенберг показал, что класс непрерывных логарифми- 
чески выпуклах функций совпадает с классом функций Поля второго 
порядка* В этой статье мы дадим более простое докоаательство 
этомо утверждения*
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