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0. Bevezetés

Jelen dolgozat szerzője az összetett rendszerek modellezéséhez — napjaink egyik fontos 
kutatási feladatához — kapcsolódó matematikai vizsgálatai egyes olyan eredményeit foglalja 
össze, amelyek rendszerek részrendszerekre való felbontásának és különböző rendszerek egy 
rendszerré való összekapcsolásának modellezésére vonatkoznak.

A szerző ezirányú vizsgálatai kiindulási pontjául bizonyos összett vegyipari rendszerek 
modellezésének — dr. Almásy Gedeon, Dr. Pallai Iván és Veress Gábor által felvetett és vizs­
gált — gyakorlati problémái szolgáltak, amelyek egy kezdeti szakaszban lévő közös tárgyalása 
és elméleti módszerekkel való megoldási kísérlete [l]-ben található.

A további vizsgálatok során kapott eredmények jelenlegi formájukban való megfogalmazá­
sát — több másirányú próbálkozás után — a reláció fogalmának általánosítása, valamint az általá­
nosított relációkon bizonyos műveletek értelmezése és megfelelő módszerekkel való vizsgálata 
tette lehetővé. Mindezen önálló fogalomalkotásokkal illetve általánosítással a dolgozat szerzője 
az irodalomból ismert reláció—fogalmaknak azt a hiányosságát igyekszik kiküszöbölni, hogy ál­
taluk az említett reláció—műveletek definiálása technikai nehézségekbe ütközik. Érvényes ez 
pl. mind a Descartes—féle szorzat, mind a rendezett n-es fogalmát felhasználó reláció—definíci­
ókra (ld. pl. Mesarovic [7] és Maurer, Virág [6], illetve Salovaara [9] munkáit). Ezen kívül még 
azzal a tulajdonsággal is rendelkezik az itt bevezetendő reláció—fogalom, hogy definíciója az 
előbb említettnél általánosabb fogalmon, a leképezés fogalmán, alapszik. Ezáltal lehetővé válik 
tetszőleges számosságú objektumhalmaz elemei közötti relációk konstruktív műveletek definiá­
lására alkalmas értelmezése, és általa a felvetett problémakör hatékony vizsgálata.

1. Alapfogalmak

A tárgyalásmód egységességének kedvéért megemlítjük, hogy a szuperjektiv leképezés, le­
képezések megszorításának fogalmát a [3] irodalomban található értelemben használjuk.

Paraméterezó' leképezésről beszélünk akkor, ha definíció szerint előírjuk, hogy egy szupeijek- 
tív leképezés tárgyhalmazbeli különböző elemekhez hozzárendelt képhalmazbeli elemeket megkü­
lönböztetjük. Valamely /  : X  -*■ Y  leképezés tehát definíció szerint akkor paraméterező leképe- 
zés, ha Vx1, x 2 E X [ x x Ф x 2 4S1 /(Xj ) Ф f ( x 2)]. Egymással kompatibilis leképezéseknek nevez­
zük mindazon leképezéseket, amelyek közös tárgyelemhez közös képelemet rendelnek. Legyen to­
vábbá kompatibilis leképezések kompatibilis, illetve diszjunkt kompatibilis kiterjesztése a legszű­
kebb közös kitelj észt ésük, illetve az egyes leképezéseknek a többi leképzés tárgyhalmazaiban nem 
szereplő tárgyelemei halmazára való megszorításainak kompatibilis kiteljesztése. Definíciója kö­
vetkeztében mindkét kiterjesztési művelet asszociatív, tehát kettőnél több leképezésre is értelmez­
hető.
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2. Az általános reláció fogalma

2.1. Definíció. Legyen adott a p^ : S  -*■ paraméterező leképzéseknek a G generátor­
halmaz által definiált

paraméterező leképzésrendszere, és a p e  PQ leképzések által ó-paraméterezett 

A5(p 7) dJf { p7(s) I s e  ó és s1,s 2 G5'[s1 d5 f p7(S j ) ^ p 7(s2)]}

halmazoknak a G generátorhalmaz által generált

) = í Py G

halmazrendszere. Az A S(PC) halmazrendszert ó tartójú, PQ által generált R általános re­
lációnak nevezzük. G = ф esetén üres, véges G halmaz esetén véges, S = {ix , .  . . ,  i } esetén 
R[n]n tagú vagy n-áris relációtól beszélünk, ha i^<  . . .<  i . Az n tagú relációkat 
ЛГи] = { (ű. , . . .  ,a.  )1 formában is felírhatjuk, ahol (a. ) rendezett и-es.

*1 ln *1 ln

2.2. Definíció. Legyen R egy ó-tartójú általános reláció, és legyen az A s (p) ó-paraméte­
rezett halmaz az R relációt definiáló halmazrendszer egy tagja, továbbá tetszőleges adott
s e  S esetén as ^= A s(p) az A s (p) paraméterezett halmaz s paraméterű eleme. Az a$ ele­
meket az R általános reláció s paraméterű tagjainak, ezek

doms{R) dJf { as dJf A t(p) 1 A t(p) e A s (p)[As (p) e R]}

halmazát az R általános reláció s paraméterhez tartozó értelmezési tartományának nevezzük.

2.3. Definíció. Legyen adott egy S tartójú R általános reláció, és egy S Q S halmaz. 
Ha R az A J p i  ó-paraméterezett halmazok A J P r  >[7 G G] rendszere, akkor a

 ̂ 7  ~  *3 Lr ^
p ^ : ó - > A 7 leképezések p^  | ó = p7 megszorításai által definiált A~(PG) paraméteres hal­
mazrendszerként értelmezett R általános relációt az R általános reláció S  £  S tartóhalmaz­
ra való megszorításának nevezzük, és így jelöljük: R = R/S.  Megfordítva, az R relációt az R 
reláció ó tartóhalmazra való egy kiterjesztésének nevezzük.

3. Általános relációk szuperpozíciója és kompozíciója

3.1. Definíció. Legyenek adottak valamely olyan ó(l) tartójú i?(,) általános relációk, 
amelyeket a
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leképezésrendszerek által S®-paraméterezett Л®(/) halmazrendszerként definiálunk, adott
G

(7® és / = 1,2 esetén.

Azt a P (1^  (2) illetve P(-ní)u A (7) leképezésrendszert, amelyet az összes lehetséges mó­

don megválasztott
G ® ,G ®

„(D „(2) r„(D e P a) „CD e p© 1
P (1) ’ Py(2) lP7(l) G (1) ’ Py(2) r G (2)J

kompatibilis leképezéspárok kompatibilis, illetve diszjunkt kompatibilis kiterjesztése definiál, 
az R m és /2® általános relációk szuperpozíciójának, illetve kompozíciójának nevezzük, és 
/2® * i2®-ve 1, illetve /2® о A®-vei jelöljük. A szuperpozíció és kompozíció műveletét kapcso­
lódási műveletnek nevezzük. Ha U(1) = jjö) Vagy 72® °  /2® = A®, illetve
72® * 72® = 72® vagy 72® * R {2) = 72®, akkor identikus kompozícióról, illetve szuperpozí­
cióról beszélünk.

Ha /2® és A® diszjunkt tartójú általános relációk, akkor djszjunkt szuperpozícióról, 
illetve diszjunkt kompozícióról beszélünk, és 72® * A®-vei, illetve А® о A®-vei jelöljük.

Megjegyzések. 1. Definíciónkból következik, hogy A® * A® = 72® о 72®, és ezért vezes­
sük be az 72® * 72® 72® X 72® ^J^Ä® о A® jelölést, és nevezzük e műveletet az /2®
és /2® direkt szorzatának.

2. Leképezésrendszerek kiterjesztésének asszociativitásából következően általános relációk 
kompozíciója és szuperpozíciója kiterjeszthető kettőnél több reláció esetére is:

72® о . . .  о д(0 о . . .  O Ri») = R o ,

/?® » . . .  * /2® * . . .  * 72(") = 72,

3. Legyen adott az /  = {1,. . . , m } és / = { / + 1 , .  . . , / + « }  halmaz, és az 7 tartójú 
m tagú 72®[m], valamint a J  tartójú n tagú 72®[n] általános reláció, és K m .  Ekkor

72®[m] °/2® [n] = {(Xj , . .  • , x p y m + í , . . .  ,Уг + п) I V k=  1+ l , . . . , m  

3zk € domk (72®[m]) П domk (72®[n])

[(Xj, . .  . , X j , Zj  +1 , .  . . , z m ) G 72̂  és

(z;+i ’ ' • ‘ >zm ’ + 1 ’ * ’ ‘ ’ y i + v) G >

amely egy n — m + 21 tagú általános reláció. Példánk alapján könnyen belátható, hogy reláci­
ók kompozíciójának művelete többváltozós függvények behelyettesítési szabályának általános 
relációkra való kiterjesztése. Ugyancsak definíciónkból következően
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A®[m] * A®[n] = {(Xj, . . • » Xr  Zl + 1 ’ • • • ’ Zm ’ Ут +1 » • • • ’ y i + n ) 1
(Xj, .  . . , x r  z| + i , . . .  , zm) e A ® [ m]  és

(z/ +1 ’ ' ’ Zm ’ y m + l ’ - - - ’y i + n î eR i2)W
[(Xj , .  . ■’xr  y m + i ’ ■ ■ ■ >у 1 + п) е  R (2)[n]]}

amely egy l + n tagú általános reláció. Szintén könnyen belátható, hogy relációk szuperpozici- 
ójának művelete többváltozós függvényekből képezett többváltozós függvény képzési szabályá­
nak általános relációkra való kiterjesztése.

4. Általános relációk deszuperponálhatósága és dekomponálhatósága

4.1. Definíció. Az olyan A általános relációt, amelyhez létezik valamely olyan R' és 
R", illetve A® és A® általános reláció, amelyekre

R = R ' GR" ,

illetve

R = A® * A® ,

az R' és R" relációkra dekompondlható, illetve az A® és R ® relációkra deszuperponál- 
ható relációnak nevezzük.

Az iménti feltételeknek eleget tevő R' és R" illetve A® és A® relációk megadása 
esetén az R reláció dekompozició]áió\, illetve deszuperpoziciójáról beszélünk, amelyeket az 
R reláció komponenseinek, illetve szuperponenseinék nevezzük. Ha R' о R" az R' és R" 
identikus kompozíciója, illetve A® * A® az A® és A® identikus szuperpozíciója, akkor 
triviális dekompoziciÓTÓl, illetve deszuperpozicióról beszélünk.

Megjegyzés. A kompozíció és szuperpozíció műveletének asszociatívitása miatt beszélhe­
tünk adott általános reláció kettőnél több általános relációra való dekomponálásáról, illetve 
deszuperponálásáról.

5. Általános relációk dekompoziciója és deszuperpoziciójára vonatkozó tételek

5.1. Tétel. Legyen adott az A® tartóid A® és az A® tartójú 7?® általános reláció, 
valamint legyen 7?® illetve 7?® az R a> relációnak az ő® — 5® tartóhalmazra, illetve az 
A® relációnak az A® — S(l) tartóhalmazra való megszorítása. Ekkor:

a) A® ° A® az 5® и 5® tartójú A® * A® általános relációnak az А® и A ® —
— A® n A® tartóhalmazra való megszorítása-,
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b) az 72® * 72® = (72® X 72®) n  (72® X 72®) összefüggés teljesül tetszőleges 72®, 72® 
általános relációk esetén.

Bizonyítás, a) Az 72® és 72® relációkból kiválasztható kompatibilis elempárok — mint 
rendre £?^ -en és S®-n értelmezett kompatibilis leképezések — diszjunkt kompatibilis kiterjesz- 
tése a kompatibilis kiterjesztésüknek az S® U S® — 5® П S® halmazra való megszorítása, 
minden lehetséges kompatibihs elempár esetén.

b) 72® * 72® tetszőleges eleme 72® X R ®-nek és 72® X 72®-nek is eleme, mivel az 
72® X /2® általános reláció az /2®-nek és 72®-nek, illetve az 72®-nek és A®-nek az 
5® u S® tartóhalmazra való közös kiterjesztése. Emiatt /2® * /2® tetszőleges eleme az

* a 2) d e f (/2® x £ ® ) n ( £ ® x / 2®)

relációnak is eleme.

Másrészt viszont az 72<12j általános reláció az 5® U S® tartóhalmazú 72® X /2® és 
72® X /2® általános relációnak olyan közös része, amely egyúttal az /2® és 72® általános 
relációnak is kiterjesztése. Definíciónk következtében az 72(12) reláció tetszőleges elemét olyan 
paraméterező leképezés definiálja, amely az 72® és /2® relációk valamely elemeit definiáló 
kompatibilis leképezéspár kompatibihs kiterjesztése, tehát az 72(®  tetszőleges eleme az 
A® * ./2®-nek is eleme. Ezzel a tétel állítását igazoltuk.

Következmény. A b) pontbeli állításból következik, hogy egy S  tartójú R általános 
reláció akkor és csak akkor deszuperponálható nem triviális módon, ha létezik olyan S® tar­
tójú 72® és S® tartójú /2® általános reláció, hogy ó® и 5® = S, /2® Ф R vagy 
А® Ф R, és ha /2®, illetve /2® az /2® relációnak az 5® — 5® illetve /2® az /2® 
relációnak az S® — 5® tartóhalmazra való megszorítása, akkor

R = (Ä® X /2®) П (Л® X /2®)

Példa. Csak triviálisan deszuperponálható reláció

R = {(a® , ű® , a® ), (a®, a®, a® )} , ahol

a® = a® = a, de a® *  a® és a® *  a®

5.2. Tétel. Legyen adott egy S és valamely olyan 5® Ф ф, <S® А ф halmaz, amelyekre 
S® и 5® — 5® n  5® = S. Tetszőleges S tartójú R általános reláció dekomponálható vala­
mely 5® tartójú /2® és 5® tartójú 72® általános relációra.

Bizonyítás. A tétel bizonyításához az 72 ‘relációt definiáló :S  -* A [7 G G]7>-paraméte­
rező (szuperjektív) leképezésekhez elegendő megadni olyan p® : 5® -*• A® [í = 1, 2] -paramé­
terező leképezéseket, hogy p a p® és p®[7 £ G] leképezések nem triviális diszjunkt kom­
patibilis kiterjesztése legyen. Ekkor ugyanis a
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p (0 def J p (t)(i) . 5(0 _> л (/)(0 I 7(0 6 G(0 és Т(/ }, y f  e  G(i)

[7 ?  Ф 7 ?  d=3f P(0(/) *  P(0o)]] [̂  = 1 - 2]

leképezésrendszer által S*1*, S®-paraméterezett A ) és halmazrendsze­

rek által definiált R (1) és R®  relációkra a kompozíció definíciója szerint R (l) ° /?® = R.

A keresett :5 (1) A ® , p® iS® leképezésekhez legyen:

S® = S' и  H, S(2) = (5 -  5') и Я,

A(1) = А' и C , A(2) = (A — A ' ) и  C ,

ahol

S',A'r H[4>= S' с Б , ф Ф А ' у с А у ,НФ ф,Су Ф ф,Б г\ H = ф]

minden у е  G esetén adott halmazok.

Az ilymódon megválasztott halmazokra teljesülnek az

S® и S{2) -  S® n S® = 5,

А®  и Л®  -  Л® n A f  = A y , [7 G G]

azonosságok. Tekintsük a py leképezéseknek az S', illetve S  — S' halmazra való py \ S ', 
illetve py I (S — S') megszorítását, majd az így kapott leképezéseknek az S' U H, illetve 
(S — S') U H halmazokra való olyan p® illetve p{2) egymással kompatibilis kiterjesztését, 
amelyekre tehát definíció szerint

P® :S' u H ^ A y u C y , [7 e  G]

illetve

p® : ( S - S ' ) u H ^ ( A y - A ' y ) u C y , [ y e G ]

és tetszőleges h e  H  elemre p®(/r) = p i2)(h) e  Cy [7 e  G \ A py :S-*-Ay leképezés az így 
definiált p® és p® leképezések diszjunkt kompatibilis kiterjesztése minden y e G  esetén, 
amivel a tétel állítását igazoltuk.

Következmény. Tetszőleges n >  2 tagú i?[n] reláció bármely adott k [ 2 < k < n ]  ter­
mészetes szám esetén dekomponálható valamely к tagú JR(1)[k] és n — k + 2  tagú

— k+  2] relációra. (Ez közvetlenül következik a tétel állításából, ha a H  halmazt egy- 
eleműnek választjuk.)

5.3. Tétel. Bármely n>  2 tagú А [и] reláció dekomponálható valamely olyan 
A(1)[«1 ] ,. . . , — rendre nx , . . .  , n f tagú — relációkra, amelyekre 2<  n .<  n, 
minden i = 1, . . .  , r  esetén, és
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'Z  n. = n + 2(r -  1).
/ - 1 1

Bizonyítás. A bizonyítást teljes indukcióval végezzük el. r = 1 esetén triviális az állítás, 
r=  2 esetére pedig az 5.2. tétel következménye igazolja. Tegyük fel, hogy r = r0*ra is igaz a
tétel, vagyis léteznek olyan i?(1)[ n j ] , . . .  . . . , /гСГо>[г0]■-rendre nx, . . . ,n .,

tagú — relációk, amelyekre

/?[«] = Ä (1)[n. ] о . . .  о Я<г')[и] о . . .  о / ^ [ и  ],
I I Tq

és teljesülnek a tétel feltételei, vagyis 2 < n. < n minden i = 1, . . . , rQ esetén, és 
r0
2  n. = n + 2(r -  1).

/ = 1 7 u

r0

Tetszőleges komponenst kiválasztva, feltevésünk értelmében létezik olyan R^‘1\ n j ]

és ] reláció, hogy R^[n.] -  R K‘l\ n .  ] ° R y‘2\ n .  ], ahol
l2 1 l l *2

2 < n .  ,n.  <  n.< n és n. + n. = n.+ 2.
'1 h 1 'i '2 1

ÁU)

Eszerint az ] о . . .  о (7?( l\ n .  ] ° R y 2’[n. °’[n ] dekompozícióra
1 *i ‘2 ro

is teljesülnek a tétel feltételei, mert

2 , n. + (n + « , ) = [ « +  2(r0 -  1) -  n ] + (n. + 2) = 
j = 1 ; *1 *2 u ' 1

r0 + 1
= n + 2[(r0 + 1) — 1] = 2  n..

/ = 1

Ezzel a tétel állítását igazoltuk.

6. Következmények

A bizonyított tételekből következik, hogy minden általános reláció, illetve minden deszu- 
perponálható általános reláció az eredetinél nem nagyobb tagszámosságú általános relációkra 
dekomponálható, illetve deszuperponálható. Véges relációk esetén mind a dekompozíció, mind 
a deszuperpozició határozottan csökkenti a tagszámot, az utóbbi fokozottabb mértékben. Ezen 
legutóbbi dolog természetesen szoros kapcsolatban van azzal, hogy a dekompozíció mindig, a 
deszuperpozició pedig csak bizonyos feltételek teljesülésekor végezhető el. Mindezeknek a té­
nyeknek komoly jelentőségük van rendszereknek általános relációkkal való, és rendszerek fel­
bontásának — összekapcsolásának az általunk bevezetett kapcsolódási műveletek segítségével 
való modellezése szempontjából.

Mint másik fontos tényt megemlítjük, hogy a dolgozatban tárgyalt fogalmak és közölt 
eredmények a számítástechnika, ületve számítógéptudomány szempontjából jól használható 
formába fogalmazhatók át n tagú véges relációk esetén, ezeknek Boole—mátrixokkal való
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reprezentációja révén. Ez esetben a dekompozíció és deszuperpozíció ugyanis visszavezet­
hető Boole—mátrixok alkalmas fraktorizációjára, amely jól algoritmizálható és programozható, 
illetve elektronikus úton jól megvalósítható. A terjedelem korlátái miatt cikkünkben elsősorban 
az elvi problémák felvetésére és tárgyalására koncentráltunk, és nem tértünk ki ezen utóbbi 
inkább ’’technikai” jellegű kérdésekre. Ezek részletes vizsgálata és leírása kimeríti egy újabb cikk 
cikk kereteit.

Végezetül a szerző köszönetét szeretné kifejezni Nagypál Botondnak egyes matematikai prob­
lémák felvetésében és megfogalmazásában nyújtott segítségéért, valamint Veress Gábornak a 
kézirat áttanulmányozásáért és ennek kapcsán adott hasznos tanácsaiért és kritikai megjegyzése­
iért.

Jelöjésjegyzék:

S :

py :
G:

PG■

As (Py) ■ 

^S^PG  ̂ ‘

R

а д

doms(R)

RlS

r V o r V  

Rm .  д(2)

Rd) X R (2)

def ÜL def

tartóhalmaz (support) 

paraméterező leképezés (7 e  G) 

halmazrendszert generáló halmaz 

a G halmaz által generált leképezésrendszer 

a p y leképezés által S-paraméterezett halmaz

az A s (Py) S-paraméterezett halmazoknak a G halmaz által generált hal­
mazrendszere

általános reláció 

n tagú (általános) reláció

az R általános reláció s paraméterhez tartozó értelmezési tartománya 

az S  tartójú R általános relációnak az S halmazra való megszorítása 

az R m és R <2) kompozíciója

az R m és R V) szuperpozíciója 

az /?(1) és R (1) direkt szorzata 

definíció szerint egyenlő, illetve ”következik”

{x I F(x)[7XF)]} a T tulajdonsággal rendelkező F  feltételt kielégítő x objektu­
mok halmaza
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S u m m a r y

Some of the author’s mathematical results connected with modelling large-scale systems 
by means of generalized relations are summarized briefly. A generalization of the relation is 
given without using notions of the ordered n-tuple and Cartesian product, using only the 
notion of mapping. On the basis of these generalized relations a connectivity operation is 
defined and some of its algebraic properties are examined. This approach offers some 
advantages in handling and computation large-scale systems.

Р е з ю м е

В настоящей статье сжато изложены некоторые результаты 
автора, связанные с моделированием сложных систем с помощь® 
понятием обощённых отношениях. Даётся обобщение понятия 
упорядоченной и-ки и декартового произведения, с применением 
только понятие отображения. Потом на базе атого понятия 
введутся операции связи, определённых на отнанениях, и 
исследуются их алгебратические свойства. Изложенный новый 
подход открывает новые перспективы в исследовании описанного 
выше круга вопросов, и реализации полученных результатов на 
ЦВМ.


	Farkas Zoltán: Általános relációkon értelmezett kapcsolódási műveletekről��������������������������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	29���������
	30���������
	31���������
	32���������
	33���������
	34���������
	35���������
	36���������
	37���������
	38���������


