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ALTALANOS RELACIOKON ERTELMEZETT KAPCSOLODASI
MUVELETEKROL

Farkas Zoltan

0. Bevezetés

Jelen dolgozat szerzGje az Osszetett rendszerek modellezéséhez — napjaink egyik fontos
kutatasi feladatdhoz — kapcsoléd6é matematikai vizsgalatai egyes olyan eredményeit foglalja
Ossze, amelyek rendszerek részrendszerekre vald felbontasanak és kiillonb6zé rendszerek egy
rendszerré valo Osszekapcsoldsinak modellezésére vonatkoznak.

A szerz$ ezirdnyu vizsgdlatai kiinduldsi pontjdul bizonyos Osszett vegyipari rendszerek
modellezésének — dr. Almasy Gedeon, Dr. Pallai Ivan és Veress Gabor 4ltal felvetett és vizs-
galt — gyakorlati problémadi szolgaltak, amelyek egy kezdeti szakaszban 16v6 kozds targyaldsa
és elméleti modszerekkel vald megoldasi kisérlete [1]-ben taldlhato.

A tovabbi vizsgilatok soran kapott eredmények jelenlegi formajukban valé6 megfogalmaza-
sdt — tObb madsirdnyu probalkozds utan — a relacié fogalmanak éltaldnositdsa, valamint az 4ltala-
nositott relaciékon bizonyos miiveletek értelmezése és megfelelé6 modszerekkel valo vizsgilata
tette lehet6vé. Mindezen 6ndllé fogalomalkotasokkal illetve ltalanositdssal a dolgozat szerzdje
az irodalombol ismert relici6—fogalmaknak azt a hidnyossagat igyekszik kikiiszobolni, hogy al-
taluk az emlitett relicio—miiveletek definidlidsa technikai nehézségekbe titkozik. Ervényes ez
pl. mind a Descartes—féle szorzat, mind a rendezett n-es fogalmat felhasznal6 relacio—definici-
okra (1d. pl. Mesarovic [7] és Maurer, Virag [6], illetve Salovaara [9] munkait). Ezen kiviil még
azzal a tulajdonsaggal is rendelkezik az itt bevezetendd relaci6—fogalom, hogy definici6ja az
el6bb emlitettnél altalinosabb fogalmon, a leképezés fogalman, alapszik. Ezéltal lehetévé valik
tetszOleges szamossdgu objektumhalmaz elemei kozo6tti relaciok konstruktiv miiveletek definia-
lasara alkalmas értelmezése, és altala a felvetett problémakdr hatékony vizsgalata.

‘1. Alapfogalmak

A targyalasmod egységességének kedvéért megemlitjliik, hogy a szuperjektiv leképezés, le-
képezések megszoritasanak fogalmét a [3] irodalomban taldlhaté értelemben hasznaljuk.

Paraméterezd leképezést6l beszéliink akkor, ha definicié szerint el8irjuk, hogy egy szuperjek-
tiv leképezés targyhalmazbeli kiillonboz6 elemekhez hozzéarendelt képhalmazbeli elemeket megkii-
16nboztetjiik. Valamely f: X — Y leképezés tehat definicié szerint akkor paraméterezd leképe-
zés, ha Vx1 Xy € X [x, #* x, dﬁf f(x,) # f(x,)]. Egymassal kompatibilis leképezéseknek nevez-
ziik mindazon leképezéseket, amelyek kozos targyelemhez kozos képelemet rendelnek. Legyen to-
vabbéd kompatibilis:leképezések kompatibilis, illetve diszjunkt kompatibilis kiterjesztése a legszii-
kebb kbzbé kiterjesztésiik, illetve az egyes leképezéseknek a tobbi leképzés targyhalmazaiban nem
szereplS targyelemei halmazara valé megszoritasainak kompatibilis kiterjesztése. Definicidja ko-
vetkeztében mindkét Kiterjesztési miivelet asszociativ, tehat ketténél tobb leképezésre is értelmez-
hetd.
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2. Az dltaldnos reldcié fogalma

2.1. Definicié. Legyen adott a Py S—>A y paraméterezd leképzéseknek a- G generéitor-
halmaz altal definialt

P, ¥ p, :S+4,17€G)
paraméterezG leképzésrendszere, és a Py € PG leképzések altal S-paraméterezett
A5®@,) dﬁf{ p,(8)|s€ S €& s5,,5,ES[s #s, def Py (s)) # p7(s2)]} + ¢
halmazoknak a G generatorhalmaz altal generilt
A0 % 4,0 p, e )

halmazrendszere. Az A S(PG) halmazrendszert S tartéju, PG altal generalt R altaldnos re-
lacionak nevezzik. G = ¢ esetén iires, véges G halmaz esetén véges, S= {  FP—, in} esetén
R[n]n tagu vagy n-dris reldcior6l beszéliink, ha i, <. i . Az n tagu relaciokat
R[n] = {(a,.l Ry a'.n)} forméban is felirhatjuk, ahol (a na, ,ain) rendezett n-es.

2.2. Definici6. Legyen R egy S-tartoju altalanos reléci(), és legyen az A (p) S-paraméte-
rezett halmaz az R relaciét definidlé halmazrendszer egy tagja, toviabba tetszdleges adott
SES esetén a d=ef A (p) az Ag(p) paraméterezett halmaz s paraméter(i eleme. Az a ele-
meket az R 4ltaldnos relaci6 s paraméteri tagjainak, ezek

dom (R) %€f {4 %1 4 (p) 1 4,(p) € A, () A5(p) € RY)

halmazit az R 4ltal4dnos relidci6 s paraméterhez tartozo értelmezési tartomdnyéanak nevezzik.

2.3. Definici6. Legyen adott egy S tartdju R 4ltaldnos reldcio, és egy SCS halmaz.
Ha R az As(p ) S-paraméterezett halmazok A (P;)[y€ G] rendszere, akkor a
Py S—»A leképezések Py IS p7 megszoritasai altal definidlt Ay S(P ) paraméteres hal-
mazrendszerként értelmezett R altalénos reléciét az R dltaldnos reldcié SCS tartéhalmaz-

ra valé megszoritasanak nevezzik, és igy jeloljik: R= R/§. Megforditva, az R reldciot az R
relaci6 S tartdhalmazra valé egy Kiterjesztésének nevezzik.

3. Altaldnos reldciok szuperpoziciéja és kompoziciéja

3.1. Definici6. Legyenek adottak valamely olyan SO tartoju RW  4ltalanos relaciok,

amelyeket a

P def { %, :5® A(x) 1/D eGP & 4,4 e G?
G 7

def i
07 #19 % 2l # P01}
1 2
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leképezésrendszerek ltal S®-paraméterezett A© pt halmazrendszerként definidlunk, adott
GP & i= 1,2 esetén.

Azt a P(l(zl)) @ illetve P(lz(}) A o leképezésrendszert, amelyet az dsszes lehetséges mo-
e LG

don megvalasztott

P(l()n’ @ [p(l(l) € P 1)(1) 1’(222) S P( o]
kompatibilis leképezésparok kompatibilis, illetve diszjunkt kompatibilis kiterjesztése definidl,
az R® ¢ R@ ltalanos reldcidk szuperpozicidjdnak, illetve kompozicidjdnak nevezziik, és
RD » RD el illetve RM o R vel jelsljiik. A szuperpozicié és kompozicié miiveletét kapcso-
16ddsi miveletek nevezziik. Ha R® 0R® = R® yagy RO o RD = RO jjletve
RD % RO = RD vagy RW« RD — RD  akkor identikus kompoziciorol, illetve szuperpozi-
ciorol beszéliink.

Ha R® ¢ R® diszjunkt tartéju altalinos relaciok, akkor djsziunkt szuperpoziciorol,
illetve diszjunkt kompoziciérél beszéliink, és R ¥ R@.vel, illetve RD & RD-vel jeldljiik.

Megjegyzések. 1. Definicionkbol kovetkezik, hogy R® % $R@ = RO GRD  ¢s ezért vezes-
siik be az R® & R® def p y p@ def p § D jeislést, és nevezziik e miiveletet az R
és RP direkt szorzatéanak.

2. Leképezésrendszerek kiterjesztésének asszociativitdsabol kovetkezden altaldnos relaciok
kompozici6ja és szuperpozicidja kiterjesztheté ketténél tobb relacid esetére is:

RWo. oRWo  oR™M=R

[0 lR4

RY%, ., #80%,  +j8 - R
3.Legyen adott az I= {1,...,m} é J={I+1,...,l+ n} halmaz, és az [ tartéja
m tagi R®[m], valamint a J tart6ja n tagi R@P[n] altaldnos relacio, és I < m. Ekkor
RPrm] o RPUnY= {Gysvions®ps Vygugsves 1 Ppan) | VE=1+ L, ... om
3z, € dom, (RP[m]) N dom, (RP[n])
[(xl, S /T ,zm)ER(l)[m] €s

2
@rerre 1 Zps V1o Y14n) RPN},

amely egy n—m+ 2l tagﬁ ltalanos relaci6. Példank alapjan kénnyen belathato, hogy relaci-
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reldciokra valo kiterjesztése. Ugyancsak definicionkbdl kovetkezben
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RO[m] * R@[n] = {(xl,...,x,, Bpaqo e 5B s P pinen=s Vg n Yl
© T zHl,...,zm)ER(l)[m] és
)
(Zl+l""’zm’ ym+1,...,y“n)€R [n]

[(x17‘ LR ’x13 ym_’_l’ SN ¥ ’yl+n)ER(l)[m] OR(Z)[n]]} b

amely egy /+ n taga altalanos reldci6. Szintén koénnyen beldthatd, hogy relaciok szuperpozici-
6janak miivelete tobbvaltozos fiiggvényekbdl képezett tobbvaltozés fliggvény képzési szabilys-

nak altaldnos relacidkra val6 kiterjesztése.

4. Altaldnos reldciok deszuperpondlhatésdga és dekompondlhatésdga

4.1. Definicié. Az olyan R altaldnos relaciét, amelyhez létezik valamely olyan R' és
R", illetve RD ¢ RP jltalanos relacié, amelyekre

R=R'oR" .
illetve
R=RD x RO@ :

az R' é R" reliciokra dekompondlhato, illetve az R® & R® relaciokra deszuperpondl-
hato reldacionak nevezziik.

Az iménti feltételeknek eleget tevé R’ és R" illetve R ¢ R relaciok megadasa
esetén az R reldcié dekompoziciojarol, illetve deszuperpozicidjarél beszéliink, amelyeket az
R relici6 komponenseinek, illetve szuperponenseinek nevezziik. Ha R' 0 R" az R' és R"
identikus kompozicidja, illetve R® * R® az RW ¢s R identikus szuperpoziciéja, akkor
trivialis dekompoziciordl, illetve deszuperpoziciorél beszélink.

Megjegyzés. A kompozicié és szuperpozicié miiveletének asszociativitisa miatt beszélhe-
tunk adott dltaldnos relacio kettonél tobb dltalanos relaciéra valé dekomponalasarol, illetve

deszuperponaldsarol.

5. Altaldnos reldciék dekompozicidja és deszuperpozicidjira vonatkozé tételek

5.1. Tétel. Legyen adott az SV tartéju R® ésaz S® tartéju R® dltaldnos relacio,
valamint legyen RY lletve R? az RD relicidnak az S — s@ tartohalmazra, illetve az
RD  relicidnak az SP — SO tartéhalmazra vald megszoritdsa. Ekkor:

@) RV o RD gz SOy SD saredji RD * R iltaldnos reldciénak az SO v §@ —

— SO N S@  tartéhalmazra valé megszoritdsa;
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b)az R® * R® = (RWD x ’ﬁ(z)) N RD x R®) Gsszefiiggés teljesiil tetszdleges RV, R®
dltaldnos reldciok esetén.

Bizonyitds. a) Az R® és R® relaciokbol kivalaszthaté kompatibilis elemparok — mint
rendre SD-en és S@-n értelmezett kompatibilis leképezések — diszjunkt kompatibilis kiterjesz-
tése a kompatibilis kiterjesztésiiknek az S® u §@ — sO n S@ halmazra valé megszoritasa,
minden lehetséges kompatibilis elempar esetén.

b) RV » RD tetszéleges eleme RW X R@-nek és R® x R@.nek is eleme, mivel az
R®M x R@ jltalinos reldcio az RW-nek és R®@nek, illetve az RV -nek és RP-nek az
SO U $@ tartéhalmazra valé kozos kiterjesztése. Emiatt R® » R@ tetszGleges eleme az

R12 def p) y F@) A (RO x RD)
relacionak is eleme.

Misrészt viszont az RY?  altalanos relici6 az S® U S@ tartéhalmaza R® x R® s
R® x RD sitalanos relicionak olyan k6z6s része, amely egynuttal az RD ¢ RO ltalanos
relacionak is kiterjesztése. Definicionk kovetkeztében az RU? relici6 tetszbleges elemét olyan
paraméterezS leképezés definidlja, amely az R és R@ relaciok valamely elemeit definiilé
kompatibilis leképezéspar kompatibilis Kiterjesztése, tehat az R1? tetszbleges eleme az
RW » RD _nek is eleme. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk. '

Kovetkezmény. A b) pontbeli 4llitdsbol kovetkezik, hogy egy S tartéju R A4ltaldnos
relacié akkor és csak akkor deszuperponilhaté nem trividlis médon, ha létezik olyan S® tar-
toja RV & S@ tartoju RP sltaldnos relacié, hogy SO uS@ =5, R® £ R vagy
RP® £ R, ¢sha RO, illetve R? az RD relicionak az S? — 5@ illetve R® az R®
relicionak az S@ — S® tart6halmazra valé megszoritasa, akkor

R= R x R®)n (RY x RD)

Példa. Csak trividlisan deszuperponalhaté relacid
R= {(@D,d),d]), @?,dD,dP)} , ahol

(40 YR | (1) (2) (0] (2)
a;’ =ay =a, de a;’ #a;’ & ay’ #+ a;

5.2. Tétel. Legyen adott egy S és valamely olyan SO # ¢, SP + ¢ halmaz, amelyekre
SV ySsD sV N SD =5 Tetszéleges S tartdji R dltaldnos reldcié dekompondlhatd vala-
mely SO tartéju RO és SP tartéju RP ditaldnos reldciéra.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsdéhoz az R Telaciét definiald P, 1S = A[y € G]S-paraméte-
rez6 (szuperjektiv) leképezésekhez elegendd megadni olyan p,(y’) 18D 5 4O = 1, 215D paramé-
terezd leképezéseket, hogy p, a pg) és pg)['ye G] leképezések nem trividlis diszjunkt kom-
patibilis kiterjesztése legyen. Ekkor ugyanis a »
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PO 98T (0559 A% 140 €60 &5 D, € GO
[7(1i) # 7(21) dgfp(izi) o p(i},')]} [i=1,2]

leképezésrendszer altal SO, §@ paraméterezett Aazl)(Pa)(l)) és A(222)(P(2)(2)) halmazrendsze-
sO* g s®@ ¢

rek iltal definidlt R® ¢ R@ relaciokra a kompozicio definiciéja szerint R o R@ = R,
A keresett pfyl) : 5D A,(yl), p(yz) : 8@ A,(yz) lek épezésekhez legyen:

D=8 UH, SP=(S-S)UH,
@ _ 4 @ _ — 4"
AP=4,0C, 4D =4, -4)PUC,

ahol
S,AY,H[¢=S CS,¢=/=A7CA7,H#= ¢,C7=#¢,SnH=¢]

minden y€ G esetén adott halmazok.

Az ilym6don megvalasztott halmazokra teljesﬁlnek az

SO ySAD s gD g
W 4 _ s 48
AP VAP —AD AP = 4., (7€ G

azonossagok. Tekintsik a Py leképezéseknek az S', illetve S — S’ halmazra vald P,y | S,
illetve p y | (S —S") megszoritasat, majd az igy kapott leképezéseknek az S' U H, illetve
(S — ") U H halmazokra valé olyan pﬁy illetve psy egymassal kompatibilis kiterjesztését,
amelyekre tehat definicié szerint

@ . ¢
p) S UH—~A4,UC,, [YEG]

illetve
Q@ .co_ ¢ a0
Py (S S)UH—»(A,Y A7)UC7, [Y€ G]

és tetszbleges h € H elemre pfyl)(h) = pg)(h) €C, [YEG)LA p,:S—>A, leképezés az igy
definidlt pf’“ és p,(yz) leképezések diszjunkt kompatibilis kiterjesztése minden y€ G esetén,
amivel a tétel allitdsat igazoltuk.

Kovetkezmény. TetszGleges n > 2 tagi R[n] reldcié barmely adott k[2< k< n] ter-
mészetes szam esetén dekompondlhaté valamely k tagu R(l)[k] és n—k+ 2 tagu
R@[n — k+ 2] relaciora. (Ez kozvetleniil kovetkezik a tétel 4llitasdbol, ha a H halmazt egy-

elemiinek valasztjuk.)

5.3. Tétel. Barmely n= 2 tagu R([n] reldcid dekompondlhatd valamely olyan
R(l)[nl], ol ,R(’)[n’] —rendre n,...,n, tagi — reldcidkra, amelyekre 2< n,<n,

minden i=1,...,r esetén, és
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f 4
7;1. =n+ 2(r—1).
J=1
Bizonyitds. A bizonyitast teljes indukciéval végezziik el. » = 1 esetén trividlis az allitas,

r= 2 esetére pedig az 5.2. tétel kovetkezménye igazolja. Tegylik fel, hogy r = roTa is igaz a

tétel, vagyis 1éteznek olyan R(l)[nl ] EER ,R(i)[nl.], . ,R(ro)[ro]-rendre n ,h —

12 P

¢
0
tagu — reldciok, amelyekre

Rin1=R®[n 10...0RD[p]o.. 0 R('O)[n, Ik
0

és teljesiilnek a tétel feltételei, vagyis 2 < n,<n minden i=1,...,r, esetén, és

cs Ty
o
Z n=n+ 2(r0—1).

23 Tk

Tetszoleges R®[n,] komponenst kivilasztva, feltevésiink értelmében Iétezik olyan R 1)[n %
& R? [n, ] reldcié, hogy R(‘)[n]—R 1[ ]OR 2)[n 3E ahol

2<ni1,ni2 < n1< n és nl_1 + nl.2 = ni+ 2
’ _ il @) 0V ry it
Eszerint az R[n]= R [r;10...0R Y[n, 1°R *[n, DO...OR [n, ] dekompoziciéra
1 2 0
is teljesiilnek a tétel feltételei, mert
"o
j;; nl.+ (nl.1 + n"z) =[n+ 2(r0 -D)—-n]+ @+ 2)=

J#i o*1

=n+2[(r041) 1]= Z n,.

Ezzel a tétel 4allitasat igazoltuk.

6. Kovetkezmények

A bizonyitott tételekbdl kovetkezik, hogy minden altalanos relacid, illetve minden deszu-
perpondlhaté 4ltalanos relacié az eredetinél nem nagyobb tagszdmossigu dltalanos reldcidkra
dekomponadlhat6, illetve deszuperpondlhat6. Véges relaciok esetén mind a dekompozicio, mind
a deszuperpozici6 hatirozottan csokkenti a tagszdmot, az ut6bbi fokozottabb mértékben. Ezen
legut6bbi dolog természetesen szoros kapcsolatban van azzal, hogy a dekompozicié mindig, a
deszuperpozicié pedig csak bizonyos feltételek teljesiilésekor végezhet$ el. Mindezeknek a té-
nyeknek komoly jelentGségiik van rendszereknek 4altaldnos relaciokkal vald, és rendszerek fel-
bontdsinak — osszekapcsoldsanak az altalunk bevezetett kapcsolodasi miiveletek segitségével
valé modellezése szempontjabol.

Mint misik fontos tényt megemlitjiik, hogy a dolgozatban térgyalt fogalmak és kozolt
eredmények a szdmitastechnika, illetve szdmitégéptudoméany szempontjabél jol hasznélhato
forméaba fogalmazhaték 4t n tagh véges relaciok esetén, ezeknek Boole—matrixokkal valé
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reprezentacidja révén. Ez esetben a dekompozicié és 'deszuperpozicidé  ugyanis visszavezet-
hetd Boole—matrixok alkalmas fraktorizicidjira, amely jol algoritmizalhat6 és programozhato,
illetve elektronikus tton jél megvaldsithatd. A terjedelem korldtai miatt cikkiinkben elssorban
az elvi problémék felvetésére és targyaldsara koncentraltunk, és nem tértiink ki ezen utébbi
inkabb technikai’ jellegli kérdésekre. Ezek részletes vizsgéilata és leirdsa kimeriti egy wijabb cikk
cikk kereteit.

Végezetiil a szerzé koszonetét szeretné kifejezni Nagypdl Botondnak egyes matematikai prob-
lémak felvetésében és megfogalmazasdban nyujtott segitségéért, valamint Veress Gabornak a
kézirat dttanulméanyozaséért és ennek kapcsdn adott hasznos tanicsaiért és kritikai megjegyzése-
iért.

Jelo)ésjegyzék:

S  tartohalmaz (support)

Py paraméterezd leképezés (e G)

G: halmazréndszert general6é halmaz

P;: a G halmaz altal generalt leképezésrendszer

As(p,y) : a p7 leképezés altal S-paraméterezett halmaz

A S(PG) g az A S(py) S-paraméterezett halmazoknak a G halmaz altal generalt hal-
mazrendszere

R altalanos relacié

R[n] n tagu (altalanos) relacio

doms(R) az R Aéltaldnos reldcié s paraméterhez tartozo értelmezési tartoménya

R/§ az S tartoju R Aaltalanos relaciénak az § ' halmazra val6 megszoritdsa

RW o RA az RY ¢ R?P kompozicidja

RW = RO® az RO ¢ R@ szuperpozicitja
RV x R@ az RY ¢ RP direkt szorzata
def jjj. d¢f  definicio szerint egyenls, illetve “kdvetkezik”

{x IF(x)[T(F)]} a T tulajdonsaggal rendelkezd F feltételt kielégité x objektu-
mok halmaza
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Summary

Some of the author’s mathematical results connected with modelling large—scale systems
by means of generalized relations are summarized briefly. A generalization of the relation is
given without using notions of the ordered n-tuple and Cartesian product, using only the
notion of mapping. On the basis of these generalized relations a connectivity operation is
defined and some of its algebraic properties are examined. This approach offers some
advantages in handling and computation large—scale systems.

Peapue

B nacrosmeif crarre CxXaTO H3NOXEHH HEKOTODHE PEe3yALTATH
aBTOpa, CBA3AHHHE C MOZEIMPOBAHHEM CIOXHHX CHCTEM C NMOMOMBE
NOoHATHEEM OCOMEHHEX OTHONEeHHEX, Jadreca ofolmeHMe MOHATHA
ynopaZouYeHHO# rn=KE N XEKAPTOBOro NPOM3BEeJAeHHA, C NPEMEHEHHEM
TOJXBKO NOHATHEEe oTobpaxeHEH, lloToM Ha 6aae STOr0 NOHATHH
BBEJyTCH ONEepanME CBH3HM, ONpeJer8HHHX HA OTHANEHMAX, X
meexezypTcs mX axreéparmiueckme csolficrsa, Haxoxemmrf#f HOBHH

IIOXAXOX OTEDHBAET HOBHE IIePCIHEeKTHBH B HCCIEXOBAHHE ONHMCAHHOI'O
BHEEe Xpyra BOIIPOCOB, ¥ PEANMSaNAE NOXYYSHHHX DEes3yIBTATOB HAa

IBM,
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