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EGY GEOMETRIAI SZELSOERTEKFELADAT

Ban Ilona

Elektromégnesek vasmagjanak tervezésénél meriil fel a kovetkezé geometriai szélséértékfel-
adat:

Egy O kozépponta K kor kitoltends elére megadott / szamu, parhuzamos elhelyezke-
désii, egymassal oldalaik mentén érintkez6, egymasba nem nyulo, legalabb 2 cstucsukkal a kori-
ven 1évd téglalapokkal ugy, hogy a téglalapok egyesitéseként adodé L sokszog terilete maxi-
maélis legyen.

Nyilvianval6, hogy L szimmetrikus az érintkezd oldalak S felez6 merdlegesére. Azt az e-
setet vizsgaljuk, amikor L szimmetrikus az S-re merdleges, O-n athaladé T egyenesre is.
Igy L-nek 4 n csicsa fekszik a koron. Jelolje L, az ilyen tulajdonsagi sokszdgek valame-
lyikét, a maximdlis terilletd L, -t pedig (ha létezik), L:.

Ly -nak legalibb 4n kilonboz6 csucsa van a koriven, hiszen ha L} . csucsaihoz téluk
kiildnboz6 csiucsokat vesziink hozza, akkor a sokszog teriulete nd, igy a maximalis terulet is.
Tehat Ly , <L;.

S-re és T-re valo6 szimmetria miatt elegendd L, -nek azt az N, részét tekinteni, amely az
S és T dltal hatarolt egyik N negyedkorbe esik. N, tertlete viltozéinak folytonos fuggvé-
nye, és e valtozok zart intervallumon mozognak, ezért Nn teruletének van legalabb egy N7y
maximuma.

Vezessik be a kovetkezd jeloléseket: N, -nek a negyedkoriven levS pontjait 7-nek a kor-
ivvel valo P, metszéspontja feldl indulva P, ..., P -nek nevezziik. Huzzunka P,(i=0,...,n)
pontbol T-vel és S-sel pairhuzamosokat:
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jeloljik T-vel illetve S;-vel. T; és S;, ;, metszéspontja Pi', T, , é S;, , metszéspontja

P;" legyen. P, _,-nek illetve P -nek S-re valo vetiiletét P illetve P, -vel jeloljik.
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Vegylik a pontoknak egy olyan elhelyezését, melynél a teriilet maximaélis. Ekkor a
P/ | P/'"P/P, (i=1,...,n) téglalapok teriiletének is maximdlisnak kell lenni. Tegyiik fel,
hogy ez nem igaz. P/ _, P/' P/ P, teriilete nem maximilis az P;_, P/' és P/' P/ egyenesek
altal meghatdrozott tartomanyban. Keressiik meg itt a maximalis teriletl téglalapot és ezt ve-
gylk hozza az eredeti sokszoghoz. Igy egy nagyobb teriiletli idomot kapunk, ami ellentmond

a maximalitasnak.

Tekintsink egy P;_, P/' P/ P; téglalapot. A P/ | P/", P!'P/ egyenesekre timaszkodo,
vele egyenlé tertiletii téglalapoknak az egyeneseken nem 1évS csicsai egy Pi'_1 B Pi” Pi' a-
szimptotdju hiperbolat irnak le. Ez a hiperbola nem metszheti a P, | P; , korivet, hiszen P,
és a tble kiulonb6dz6 metszéspont kozotti pontokhoz tartozd téglalap teriilete nagyobb lenne
P/ _, P' P/ P-nél, holott a feltevés szerint ez maximalis. A hiperbola tehat csak érinti a kort
(P;-ben) és igy P;-ben az érint6k kozodsek. A hiperbola érintéje viszont parhuzamos a

P!_, PP P, téglalap P/_ P! &tlojaval.(i=1,...,n)

Ebbdl kovetkezik, hogy P, vagy P, ismeretében a tobbi csicspontot mar meg lehet szer-
keszteni. Legyen pl. megadva a P, pont. PO' -bdl a kor P1 -beli érintGjével parhuzamost huzunk.
Messiik €l ezt a P;-bsl az S-re bocsdtott merdleges egyenessel. A metszéspontot atfektetett, S-
sel parhuzamos egyenes a koérivbl kimetszi a P, pontot. A P; (i=3,4,...,n) pontot ugy
kapjuk, hogy a P;,_; ponthoz tartozo érintSvel a P; , pontbdl pirhuzamost hiizunk és elmet-
szuk ezt a P, -n dthalad6 S-re merSleges egyenessel. A metszésponton atfektetett, S-sel par-

huzamos egyenes a kérivb6l kimetszi a P, pontot.

A szerkesztés monotonitdsibol adédik, hogy egyetlen maximalis tertilet(i Ny sokszog 1é-
tezik. Megmutatjuk, hogy N, szimmetrikus a negyedkér X szimmetriatengelyére.

Tegytik fel, hogy nem szimmetrikus. Vegylk N;-nak X-re val6 tikrozését. Nyilvdn, ennek
a terllete is maximalis, ami ellentmond annak, hogy egyetlen maximum létezik.

Belattuk tehat, hogy létezik egyetlen maximalis tertiletli, n csucsponti Ny, ez szimmet-
rikus X-re és P, vagy P,  ismeretében meg tudjuk szerkeszteni. Ny-t S-re és T-re tiikrozve
megkapjuk L;-t.

A fentiek alapjan tobbféle algoritmus is készithet6 a probléma megoldasira. Pl. a szimmet-

ria miatt paratlan »n esetén az ﬁz—l -edik pontnak X-re kell esnie, piros n esetén pedig

-’% —= 1 és % pontok X-t8l egyenl6 tavolsagra vannak. Ha paratlan n esetén az _n;_l -edik

pont az optimalistol negativ irdnyba esik, P, -et pozitiv irinyba kell mozgatni és forditva. Paros
n esetén is hasonl6 meggondolds alapjan igazithatjuk be a pontokat és elére megadott pontos-
sagig szamolhatjuk a pontok helyét. Ennél egyszeriibb az az algoritmus, ami csak azt hasznilja

ki, hogy P, -b6l az el6z6 pontok képzésével megegyezé modon kiszdmitott P, , pontnak S-
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re kell esni n akar paros, akar paratlan.

MEGJEGYZESEK

1) Ha nem tessziik fel a 7-re valé szimmetridt, akkor is tudunk algoritmust adni L} félkor-
iven elhelyezkeds csucsainak a meghatarozasira. Ha a félkorben fekvd sokszog teriiletét val-
tozo6i szerint parcidlisan derivaljuk és a derivaltakat O-val tessziik egyenl6vé, akkor az ado-
dik, hogy az egyik negyedkoérben levo, 7-hez legkozelebb esé két pont ismeretében a tob-
bit a fent leirtakhoz hasonlé médon megkaphatjuk.

2) n=1,...,100 esetre numerikus szdmoldssal azt kaptuk, hogy a negyedkdr Ny dltal le
nem fedett teruletének n-szerese egységsugaru kornél 0.36 2 tizedesjegy pontossagig.

Ko6szonetet mondok Ruda Mihdlynak, a Valoszin(iségszamitdsi osztialy munkatirsanak e
cikk megirdsihoz adott hasznos tandcsaiért.



1. Ny pontjainak elhelyezkedése:

Téblazatok a CDC 3300-as gépen végzett szdmolds eredményérédl:

X

\PO OP, P,0OP, P,0P, P,OP, P,OP; P,0P; P,OP, P,0P, P,0P; P 0P,
1 45°

2 5831°  31,73°

364,94° 45°  251°

4 68,99° 52,69° 3735° 21,05

5 71,74°  57,78°  45°  32,26° 18,29°

6 73,76° 61,44° 5037° 3964° 2858° 16,26°

77531°  64,23° 5439° 45°  3567° 25.83° 14,76°

8 76,53° 6642° 57,51° 49,13° 40,89° 32,52° 23561° 1349°

9 77,54° 6821° 60,04° 5242° 45°  37,63° 30,01° 21.84° 1251°

10 78,38°  69,69° 62,13° 5511° 4836° 41,70° 34,95° 27,94° 2037° 11,69°

2 Ny terilete és a negyedkorbdl

N: altal le nem fedett tertilet n-szerese:

n N> n(3-Ny)
1 0.5 0.285398
10 0.748816 0.365822
20 0.767140 0.365163
30 0.773259 0.364160
40 0.776313 0.363418
50 0.778141 0.362869
60 0.779357 0.362447
70 0.780225 0.362115
80 0.780875 0.361844
90 0.781380 0.361619
100 0.781784 0.361430



An algorithm is given for filling the quadrant of a circle with disjoint parallelograms with sides
parallel to to the radii boundaring the quadrant, and with maximal total area.

Pe3s3twmMme

[laeTca anropuTM ANS HANoONbHEHWW YeTBEPTU Kpyra C Hene-
pecekatoWMmMUca napannenorpamMu, co CTOPOHOMbI MapanienbHbIMK C
rPaHWUYHLIMK MPSIMbIMK YETBEPTU Kpyra W C MakKcUManbHOU 06Leit
NaoWaabHo.

Beérkezett: 1973. szeptember 15.



	Bán Ilona: Egy geometriai szélsőértékfeladat���������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	3��������
	4��������
	5��������
	6��������
	7��������


