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GAUSS FOLYAMATOK ELTOLASI PARAMETERENEK BAYES FELE BECSLESE

Pham Ngoc Phuc

1. Tekintsiik az
(1) yHD=p+O, j=12,...,n
sztochasztikus folyamatot.
Tegyiik fel, hogy £(j) a kovetkezs els6rendii autoregresszios folyamat
(2) £(1)=e(1)
Ek)=N(k— 1D+ ek), k=2,...,n

ahol €(j) flggetlen sorozat, F/(x) eloszlassal. A © (® e R') paraméter becslésének Bayes-
féle megfogalmazasiban feltessziik, hogy © olyan valészinliségi valtozo, amelynek (a priori)
eloszlasa II(@®), tovibba © fiiggetlen €(l), ..., e(n)-tol.

A sztochasztikus folyamatok elméletéb6l (lasd pl. [2]) tudjuk, hogy © legjobb (torzitat-
lan) becslése a

6 =E@®Iy(1),...,»n)
statisztika®, és © legjobb linearis (torzitatlan) becslése

0, = E© lHy),
ahol Hy jeloli az y(1), ..., y(n) valtozok altal generdlt zart linedris sokasdgot, és
E\(- lHy) a Hy-ra val6 vetlletét jelenti.

Abban az esetben, amikor a (®, y(1),...,y(n)) valésziniliségi vektorviltoz6 Gauss elosz-
lasa, akkor © legjobb becslése megegyezik © legjobb linearis becslésével, azaz

(3) E@®@ (1), ..., ym)=E@® |H,).

Vizsgaljuk ennek a megforditasit. Megmutatjuk, hogy az (1)<(2) séma esetén ha (3) telje-
siil, akkor bizonyos egyszeri feltétel mellett, TI(®), Fi(x) Gauss-eloszlisok.

A bizonyitads Kagan-Karpov [1] cikk gondolatmenetén alapszik.

* Ebben a dolgozatban a becslések optimalitdsinak fogalma a négyzetes veszteségfiiggvényhez kapcsolédik.
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Bevezetjiik az

x(1)=€e(1)+ ©
(4) x(2)=€e(2)+ ©

.............

x(n)=€en)+ ©

valtozokat.

Belathato, hogy
y(1)=x(1)
&) ¥(2) = x(2) + Ae(l)

................

y(m)=x(n)+ N" " le()+ ...+ Ae(n — 1).

Hx -szel jeloljik az x(1),...,x(n) viltozdk altal generdlt zart linearis sokasigot. (5)-bdl kovet-
kezik, hogy Hy megegyezik H -szel, amibdl

(6) E@©|H,)= E®©|H,)
adodik.
Legyenek
Ee(j) = 1, E® = a,

E€() —pP Y =pd, E@ - =a k=2,3,...,
Tegyuk fel, hogy
(7 0<ay,<e; 0<ul<ee, j=1,2,...,n

Ismeretes (ldsd [1]), hogy az x(j)= e(j) + ® séma esetén © legjobb lineiris becslése a tigabb
értelemben vett Bayes-féle becslés és a kovetkezd alaku:

(8) E®IH,)=c, + f; ¢ x(j)
ahol
[0
i Ggt @,
WTEL g0 )
J= M M
(9) Co = i, £y = - I=1L2,...,n
0 n a, j n g
1+ > —= 1+ > %
<1y <1y
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Ily médon (6), (8)-b6l kapjuk, hogy az y(j) = £() + © folyamat esetén, ahol £(j) (2) alakua
elsérendii autoregressziés folyamat, és e(j)-re, ©-ra teljesiil a (7) feltétel, © legjobb linedris
becslése

n
(10) ©, =E@®|H)=c, +’_;f ey = ey + ...+ N e dey — . —Ree, g s
ahol ¢\, ¢ i =1, ,n egyutthatok meghatirozhatok (9) segitségével.

Legyenek

@ AU
0= [ eaFx), gl = }(,) i=1,2,...,n.

_ [ eite _e
o) = [e"d®), Y ="25,

ahol a g,(t), Y(t) fliggvények a = 0 pont valamilyen kornyezetében vannak értelmezve.

Tegyiik most fel, hogy © legjobb becslése megegyezik © legjobb linedris becslésével,
igy (3)-bol és (10)-bél kovetkezik, hogy

n

(11) E®@|y,,...,¥,)=¢ +j_§ c’.yj—()\c2 + ...+ 7\"‘1cn)osl = S AE L o
Az éltaldnossg korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy o, = u{? =0 j=1,...,n; tehit
¢, = 0.

Legyenek

— ey # o ot N Lo Ymepy
{12)  siswewasiese s e vy v
_Acn:rn 1
akkor (11) az
B L ol

(13) E(@Iyl,...,y,,)=i.=_, Gy tre ...t 6 =i=Zf c,y,+/_>l 7€

alakra hozhat6. A feltételes varhat6 érték jol ismert tulajdonsiga és (13) alapjan kapjuk az

n n n n
(14) E{@ expt,Z }=E[[expij‘=_>T t’.yj)E(Glyl,...,yn)J =E'[/% cjyjexpig{ tinJ+

’l$—11 S""’
+E[_, T 7exPlFi t ij

Osszefliggést.
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Mivel

< ) ,

(15) =2 ’_1? G~ le + ...+ he_ + g+ @)=V i€ +r,6+ ...+ V€, +T0=
Il
=70 + f'f Vi€

ahol

Wy =gy Ry bk Nl
(16) Py =y A Wy ok R

Ve = tn
€s

¢ ¢

L Rk

lathat6, hogy
n
n irO +i 2 Y injei n
(17) E[@ expij,_}i i yj] = E[@ P J E@® - e‘f@)E(e i~ J= ~ icp'(T)}[_]lj}(vI.)
Tekintsiik (14) jobb oldalat.
Egyrészt
2 syt S |3 s
(18) E[Ff ¢ ¥; expi ‘f'f tly].J =FE [1?11 us€; + 7@} expz[l_:i Vi€ + TG)]
| D ve tire i Z’v +ir®
=E.§’?u.ee"'=1v’" vOe 1T "J
/1 7 Jj
n i V€, i v,e.
E[le usee i1 “J E@E'™®) + E('y@ei’e)E[e 14 ’]
]:
<
= —i Zw o) 50 em —ive ('r)][f,(v

ahol
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ahol

u; =c¢; +2c, + +)\"“1cn
(19) U, =¢c, +Ac + +7\"‘2c,l

u, =c,
és

y=c¢, + c, + + c, -
Masrészt

b b
n— n n-1 i( 2v.e+70) n-1 i.2 v;e
> p > : T =g F 177 iro
E(j.:_, IexptﬁZ} t].y/J E[/=1 ri€e J E[/=1 ri€e E( ™)
nZ-,—l
n-1 i V€ ;
= E(._J ri€e =1 ”JE(ew"e")E(e"e)
j=1 ]
n;’— 1 n-1
= -1 K6 ]l L) £,0,) - o(7)
(k‘i)
Ily médon (14), (17), (18) és (20) alapjan kapjuk a kovetkezd relaciot:
n—l

) ¢ //f(v)— o (n) 2 > u £, )[]fk(vk)+ W(T)Hf(v)+ (M f,W, ).4 r 1) -
n-1
» b 50
n kej n
Mivel «p(r)j[{j;.(v].) folytonos a (v,...,v,)=(0,...,0) pontban és @(0) [{fi(O) =l
= j=
létezik olyan e-kornyezet, amelyben ¢(7) ilz fi(vi) kiildnbozik 0-t6l. (21) mindkét oldalat

n
cp('r)j[_— { j;(vi)-val osztva kapjuk az

n n-1
(1 -NY@= IE’ ug )+ 2 g

Osszefliggést, amibdl u+r =¢ j=1,cangtt=12

3\.

@) A-mym= Z g
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adodik. A (7) feltétel teljesiilése esetén Y(2), gl.(t) differencidlhaté és

>0, l —y=———2>0.
7 "o,
1+ 2 —=

(22) mindkét oldalat v, , majd Vi (j= 2,...,n) szerint differencidlva
(23a) (A -—NY'(D)=c,8 ),

(23b) A-Y'OHA =M= cig]f(v].)-hez

jutunk. Legyen v, = 0, (23a)-bdl kovetkezik

(24) Y'(f) = const=—52< 0

a t= 0 valamilyen kdornyezetében.

Feltessziik, hogy 1 — A > 0; (23a), (23b), (24)-bél belathatd, hogy
(25) g’l.(t)=const=—s].2<0 = [ R,

ha [z] eléggé kicsiny.
Mivel ¢(0) = j;.(O) =1 é ¢'(0)= fl.’(O) =0, (24), (25) alapjan

522
p)=e 2
2

s
fin=e ?

a t= 0 egy kornyezetében, ahonnan adodik, hogy II(®), Fl.(x) Gauss eloszlasu. Ily modon

igazoltuk a kovetkez§ allitast:

1. Tétel. Tegyuk fel, hogy az (1)(2) sémaban n> 2, 1 —A> 0 és teljesiil a (7) felté-

tel.

A © paraméter legjobb becslése akkor és csak akkor egyezik meg a legjobb linearis becsléssel,

ha II(®) normalis eloszlds és y(j) Gauss folyamat.

Megjegyzés. Megmutathato, hogy a fenti 4llitdis — bizonyos egyszerii feltételek teljestilése
esetén — érvényben marad abban az esetben, amikor £(j) a kovetkezd p-edrendii autoregresz-

szi6s folyamat:
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£(1) = e(1)

£(2) + a, 8(1) = €(2)

E(P)'*%E(P" l)+ ~--+ap_l£(l)= G(P)
Ek) +a (k- 1)+ ...+apE(k—p)=e(k) k=p+1,...,n,

ahol €(j), j=1,2,...,n flggetlen sorozat, Fl(x) eloszlassal és (el, ...,€,) fuggetlen
O-t6l.

2. Tekintsiik most az (1)«2) sémat azzal a feltevéssel, hogy €(j), j = 1,...,n fliggetlen so-
rozat, azonos F(x) aloszldssal.
Ebben az esetben az

Ee(j) = 1y » E8=q, ,
Ele() —m1* = 1y E@®-of=0a, k>2
jelolésekkel beldthat6, hogy a
(26) 0<a,<e
0<p,<e
feltétel teljesiilése esetén ©-nak (10) legjobb linedris becslése a kovetkezd alaku:

n n-—1
n

A _ _ > = i 4 "
Qn e, = (@my)—co+clfly(z)+cj.=2l p;e(i)

ahol
u @
al = na2 —l —2
) ) o)
€= & BT a, M, +na,’
14+ n—
)
és
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n
Legyen [= 2 b’.y(j) egy altalinos alaku linearis becslés. Vizsgiljuk azt a problémat, hogy mi-
J=1
lyen esetben ill fenn a kovetkezd relacio:

n-l

},)(]) + “i pie(| -

’!y n'“l A
(28) E[:en S+ 2 pel, > b, y(;)] 6, =¢co+ | 2
Az altalanossig korldtozasa nélkiil feltehetjiik, hogy a;=p; =0, ekkor ¢, =0 ésa(28)
formula az

njl

() +e 2 pel)
j=1

Ms

(29) [GI‘_Jy(J)+ _>1 pE) . > by(n] =c

—

i:

alakra hozhato.
Tegylik most fel, hogy (29) teljesiil. Ebben az esetben

n—1 p}’ ”7 n—_]l
e E[eexplltzy t Pfef”?bfyf”=E[e"p"[‘§y/+'2 Ay
751 j= 1 7=1 j=1 j=1
¢ It §, n$—l
+ z]§ b]yl]E[G)li:i, i+ 2 e 1“
TR NS
=Flel £ V4 & .e.]ex 1[t V. +
k- Fi
n-1 n
t
+]_=1 p,€,+z]§bjy;”
Mivel
5'11 n—1 \)_17
+ €=n0+ 2 ¢,
]‘:llyi J=1 p]] j=1 1
z n
igb;yi=l31€1+---+5n€n+(b1+ +b )0 = ‘-461 + npo ,

ahol
By=by +Nby + ...+ N 1p
= -2
By=b, +Nby + ...+ N~2p,

.........................
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és

b= L, 40,440,

(30)-bdl kapjuk az

; j o=

§ e.] z[nﬁ@ + _f Bjel.]” - E{c[n@ + fn: e.] expi[t[n@ + _5’} EiJ +

-:-[\/; x

(31) E{G)expiHn@+

Osszefliggést.
Beldthato, hogy egyrészt

{‘w : n i(tn+znp)® +i_2’1'(r+zpj)e.
(32) E{@ expi[t[n(@ t 4 e}.] + z[nﬁ@ + 2 B,e].”} - E[@ ‘e j=1 JJ
= ]'=1

n
- E[@ . gilm +znﬂ)®] . E[;J_:Zl’(nzﬁi)ei]

= - lcp’(nt + nﬁZ)]zf‘(t + ZB]) >
J=

+ oo o

ahol f(1)= _L > dF(x), ¢(1) =_£ e"® dI(®), masrészt

n
n i(nt+npz)® +i Z(Hzﬁl.)ei
(33) E[c(n@ + 21 ei]e i=1 ] -
]:

n n .
- i 2 (t+28)e; n iZ(t+zﬁ.)e.
= E[cn(-)e'("”"ﬂz)@]E[e e ]] + E[c Zeiei=l J ’J . B[t +nenre]
I=1

n R
= —icny'(nt + nﬁz)}]?f(t - zB’.) — ic « p(nt + nfz) :1, f'(t+ 6].z)k]7f(t + B,2)
. Iz v

Ily médon (31), (32) és (33)-bol kovetkezik
n n n
—ip'(nt + nPz) q,f(t + zﬁj) = —icny'(nt + nﬁz)i]zf(t + zﬁi) — icp(nt + nfz) ‘_\_1, f'(t+
j= = J=

+ B,z)kgﬂm B2y
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ahonnan

o'(nt+ nfz) .. _ }" fa+ ﬁiz)
(34) ¢(nt+ nﬂz) (l cn) C;;—IJ f(t + ﬁ]Z)

adédik, ha |#| és |z| eléggé kicsiny.

Q') _ LW slésekkel. —C— = =25 0 miatt, (34)-bdl kapjuk a
‘p(t)‘— (P(t) > g(t) f(t) ]elOléSC el 1 — nc “2

(35) Y+ mpe) = 7o S8+ 6D

Osszefliggést.

Legyen t= —fz, igy (35)-bdl

n

36)  2g(62)=0
1

adodik, ahol 6]. = B]. —B, lzI<e, € eléggé Kicsiny.
Tegyiik fel, hogy teljestilnek a kovetkezd feltételek:

GD B =10 st

koziil létezik pontosan egy &, abszolut értékben legnagyobb, mondjuk §,, azaz

16, | > max |61|,...,|6n_1| 5
tovabba

5.

O = L1

(38) g(#) derivaltja az origéban folytonos (vagy ami ezzel ekvivalens, f''(f) az origéban foly-
tonos).

[3]-ban bebizonyitottdk, hogy (37), (38) teljesiilése esetén a (36) egyenletbdl kovetkezik, hogy
F(x) normilis eloszlasfiiggvény. Ilyen esetben (35)-bél belathato, hogy

W) = —q*t
alaku (g 4allandd), ha |#| eléggé kicsiny, ami azt jelenti, hogy II(®) normailis eloszlas.

Megforditva, y(j) Gauss folyamat és II(®) normalis eloszlas esetén megmutattuk, hogy

n n-1 n n-1
ol B i T s _
E®Iy,,....»,) C{Ff yt 2 p].e,.] és meg inkavd E[01 3+ pje,,z]
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Tehat igazoltuk a kovetkezd allitast:

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy n= 2 és teljestilnek a (26), (37), (38) feltételek.
Az

2, n)—,l \yy %t' n§l
El®| 2y, + 2 p€ s & ch +c[_-; + 2 ps€
‘WAt A 1T T R m P

relacié akkor és csak akkor dll fenn, ha y(j) Gauss-folyamat és TI(O©) normadlis eloszlds.

Halamat és koszonetemet szeretném eziton is kifejezni Araté Matyas professzornak a sok-
oldalu és nagyon értékes tandcsaiért és segitségéért.
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Summary

ON THE BAYES' ESTIMATOR OF LOCATION PARAMETER IN THE CASE OF
GAUSSIAN PROCESS

In this paper we consider the stochastic process:
a1 y@O=t)+© i=1,...,n,
where §£(j) is the first order autoregressive process, and © is a random variable with

distribution II(®).

It is given some conditions of linearity of the Bayes’ estimate of the location parameter in
the case of the scheme (1).

In particular, Theorem 1 shows that with certain simple assumptions the best estimate and
the best linear estimate of © are equivalent if and only if II(®) is normal and the process
y(j) is Gaussian.

Pesnonue

0 BAAECOBCHOL HOCTAHOBKE 2AZAUM OUEH/BAHUA MAPA-
IETPA CABAT'A B CIYYAE TAYCCOBHUX MPOLUECCOB

B aroii paGoTe paccuMaTpuBaeTCcA CAyUYaiiHHil Ipolecc:
(1) y)=t)+6 F= die s wa

TZe &) aBTOPETPECCHUOHHHI IIpOLEecC IIepBOr0 IOopAnKa, U ©
ClyyaiHay BEJAWYXHE C paclipeieleHiel I(e).

JKa3aHH HEKOTOpPHE YCJOBUS JNUHEHHOCTHU 0auecoBCioll oLeHHKH
IapsMeTpa CIBUTA © B ciaydae cxeuu (1).

B yacTHOCTU, B TeOpexe 1 IOKa3HBAETCH, UTO NPU HEKOTOPHX
IIPOCTLX YCJOBNA HAWIyuad OLUEHKA U Hauiaymasa JuHeliHad o-
IEeHKa AJIsI © OSKBUBAJEHTH TOr'Za U TOJBKO TOrZa, Korza I(©)
HODMalBHOE DpAaCIpeIelieHue U p() IayCCOBCKUII IPOLECC.
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