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AZ INPUT-OUTPUT TABLA ELOREBECSLESEROL"

Klafszky Emil

BEVEZETES

Jeloljon az 1,1,, ... N SRS kibocsatohelyeket, a J,,J,, ... ,J,., ..., J, pedig

fogadohelyeket. Az ; > 0 szam jelolje azt a mennyiséget, amely az [, helyrdl a Jj helyre
megy, vagy masképpen szélva, amelyet az /, helyen termeltbdl a "i hely elfogyaszt. TOmo-

ren az ay szdmokat az A = (a,.j) matrixba foglalhatjuk Ossze és ezt nevezzuk input-output
n

tdbldzatnak. A Z1 o, mennyiség az I, hely teljes kibocsitisa, a
/

hely 6sszes befogadédsa. Ezeket nevezzik az input-output margindlis értékeinek.

3

—

- a; mennyiség a J/

A feladat az, hogy amennyiben ismerjuk a jelenlegi A = (a,.l) input-output matrixot és ismer-
juk a megvaltozott

b=(By:sByseensBys.e-sBp)>0

c= (VYooY W) >0
marginalis input és az output értékeket, akkor milyen prognézist adhatunk az uj X = (E”) input-
output tablarol.

A jeloléseket az alabbi séman szemléltetjlik:
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J, Ji J,
If ey | %in By €11 £ €1
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(Jelenlegi input-output tdbla) (Prognosztika az input-output tdbldra)

» A dolgozatot a szerzé a Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat 1972<€vi "Vandorgy(lésen” és az IFIP (1973. R6-
ma) konferenciin bemutatta.



1. A RAS MODSZER

A feladat megoldasara elterjedt eljards az Ggynevezett RAS modszer® [3-11], amelyeknek a 1¢-

nyege a kovetkez6: olyan £,>0, (i=1,2,...,m3j=1,2,...,m), p;>0,(i=1,2,...,m)
és 0;>0, (j=1,2,...,n) szdmokat keresiink, melyre
n
i‘;f‘,‘:ﬁia (i=l,2,...’m),
(1)
m
igf,-i=7j, G=1,2,...,n),
és
(2) E,‘,'= P;®;;0;-

A (2) feltevés — az, hogy Eil. értékét ilyen szorzat alakban keressik — adja az eljaras nevét. U-
gyanis, ha a p;, szamokbol alkotott diagonal matrixot R-rel, a 0; szamokbdl képzettet S-sel
jeloljuk, akkor a (2) feltétel az

X =RAS

format olti.
Azonnal adédik, hogy: ha az (1) (2) egyenletrendszer megoldhat6, akkor az (1) egyenletrendszer-
szernek van olyan megoldasa, hogy

£,=0, ha ay=0, 6

3
@) £,>0, ha a;>0.

Meg fogjuk mutatni, hogy ez a feltétel elégséges is és a Ei,. megoldasra unicitast is biztosit, azaz a
RAS modellre fenndll az alabbi:

1. Tétel. Annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy az (1) (2) rendszer megoldhato legyen
az, hogy az (1) rendszernek legyen (3) tipusu megoldasa, és a feltétel fennallasa esetén a meg-
oldas §-ben egyértelmil.

A tételt majd a 2. fejezetben oly médon fogjuk igazolni, hogy a RAS modellt egy a szokasos-
tol eltéré mds médon, mint egy matematikai programozadsi feladatot vezetjuk be.

Miel6tt azonban erre ratérnénk, a RAS modell egy fontos tulajdonsdgdt mutatjuk meg, amely a
fenti tétel kovetkezménye.

Tegyuk fel, hogy az A kezdeti input-output érték valamint a b,c margidlis értékek olyanok,
hogy a tétel feltételét teljesitik. Ekkor a RAS modszer szerint egyértelmiien adédik az 0j input-
output X matrix, amelyet a kovetkez6képpen jeloljiik:

* A modszert az elsd alkalmazokrdl Selejkovszkij, illetve Fratar médszernek is nevezik, valamint a médszer in-
dokldsara elterjedt gravitaciés elvrdl Graviti modellnek is.



X= ,‘(A,b,C)

A tétel kovetkezménye. Legyenek A,b,c; b*.c* olyanok, hogy a tétel feltétele az A,
b,cre és az A,b* ,c*-ra isteljesil, akkor

#(A,b,c)= R(R(A,b*c*),bc).

Azaz, lépésenkénti elOrebecslés ugyanazt eredményezi, mint az egy 1épésben torténo eldrebecslés.

A kovetkezmény bizonyitdsa. Az allitds jobb oldala az alabbi formdba irhat6:
R(A(A,b* c*),bc) = RR*AS* b,c)= R*"™*(R*AS*)S** = (R**R")A(S*S™*™).
A bal oldalbél kapjuk, hogy
A(A,b,c) = RAS.
De az unicitas miatt

RAS = (R**R*)A(S*s*"). 1

2. A RAS MINT GEOMETRIAI PROGRAMOZASI FELADAT

A tovabbiakban a szdmolés egyszerisitése érdekében, az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil
feltehetjliik, hogy

> = z
= I =1, = 1.
j 1 a"/ i1 ﬁ' j=1 7f
1y r
Ezenkiviil feltehetjik, hogy '}i "‘i;’>0’ (J=1,2,...,m) és j}r Ly >0, G=1,2;5c0M);
'l =

mert ellenkezd esetben sor illetve oszlop redukciéval a feladat ilyenné tehetd.

Az elGrebecslésre az alabbi hipotézist tesszuk:

Akkor tartjuk "’jonak” az X = (Ei,.) elorebecslést, ha — természetesen az (1) egyenletrend-
szer kielégitése mellett — az informdciényereség (I-divergencia), amelyet az X tdbla az A tdb-
lahoz képest ad, minimdlis, azaz, ha a

m £
) WX)= 2> 2t
i=l  j=1 au

fuggvény értéke minimadlis.

.
A Eil In a—i’ fuggvényt folytonos kiterjesztéssel a zart pozitiv ortinson értelmezziik Ugy, hogy
ij

£
ha ;= 0, akkor &, 1n;:—: = 0 legyen.



S
A (4) fliggvénynek a feltételi halmazon akkor lehet csak véges infimuma, ha Q= 0 esetén
Eii =0.:
Jeloljuk @-val azon (i,j) index parok (celldk) halmazat, ahol a; >0 azaz:

Q ={Gij) ley; > 0O}
Igy feladatunk olyan X = (Eij) értékek meghatarozasa, melyekre:

Ei’.>0, (=1, 2,.ocom =12 o w5ll),
E,’j= 0, ha G)EQ
N\’

2 k=8, (@(=12,...,m),
iI(iJ)Eos" L o

%! X
) . = Y, B I SR
ilineQ $=% U )
és
(6) eX)=  g.In &
GHEQR Ty
minimalis.

Az (5),(6) altal leirt matematikai programozasi feladat egy geometriai programozasi dual feladat
[1,2]. Hogy pontosabban lassuk ennek strukturajat, atirjuk a (6)-os célfliiggvényt:

Eij S & 1 Y
7 K= o Bilit= 2 Pl S Bl lam e
¥ el aneQ % apee Y N % G)EQ i 4
@.neQ
£
Il &%
a,néoE"

+ In

2 i
> g\ dnee !
LNEQ

Amennyiben az (5) altal meghatarozott feltételi halmaz nem iires (konzisztens a feladat), akkor
a (7) célfuiggvény felveszi minimumat, ugyanis a feltételi halmaz korlatos.

Irjuk fel ezen geometriai programozasi duél feladat primal parjat. Legyen a primal valtozok
g, G=1,2,...,m) é v, (j=1,2,...,n). A feladat egyiitthatéit az alabbi séman szem-
leltetjlik:
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A primdl geometriai programozdsi' feladat: Meghatérozandé a u,;, (i=1,2,...,m) és

Vj» (j=1,2,...,n) valtozok értéke ugy, hogy a
(8) -\"l e“[.#p,-‘*lﬂ aij < 1
GLHEQ

feltétel teljesiiljon és a

n

m
N N
(9) 1:1 ﬁ,'“( + /‘_ll 7]”}

célfiiggvényérték maximalis legyen.

A kovetkezdkben a feladatot egyrészt a ’kanonikussdg” feltételezésével, majd e nélkiil targyal-
juk.

A. Tegylik fel, hogy az (5),(7) altal adott geometriai programozasi dual feladat kanonikus, az-

az, hogy az (5) egyenletrendszernek van 2,.,. > 0 (ha (i,j))€ @) megolddsa. Ez pontosan azzal
equivalens, hogy a (3) feltétel teljesiil.

A geometriai programozds eredményeit haszndlva a kovetkezd megallapitisokat tehetjiik:
(i) a geometriai programozasi dudl feladat kanonikus, igy konzisztens és mivel feltételi halma-
za korlatos, ezért van a (7)es célfiiggvényt minimalizalo
E:i =1, 2 ... P50=1,2 c0n 510
megolddsa (5)-nek. Mivel a (7)es célfiiggvény szigoruan konvex, igy csak egy minimumpont
van.
(ii) A feladat kanonikus és a dudl célfuggvény korlatos, ((i) miatt) igy van a primdl feladatnak
optimalis
g G=1,2,...,m) & v', G=1,2,...,n)
megoldasa (pl. [2], 54. old.).
(iii) A p;vk; megolddspdr akkor és csak akkor optimdlis, ha
+v.+In @, ,
T (i,n';o % = &
minden (i,j)€ Q esetén (lisd pl. [2] 47. és 59. old.).

Azaz

10 g=¢a,

iy

minden (i,j)€ Q esetben.

A fentiekbdl a RAS modszerrel és az I-divergencia minimalizaldsaval val6é elérebecslésekre az
alabbi equivalenciat lehet kimondani.
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2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az A,b,c paraméterd eldrebecsliési feladat a (3) feltételt ("' kano-

nikussdgi feltétel) teljesiti. Akkor a RAS modszerrel és az I-divergencia minimalizdldsaval ka-
pott elorebecslések megegyeznek.

Bizonyitds. a/ Ha X = (E,-l) és P;:9; RAS médszerrel kapott, akkor legyen u; = Inp;,
Y, = In 0. A E,/ értékek (5)-6t teljesitik. Ugyszintén a Eii"‘i’vi értékek (10)-et is teljesitik.
Egyszertien adédik, hogy (82 (8)-at is teljesiti, ugyanis

' V4+Iln '
_\_ eu1+, ij — _’:Ei_: 1
()EQ G
Igy E,~,~»#,-,V/ optimalis megoldaspar.
b/ Ha X=(§;) é p.p, aminimalizalissal kapott, akkor legyen p; = & o,=e i,

Mivel ezek optimilis megoldasparok, ezért (10)-et teljesitik, azaz Eii = p;;;0;. ]

A 2. tételbdl az (1) megdllapitdst is figyelembevéve nyilvanvaloan adodik az 1. tétel bizonyitd-
sa.

B. Tegylik fel, hogy az (5) feltételi halmaz konzisztens.

Miel6tt ezt az esetet tirgyalndnk, megjegyezziik, hogy (5) konzisztencidjira a Konig-Hall tétel egy, szamitdstech-
nikailag is konnyen kezelhetd, sziikséges és elégséges feltételt ad: Jelentse @ a qualifikdciot olyan értelemben,
hogy I; qualifiklt Ji-hez akkor és csak akkor, ha al.i>0. Jeloljon 1= {l, 2,...,m| & J= {l, 25 soave ,n}
index halmazokat. Valamely P C/ index halmazhoz a @ 4dltal kvalifikdlt jE€J indexek halmazit jeloljiik
J(P)-vel. Ekkor az (5) konzisztencidjara sziikséges és elégséges feltétel az, hogy bdarmely P CJ esetén a

%’ N
=Py =Y
iEP JEJ(P)
egyenlGtlenség teljesiiljon.
Jelolion E = (e) = (¢”) = (¢;) egy mX n-es mitrixot, ahol
I, ha o‘ii>0’

0, ha a; = 0.
Legyen IEI= e, lef= e, leP= Je,. Nyilvan IEI= 2 lief = Z ey,
1,] ] i 1 ]

Tekintsik a modositott A,be,ce eldrebecslési feladatot, ahol

B. + llelle
€) _ I I
B§ ~ 1+ |Ele

(11 )
O 7[+ lle*’ lle
j 1+ |lElle

és €= 0 tetszlleges, de rogzitett szam.
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Nyilvnvalo, hogy €— 0 esetén (€ — B0 B0 =p) & 2@ — 40 (¥ =1).
A modositott feladat minden e€> 0 esetén kanonikus és igy RAS formaban elGillithat6 az op-
timalis s,(f) megoldas. (2. tétel).
Megmutatjuk, hogy ha * kicsit” modositjuk a feladatot, akkor az optimadlis megoldas is kicsit
modosul, azaz fenndll az aldbbi:

3. Tétel. Az optimum hely folytonosan valtozik, azaz ha € — 0, akkor X : — X; (X; =
= X").

Bizonyitis. Tegyuk fel, hogy van olyan L - e 0 sorozat, hogy
X — X é X + X . Ekkor
k

(12)  o(Xy) < o(X),

mivel az eredeti (e = 0) feladatnak csak egy minimum helye van.

A ¢ fuggvény folytonossiga miatt:

«p(Xg+ €. E) — p(X}), ha 6. =10,
és
v?(X:k) — p(X), ha € —0.

De ekkor (12) miatt kell, hogy legyen olyan k, index, melyre mar

(13) p(Xy + ekoE) < up(X:k )
0

Azonban X; + ekOE megengedett megoldédsa az eko-és modositott feladatnak és (13) ellenté-

tes azzal, hogy X7  az optimilis megoldds az €, -is feladatra. W
k 0

0
A tételnek szamitastechnikai jelent6sége van. Ugyanis, mint emlitettiik, a konzisztencia a Kénig-
Hall tétel feltételével egyszeriien ellendrizhetd, majd a kicsi pozitiv € szammal médositott fel-
adat megoldisa RAS formdaban kereshetd.

3. ALGORITMUS
Tegyuk fel, hogy az (5) feltételi halmaz konzisztens. Ekkor a RAS modell megoldaséra, az-

az a



=" IF =

E{I=pia”0"$ (l= 1)-")m;j= lv""n)) (2.)
p; >0, (=1,...,m),
0, >0, G=1,...,n),

egyenletrendszer Eil. megoldasara kézenfekvs eljards az, hogy a (2%) kifejezést (1* )-ba helyet-
tesitve adodo

Pi= "
N a0
i %
'Y.
]
0.=
m
] O P
i Py

egyenletrendszerre iteraciot alkalmazunk:

az iterdcio kezdo lépése:

p,(.O) = tetszlleges pozitiv szam. (szokdsos példaul a p}o) =1, (i=1,...,m) illet-
vea pi® =8, (i=1,...,m) vilasztas)

az iteracio k-adik lépése:

o
J

m > (I= l’ 1n)’
N®)
o P
B:
P}k)_ : i , (i=1,...,m),
> (k—1)
=1
(k) _ (k) (k) T e
Eij = Pi %0 » (i= 1, smizj= L0y m)

A fenti eljarast a megoldast ado E,., elBallitasara mar Selejkovszkij alkalmazta a 30-as években
[11]. Ugy szintén ezt az eljarast javasoljak D’ Esopo-Lefkowitz [12], és dolgozatunkban az elja-
ras gyorsasiagira és konvergenciajara vonatkozéan kedvezd szamitastechnikai tapasztalatokrol szé-
molnak be. Az eljards konvergenciajanak bizonyitdsdt azonban csak késobb Bregman [13)] adta.
Természetesen azon feltevés, hogy az (5) feltételi halmaz konzisztens, a plf") és o}k) konver-
gencidjat nem biztositja. Azonban szamos — féleg kozlekedési aramlasi — elGrebecslési feladat-
nal sziikséges a p;9; értékeknek ismerete is, ezek ugyanis kozlekedési modelleknél ’taszitasi”,
illetve vonzasi” egyltthato szerepet toltenek be, és a kibocsato, illetve fogadé helyekre jellem-



— 12 =

z6ul szolgdlnak. Ilyenkor célszer(i a fenti, 2.B. alatt leirt médositast kicsi € > 0 pozitiv szdm-
mal elvégezni. A 3. tétel szerint ekkor a El.l. megoldds is csak kicsit tér el a ténylegestdl, és eb-
ben az esetben mar m6dunk van a p,,0; kozelitS értékének meghatdrozasira is.

7

Az elmiilt években az Intézetben tobb kiillonbozé megbizdsként (EVM Pécsi Tervezd Iroda, UVATERYV, VATI,
KOTUKI) foglalkoztunk a RAS modellel, mint a kozlekedési és a tomegdramldsi modellek részfeladatdval és a
modell megoldé algoritmus gépi programjinak elkészitésével.
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Summary

ON THE PREDICTION OF THE INPUT-OUTPUT TABLE

In this paper we are going to show that the RAS method of prediction of the input table can
be considered as a task of mathematical programming. From this fact the existence and the
uniqueness of the solution of the RAS simply follow.

P e 3wme

0 NPEABAPWUTE/IbHOWM OUEHKE TABNHLe BBOAA - BHBOAA

B aton pa6ore Mo nokawem, 4TO mogens RAS, chnywauwyw A4NA

npeaBapUTeNbHOW OUEHHH TabnwWubl BBOAa ~ BLBOMNA, MOMHO pacc-

MaTpuBaTb, HaAK 3afjady MarteMaTUHeCcHOro NporpaMMHUpPOBAEHHA .

Mcnone3oBaHue 3Toro paKTa naeT BO3MOWHOCTb NErkKo NONYyHYHUTb

CywecTBOBaHMe W EBOUHCTBEHHOCTbL peweHHa moaenk RAS.
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