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AZ INPUT-OUTPUT TABLA ELŐREBECSLÉSÉRŐL* *

Klafszky Emil

BEVEZETÉS

Jelöljön az / j , / 2, .  . .  , I., . . . , Im kibocsátóhelyeket, a J í , J 2, . . . , J . , . . . , J n pedig 
fogadóhelyeket. Az a (/. 5* 0 szám jelölje azt a mennyiséget, amely az / ;. helyről a J\ helyre 
megy, vagy másképpen szólva, amelyet az I. helyen termettből a J . hely elfogyaszt. Tömö­
ren az atj számokat az A = (a mátrixba foglalhatjuk össze és ezt nevezzük input-output

П

táblázatnak. A 2  a,.,.
i - 1 4

mennyiség az /. hely teljes kibocsátása, a
mу

i = 1 aH mennyiség a J.

hely összes befogadása. Ezeket nevezzük az input-output marginális értékeinek.

A feladat az, hogy amennyiben ismeijük a jelenlegi A = (ai;) input-output mátrixot és ismer­
jük a megváltozott

b= (ßl ,ß2, . . . , ß i, . . . , ß m ) > 0
c = (71,72. - - - . 7 / , . . . , 7 Л) > 0

marginális input és az output értékeket, akkor milyen prognózist adhatunk az új X  = (£^) input­
output tábláról.

A jelöléseket az alábbi sémán szemléltetjük :

(Jelenlegi input-output tábla) (Prognosztika az input-output táblára)

* A dolgozatot a szerző a Bolyai János Matematikai Társulat 1972-évi ’’Vándorgyűlésen” és az IFIP (1973. Ró­
ma) konferencián bemutatta.
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1. A RAS MÓDSZER

A feladat megoldására elterjedt eljárás az úgynevezett RAS módszer* [3-11], amelyeknek a lé­
nyege a következő: olyan L  > 0, (i = 1 ,2 , ,m- , j=  1 , 2 , . . . ,  и), p(. > 0,(i = 1 , 2 , . . . ,  m)
és o. > 0, ( / = 1 , 2 , . . . ,  и) számokat keresünk, melyre

(1) <

n
У  t = ßr 0  = 1,2,. • , m),

V jTT
r

vl;

£•и ( /=  1,2, . ■ , n),

és

(2 ) *;/ = P,

A (2) feltevés — az, hogy £f . értékét ilyen szorzat alakban keressük — adja az eljárás nevét. U- 
gyanis, ha a p; számokból alkotott diagonál mátrixot R-rel, a o- számokból képzettet 5-sel 
jelöljük, akkor a (2) feltétel az

X = RAS

formát ölti.

Azonnal adódik, hogy: ha az (1) (2) egyenletrendszer megoldható, akkor az (1) egyenletrendszer­
szernek van olyan megoldása, hogy

£,y = 0, ha au = 0, és
(3)

£f/ > 0, ha ati > 0.

Meg fogjuk mutatni, hogy ez a feltétel elégséges is és a £(/. megoldásra unicitást is biztosít, azaz a 
RAS modellre fennáll az alábbi:

1. Tétel. Annak a szükséges és elégséges feltétele, hogy az (1) (2) rendszer megoldható legyen 
az, hogy az (1) rendszernek legyen (3) típusú megoldása, és a feltétel fennállása esetén a meg­
oldás .-ben egyértelmű.

A tételt majd a 2. fejezetben oly módon fogjuk igazolni, hogy a RAS modellt egy a szokásos­
tól eltérő más módon, m int egy matematikai programozási feladatot vezetjük be.

Mielőtt azonban erre rátérnénk, a RAS modell egy fontos tulajdonságát mutatjuk meg, amely a 
fenti tétel következménye.

Tegyük fel, hogy az A  kezdeti input-output érték valamint a b,c margiális értékek olyanok, 
hogy a tétel feltételét teljesítik. Ekkor a RAS módszer szerint egyértelműen adódik az új input­
output X  mátrix, amelyet a következőképpen jelöljük:

* A módszert az első alkalmazókról Selejkovszkij, illetve Fratar módszernek is nevezik, valamint a módszer in­
doklására elterjedt gravitációs elvről Graviti modellnek is.
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X =  M A ,b ,с)

A tétel következménye. Legyenek A,b,c; b*,c* olyanok, hogy a tétel feltétele az A ,
b,c,-re és az A,b* ,c*-ra is teljesül, akkor

M A,b,c)=  M £(A,b*,c*),b,c).

Azaz, lépésenkénti előrebecslés ugyanazt eredményezi, mint az egy lépésben történő előrebecslés.

A következmény bizonyítása. Az állítás jobb oldala az alábbi formába írható:

M M A,b*,c*),b,c)=  M R* AS* ,b,c) = R**(R*AS*)S** = (R** R* )A(S*S**).

A bal oldalból kapjuk, hogy 

M A,b,c) -  RAS.

De az unicités miatt

RAS = (R**R*)A(S*S**). I

2. A RAS MINT GEOMETRIAI PROGRAMOZÁSI FELADAT

A továbbiakban a számolás egyszerűsítése érdekében, az általánosság megszorítása nélkül 
feltehetjük, hogy

n m n
2 e „ - i ,  2  ß , « \ ,  2 4 = i ./■1 4 i- 1 ' /=1 '

m и
Ezenkívül feltehetjük, hogy 2  a.. > 0, ( / = 1, 2......... m) és 2 <xn > 0 ,  ( / = 1 , 2 , . . . ,  m),

/*i ч /=i 4
mert ellenkező esetben sor illetve oszlop redukcióval a feladat ilyenné tehető.

Az előrebecslésre az alábbi hipotézist tesszük:
Akkor tartjuk"jónak’’ az X  = (£..) előrebecslést, ha — természetesen az (1) egyenletrend­

szer kielégítése mellett — az információnyereség (I-divergencia), amelyet az X  tábla az A táb­
lához képest ad, minimális, azaz, ha a

(4)
mу

n
2  L

/ t i /=1 11 “ »•/

függvény értéke minimális.

A £..ln —  függvényt folytonos kiterjesztéssel a zárt pozitív ortánson értelmezzük úgy, hogy
ч tuha ty  = 0, akkor In ^  = 0 legyen.
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A (4) függvénynek a feltételi halmazon akkor lehet csak véges infimuma, ha а(. = 0 esetén 

= °- •
Jelöljük ф-val azon (/,/) index párok (cellák) halmazát, ahol ajf. > 0 azaz:

<? = {(/,/) la  >  0}.

így feladatunk olyan X  = (£..) értékek meghatározása, melyekre:

£,y > 0, (/ = 1, 2 , . . . ,  m ; / = 1 , 2 , . . . , « ) ,

£(/= 0, ha (/,/)<£ 0

. — £i7 = ßP О’ = 1 , 2 , . . . ,  «r),/l(/7)Qp у '

\
« ldV)6<?

%ij= 4j’ ( / = 1 , 2 , . . . , « )

es

( 6 ) * ( * ) =  -  
(/,/)£<? 7

minimális.

Az (5),(6) által leírt matematikai programozási feladat egy geometriai programozási dual feladat 
[1,2]. Hogy pontosabban lássuk ennek struktúráját, átírjuk a (6)-os célfüggvényt:

É//(7) *><*) = V
У 4 ,  a(/ lnai;> +

.. 2--- „ b/7

+ In

(«V)eÇ '7

У/ í , /»
(«./JS í> 7

2  t,
Z  f .

Amennyiben az (5) által meghatározott feltételi halmaz nem üres (konzisztens a feladat), akkor 
a (7) célfüggvény felveszi minimumát, ugyanis a feltételi halmaz korlátos.

Iijuk fel ezen geometriai programozási duál feladat prímái párját. Legyen a prímái változók 
M,-> ( / = 1 , 2 , , m)  és Vj, (/ = 1, 2, . . . , « ) .  A feladat együtthatóit az alábbi sémán szem­
léltetjük:
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A prímái geometriai programozási feladat: Meghatározandó a pr  
Vj, (j = 1 ,2 , .  . . , n) változók értéke úgy, hogy a

( 8) V еМ,>«Г1п aij < j 
(!,/)£<?

0  = 1, 2 ,. . . ,m ) és

feltétel teljesüljön és a
m n

(9) 2  /3-Mf + 2  y.Vj
i--1 ' ' /=1 7 ’

célfüggvényérték maximális legyen.

A következőkben a feladatot egyrészt a ’’kanonikusság” feltételezésével, majd e nélkül tárgyal­
juk.

A. Tegyük fel, hogy az (5),(7) által adott geometriai programozási duál feladat kanonikus, az­
az, hogy az (5) egyenletrendszernek van > 0 (ha (/,/)€ Q) megoldása. Ez pontosan azzal 
equivalens, hogy a (3) feltétel teljesül.

A geometriai programozás eredményeit használva a következő megállapításokat tehetjük:

(i) a geometriai programozási duál feladat kanonikus, igy konzisztens és mivel feltételi halma­
za korlátos, ezért van a (l)-es célfüggvényt minimalizáló

£,* 0 = 1, 2, . . . ,m  ; /=  1, 2 ,. . . , n)

megoldása (5)-nek. Mivel a (l)-es célfüggvény szigorúan konvex, igy csak egy minimumpont 
van.

(ii) A feladat kanonikus és a duál célfüggvény korlátos, ((/) miatt) igy van a prímái feladatnak 
optimális

p* (i = 1 , 2 , . . . ,  m) és V*, (/ = 1 ,2 , , n)  

megoldása (pl. [2], 54. old.).

(iii) A /r|.,i> ,£f. megoldáspár akkor és csak akkor optimális, ha

/ i +V h c '//

minden (i,/)e <? esetén (lásd pl. [2] 47. és 59. o/d). 
Azaz

Ц.+ V.
(10 ) £ ,.=  / '  / « . .

minden (i,j)& Q esetben.

A fentiekből a RAS módszerrel és az /-divergencia minimalizálásával való előrebecslésekre az 
alábbi equivalenciát lehet kimondani.
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2. Tétel. Tegyük fel, hogy az A,b,c paraméterű elórebecslési feladat a (3) feltételt ("kano­
nikussági feltétel”) teljesíti. Akkor a RAS módszerrel és az I-divergencia minimalizálásával ka­
po tt előrebecslések megegyeznek.

Bizonyítás, а/ На X  = (£,y) és pi,oj RAS módszerrel kapott, akkor legyen p{ = In pr  
V. = In о .. А értékek (5)-öt teljesítik. Úgyszintén a értékek (10)-et is teljesítik.
Egyszerűen adódik, hogy p(,v. (8)-at is teljesíti, ugyanis

V Jif+vj+ln a j f _ V = J

i,i l)

így ^i/,Pi,Vj optimális megoldáspár.
p. v i

b/ На X  = (£/;.) és ppVj a minimalizálással kapott, akkor legyen pf = e , o ^ - e 1. 
Mivel ezek optimális megoldáspárok, ezért (10)-et teljesítik, azaz £.. = p-a^o.. I

A 2. tételből az ( 1) megállapítást is figyelembevéve nyilvánvalóan adódik az 1. tétel bizonyítá­
sa.

B. Tegyük fel, hogy az (5) feltételi halmaz konzisztens.

Mielőtt ezt az esetet tárgyalnánk, megjegyezzük, hogy (5) konzisztenciájára a König-Hall tétel egy, számítástech­
nikailag is könnyen kezelhető, szükséges és elégséges feltételt ad: Jelentse Q a qualifikációt olyan értelemben, 
hogy f  qualifikált 7.-hez akkor és csak akkor, ha >  0. Jelöljön / =  jl ,  2, . .  . ,  m\ és / =  (l, 2 , . . .  , nj 
index halmazokat. Valamely P C I  index halmazhoz a Q által kvalifikált jC J  indexek halmazát jelöljük 
J(P)-\e 1. Ekkor az (5) konzisztenciájára szükséges és elégséges feltétel az, hogy bármely P C I  esetén a

2> <  2 '  y.
i&P 1 j£J(P)  1 

egyenlőtlenség teljesüljön.

Jelöljön иII (e^) = (eif) egy m X n-es mátrixot, ahol

1, ha %  >  °.
ea = 0, ha * °-

Legyen ll£ll = 2 e .  
í.i /- l|e(/)ll = 2  e... Nyilván ||£|| = 2  He ll = 2  lle(/)ll

i 4 i j

Tekintsük a módosított A,be,c£ elórebecslési feladatot, ahol

( 1 1 )

ß\e) =
ßi + Ildiié 
1 + Ildiié

yj + lk(/)lle
Т Г Й Г

és e > 0 tetszőleges, de rögzített szám.
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Nyilvánvaló, hogy e -  0 esetén ßje) —► (ßj0> = ß.) és yje) —*■ yj0  ̂ (yj0) = y.).

A módosított feladat minden e > 0 esetén kanonikus és így RAS formában előállítható az op­
timális Çjj) megoldás. (2. tétel).

Megmutatjuk, hogy ha " kicsit" módosítjuk a feladatot, akkor az optimális megoldás is kicsit 
módosul, azaz fennáll az alábbi:

3. Tétel. Az optim um  hely folytonosan változik, azaz ha e —* 0, akkor X* —* X* (X* =
= X*).

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy van olyan el ,e2, e k , 0 sorozat, hogy
X* —* X  és X  Ф X*.  Ekkor

ek u

(12) * ( X * ) < * ( X ) ,

mivel az eredeti (e = 0) feladatnak csak egy minimum helye van.

A \p függvény folytonossága miatt:

V(X* + ekE)  —» <p{X*), ha ek - *  0, 
és

<fiiX* ) —* <p(X), ha ek —> 0.
ek k

De ekkor (12) miatt kell, hogy legyen olyan k Q index, melyre már

(13) v(X*0 + ek E)<v(X*e )
0

Azonban X* + e. E  megengedett megoldása az e. -ás módosított feladatnak és (13) ellenté- 
u Ko Ko

tes azzal, hogy X* az optimális megoldás az e, -ás feladatra. I
4  0

A tételnek számítástechnikai jelentősége van. Ugyanis, mint említettük, a konzisztencia a Kőnig- 
Hall tétel feltételével egyszerűen ellenőrizhető, majd a kicsi pozitív e számmal módosított fel­
adat megoldása RAS formában kereshető.

3. ALGORITMUS

Tegyük fel, hogy az (5) feltételi halmaz konzisztens. Ekkor a RAS modell megoldására, az­
az a

F í b - ' r
m

a  = 1 , m ) ,
( 1 * )

( / ' =  1, . . . , « ) ,
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iij = Р{ау°/> O' = 1 , m ; j =  1, . . .  ,n),  (2*)

p.  >  0, 0 = 1, . . .  , m ) ,

Oj > 0, (j = l , . . .  ,n),

egyenletrendszer megoldására kézenfekvő eljárás az, hogy a (2*) kifejezést (l*)-ba helyet­
tesítve adódó

ßi
P i = —n---------

a. = / m
V

i="í Pia ij

egyenletrendszerre iterációt alkalmazunk: 

az iteráció kezdő lépése:

pí0) = tetszőleges pozitív szám. (szokásos például a pj0) = 1 ,  ( / = 1, . .  . , m ) illet­
ve a pí0) = ß., (/' = 1,. . . , m) választás)

az iteráció k-adik lépése:

ct̂  = —  ; ™
2 ’ p{k)cc-

p (k) = -----
n

ß,

r-i '/ i

$ >  = p<*V.a<*>4i/ Hi 4 )

( /=

0 =  1, • - • , /w),

0  = 1, . . . , m ; j =  l , . . .  ,n).

A fenti eljárást a megoldást adó £(/ előállítására már Selejkovszkij alkalmazta a 30-as években 
[11]. Úgy szintén ezt az eljárást javasolják D’ Esopo-Lefkowitz [ 12], és dolgozatunkban az eljá­
rás gyorsaságára és konvergenciájára vonatkozóan kedvező számítástechnikai tapasztalatokról szá­
molnak be. Az eljárás konvergenciájának bizonyítását azonban csak később Bregman [13] adta. 
Természetesen azon feltevés, hogy az (5) feltételi halmaz konzisztens, a p(k) és о^к) konver­
genciáját nem biztosítja. Azonban számos — főleg közlekedési áramlási — előrebecslési feladat­
nál szükséges a pf,o. értékeknek ismerete is, ezek ugyanis közlekedési modelleknél ’’taszítási”, 
illetve ’’vonzási” együttható szerepet töltenek be, és a kibocsátó, illetve fogadó helyekre jellem-



zőül szolgálnak. Ilyenkor célszerű a fenti, 2.B. alatt leírt módosítást kicsi e >  0 pozitív szám­
mal elvégezni. A 3. tétel szerint ekkor a £.. megoldás is csak kicsit tér el a ténylegestől, és eb­
ben az esetben már módunk van a p^o^ közelítő értékének meghatározására is.

Az elmúlt években az Intézetben több különböző megbízásként (ÉVM Pécsi Tervező Iroda, UVATERV, VÁTI, 
KÖTUKI) foglalkoztunk a RAS modellel, mint a közlekedési és a tömegáramlási modellek részfeladatával és a 
modell megoldó algoritmus gépi programjának elkészítésével.
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S u m m a r y

ON THE PREDICTION OF THE INPUT-OUTPUT TABLE

In this paper we are going to show that the RAS method of prediction of the input table can 
be considered as a task of mathematical programming. From this fact the existence and the 
uniqueness of the solution of the RAS simply follow.

Р е з ю м е

О ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЙ ОЦЕНКЕ ТАБЛИЦЫ ВВОДА -  ВЫВОДА

В э т о й  р а б о т е  мы покажем,  ч то  модель  RAS, служащую д ля  
п р е д в а р и т е л ь н о й  о ц е н к и  таблицы в в о д а  -  в ы в о д а ,  можно р а с с ­
м а т р и в а т ь ,  как  з а д а ч у  м а т е м а т и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я .  
И с п о л ь з о в а н и е  э т о г о  факта  д а е т  в оз м о жн о ст ь  л е г к о  п о л у ч и т ь  
с у щ е с т в о в а н и е  и е д и н с т в е н н о с т ь  решения модели  RAS.
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