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Siknak tekintett terepen két vagy tébb pont kizé
dutvonalat kell fektetni, amikor a terepen egy
Q=Q(x,y) sulyfelilet izovonalai [yi=yi(xi)]
adottak és az izovonalak kizitti sdvok, teriiletek
stlydt dllandonak tekintjik.

Keressitk a 2Qisi minimumdat, ahol Q; a sdvhoz
tartozé sulyt, s; pedig a sdvot dtszelé Wvonalsza-
kasz hosszat jelenti. A szerzd levezeti azokat a fel-
tételi egyenletrendszereket, amelyek kielégitése iterd-
c168 uton elvezet a megolddshoz.

Kuderil, dinamikus programozdssal vald koriil-
ményes megszerkesztésnél lényegesen egyszerdibb
eljardashoz jutunk. A stdlyok tobbféleképpen jelent-
kezhetnek, példdul szdrmazhatnak az dtvonalon
vald végigjutds idejébdl, az Epitési koltségbll stb.

Derékszogli koordinata-rendszerben legyen adva
két pont (A és B) és egy gorbesereg: vy, =y,(z,),

Ya=Ya(Za)s -« -» Yi=il®s), - o» Yn=Yn(Zn). Ezek a
gorbék egy adott felillet, @=Q(x, y) izovonalai,
amikor @) silyt jelent. Fektessiink a két pont kozé
egy sokszogmenetet, amelynek oldalai: sy, s,
.s 8n—1, SB, a sarokpontok pedig: 4,
1,2, ...,% ...,m, B (I dbra). Az egyes oldalak-
hoz tartoz6é silyok legyenek: Qu, @y, @, ...,
Qiy -y Qu—y, @p, amikor az egyes sulyok azokra
a mezbkre érvényesek, amelyek a gorbék kozott
talilhatok. Példaul a @, sily az y,=y, () és
Yo=1y(x,) gorbék kozotti mezbre vonatkozik.
Ezek szerint egy vagy két izovonal &ltal hatérolt
teriileten beliil a sulyt 4llandénak tekintjiik.
frjuk fel a sokszogmenet oldalainak sulyozott
Osszegét:

Sy« ey 8y ..

-

1. dbra.
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t=n—1

Sap=Q4s4+ Z Qisi+Qpsg

i=1

Vizsgéljuk meg, hogy a végtelen sok sokszig-
menet koziil melyik jeloli ki S4 p-nek minimumét.
Az s oldalakat kifejezve irhatjuk:

SAB:QAV (21 —24) %+ [yy(2) —y4]* +
i=n—1

+ ) Q@i — %)+ [Yir(@irs) — yi@i 2 +

“=1

+Qz) (x5 —2n)2+ [y B — Yn(xa)]?

Képezziik az z,z,, ..., ;, ..., 2, szerinti dif-
ferencidlhdnyadosokat és tegyiik azokat nulldval
egyenlGvé:

Q(c08 p4+8in g4 tg ay) ~ Qy(cos g+
+8in gy tg ay) =0

Q(cos @, +sin ¢, tg ay) — Qy(cos ,+
+8in @, tg op) =0

Q;- 1(c0s @i +8in ;_ 1 tg o) — Qu(cos i+
+-8in @; tg o) =0

@Qa- 2(cos Pn-2+8in Pn-2 tg an_1)—

— Qn-1(CO8 Pu_1+8in @p_1 tg oty 1)=0

@n-1(co8 Pu_y +5i'n Pn-1 tg on)—
—Qp(cos pp+8in gpp tg ay) =0

ahol
— x4
cos zp‘;=x1
S4
cos e
B:
P Py
Xirq—%¢
ook gy= S =%
8§
! %) — Y4
sin g4 = yi(xy) —y
sS4

sin pp= SB_Unes) —8?2"(%)
Yi (@i ) — yili)

sin @i = p
i

és a; az y;=yi(x;) gorbe i pontjdban a gorbéhez
hiazott érinté irdnyszoge.

A megfelelé goniometriai étalakitdsok utén fr-
hat6:

Q4 cos(pa— ;) —Q; cos(p,—a2y)=0
@y cos(py— xy) — Q@ cO8(py—ay) =0

Q- 1 €08(@i- ; — o) — @; cos(pi— ;) =0

Q- 9 COS(Pp— g — Gy 1) — (4 1 €08(Pn- 1 — Xn 1)=0
Qn- 1 COS(Pp— 17— %n)— (O cos(pp—ay)=0
Az egyenletrendszer barmelyik Q-értékkel oszt-
haté, példdul Q;-vel osztva:

Ayq COS(p4 —0ty) — A, COS(py—ay) =0
Ai—q COS(@i_ y — or;) — cos(pi— o) =0

An-1 COS(Pp—y— 0tn) — Ap COS(Pp—an) =0

Ez az egyenletrendszer azt jelenti, hogy az
A és B pontok kozotti sokszogmenet akkor adja
S4p-nek szélsé értékét, ha a sokszogmenet bér-
melyik sarokpontjit tdmadé két vektor eredéje
a sarokponton &tmend y=y(x) izovonalnak a sa-
rokponthoz tartozé normélisiba esik. fgy az i sa-
rokpontot tdmadé két vektor eredGje, R; az i pont-
hoz tartozé normélisha (N;) esik. A két vektor
skaldrértéke @; vagy I, illetve Q;_, vagy A,
irdnyukat az i és i+ 1, illetve az i és i — 1 pontok
adjak meg, a vektorok értelme az i pont felé
mutat.

A 2 relativ silyok bevezetése nem sziikség- ,
szer(i, a gyakorlatban az egyszeriiség indokolhatja, N
kiilonosen akkor, ha a silyoknak az ardnya kony-
nyebben megadhaté.
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3. dbra.

Az extrém eseteket (példdul o, =90°) nem vizs-
galjuk, mert gyakorlatilag ezzel szdmolni nem
kell, masrészt a koordinata-rendszer tetszélegesen
vehetd fel.

Teljesen vildgos, hogy a fenti egyenletrend-
szert kielégité sokszogmenet csak kozelitéssel, ite-
réciés aton hatérozhaté meg.

A 2. dbrdan rajzban adva van a két pont: 4 és B,
valamint a silyfeliilet izovonalai, az y=y(x) gor-
bék. Két izovonal kozotti sdv sulyét a két izo-
vonal sulydnak édtlagaként tekintjiik. Ennél a vi-
szonylag egyszer(i stlyfeliiletnél egyszerfien be-
lathaté, hogy a keresett sokszogmenet 4 pontbél
indulé szarnya a normalis sokszogmenet (4, 1,,
2, ...) és a két pontot osszekotd egyenesszakasz
kozé esik. Jelolje ki az els6 lépés az A, 1, 2,,

, 9o, B sokszogmenetet. Léathaté, hogy az R;
ered6 nem esik bele az 5 o ponthoz rendelt normélis’
ba (N5 ), att6l B szoggel eltér, igy a sokszogmene-
tet a ra]zon lathaté iranyban kell elforgatni, eset-
leg tobb lépésben addig, amig az A, 1, 2,3, 4,
4, B sokszogmenethez jutunk, amely a stlyozott
oldalak Osszegének szélsé értékét adja. Esetiink-
ben egyértelmiien megallapithaté, hogy a szélsé
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érték abszolit minimumot jelent. Ennek vizsgi-
latdét minden gyakorlati esetben el kell végezni.

Elvileg el6fordulhat ugyanis, hogy a feltételi
egyenletrendszert tobb sokszogmenet is kielégit-
heti. Gyakorlatilag az ilyen eset a ritkasiagok kozé
tartozik, de ha el6fordul, az abszolit minimum ki-
jelolése gyakorlatilag egyszerd.

Kiilonlegességnek szdmit az az eset, amikor
az izovonalak pérhuzamosak és az AB egyenes- .
szakaszra merdlegesek. Ebben az esetben az ab-
szolit minimumot az A B egyenesszakasz adja meg.
Ilyen azonban a gyakorlatban nincsen.

Ha az izogorbéket sfiritjitk, a sokszogmenet ol-
dalainak szdma novekszik és kozelit egy, az 4 és
B pontok kozé fektetheté gorbéhez.

A 3. dbra viszonylag egyszerii sulyfeliiletet ab-
razol. Mivel az izovonalak az AB egyenessza-
kaszra merdleges irdnyt6l nem nagyon térnek el,
azért a minimumot biztosité sokszogmenet sem
lényegesen tér el az AB egyenesszakasztol.

A 4. dabra egy gyakorlati esetet mutat be. Egy
rézérces el6forduldsban a banyaiizem szintmezejét
dbrézolja. A két pont, A és B két fiiggbleges akna.
A két aknat szintfolydsoval kell 6sszekotni. Az
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5. dbra.

éroesedés nem egyenletes, a mez6 kozepe gazda-

gabb, igy a szintfolyos6 fajlagos koltsége, a mé-
terenkénti veszteség valtozé. Az izovonalak 4ltal
hatérolt teriileteken a Cu-tartalom rendre: 4; 2;
1; 0,5; 0,25%,. Ennek megfelel6en a kalkulélt vesz-
teség legyen rendre: 100, 200, 400, 800, 1600 §/m.
Keresni kell azt a sokszogmenetet, amely mellett
a szintfolyosé vesztesége a legkisebb.

Megfelels iterdcids eljards utdn a minimumot az
A, a, b, c, d, e, f g h B sokszogmenet biztositja.
Ennek a sokszogmenetnek nem sulyozott hossza
2420 m, az AB egyenesszakasz hossza pedig
2300 m. Ezzel szemben a silyozott sokszigmenet
értéke 138.10° §, az egyenes szakaszé pedig
164.10* $, azaz a kiilonbség 26-10* $. Emellett
elénynek kell szdmitani azt is, hogy a sokszog-
menet jobban simul az ércesedés siirfiségéhez,
mint az AB egyenesszakasz.

A két pont kozotti sulyozott soksziogvonal esete
utdn térjiink ra a tobb adott pont esetére. A kony-
nyebb éttekintés érdekében legyen csak hdrom
adott pontunk (5. dbra). Keresni kell egy olyan O
pontot, amelyet a harom ponttal (A4, B, () silyo-
zott sokszogmenetek kotnek oOssze tgy, hogy a
harom sokszogmenet silyozott oldalainak Osszege
a legkisebb legyen.

Az el6zbek alapjan a feltételi egyenletrendszer
felirhat6:

Q4 co8(Ps—oay)—Qay COS(Qa;—ay)=0
Q41 CO8(Pay—ap) —Qap COS(Pag—as) =0

Q4(n-1) COB(PAm-1)— Xan)—

— Q40 cO8(Pa0—xan)=0
Qp cos(pp—ap) — Qpy COS(Pp—ap)=0
@By cos(pp— xpy) — @ ps COS(Ppy—op,) =0

QB(m-1) COS(PBM— 1) — %Bm) —

—Qgo cos(ppo — otpm) =0
Qo cos(pe—x0;) — Qoy co8(pey —20y) =0
Qer cos(@o, — os) — Qg c08(Poy— otpy) =0

Qetr- ) co8(@otr- 1 — oor) — Qoo co8(poo — xer) =0
Q40 €08 Pa0+@po o8 Ppo+ Qoo COS Poo=0
Q40 8in pa0+ @Qpo sin @ro+ Qco 8in pgo =0

Az utébbi két feltételi egyenlet azért alakult
igy, mert a keresett O pontot nem kotottiik hozzé
egyetlen egy meghatdrozott izovonalhoz sem.

Az egyenletrendszérbdl kovetkezik: az O pont-
hoz akkor tartozik szélsé érték, ha az O pontot
kozvetleniil tdmad6 vektorok eredGje zérus értékii,
tovabbd a sokszogmenetek sarokpontjait (1, 2,
ceayy 1,2, oooym; 1, ,2 ..., 1) témadS két vek-
tor eredGje az izovonalnak a ponthoz rendelt nor-
malisdba esik, amikor a vektorok skalérértékei az
el6z6ekben foglaltaknak megfeleléen rendre a si-
lyok, irdnyukat a két-két sarokpont adja meg, ér-
telmiik pedig a pont felé mutat.

A keresett O pont kijelolése itt is csak egymést
kovet6 lépésekkel, iteracioval lehetséges. Ha elfo-
gadjuk azt, hogy egy vagy két izovonal altal ha-
tarolt teriileten a suly allandé, akkor az O pont-
b6l indulé harom sokszogoldal (0—n; O—m;
O —r) egyméssal 120°-0s szdget zirhat be, de csak
akkor, ha a keresett O pont nem esik egybe vala-
melyik adott ponttal.

A pontossig fokozdsa érdekében célszerii kell6
tdjékozodas utan az O pont virhaté helyének kor-
nyékén a rajzban adott izovonalakat sfiriteni,
hogy a sokszogmeneteknek utolsé oldalai (s40,
880, Sco) minél rovidebbek legyenek, s6t megtehet-
jik azt is, hogy az iterdci6 sordn az egyes lépések
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6. dbra.

- O pontjain dtmend izovonalat megszerkesztjiik.

Errél még a késébbiek sorén szé lesz.

Ha az adott pontok szidma héromnal tébb, ak-
kor a fenti oOsszefiiggéseket értelemszeriien kell
alkalmazni.

A6. dbra egy ujabb feladat megolddsihoz vezet.

en adva az egyszer(iség kedvéért hdrom
pont (4, B, C), tovabba az izovonalak [y;=
=y;(x;)]. A silyos sokszogmenetek sikjaban le-
gyen adva egy gorbe vonal (nem izovonal),
amelynek egyenlete legyen u,=v,(z,). Keresni
kell az y,=y,(x,) gorbének azt az O pontjit,
amelyet az A, B és C pontokkal silyozott sok-
szogmenet kot Ossze Ggy, hogy a sokszogmenetek
{ANT Y iy O By, OO oy, #50) 8-
lyozott értéke a legkisebb legyen.

Konnyfi beldtni, hogy a feltételi egyenletek az
n, m és r pontig ugyanazok, mint voltak akkor,
amikor az O pont szabadon volt vélaszthaté.

Most, amikor az O pont csak az y,=v,(z,) gorbe
pontja lehet, az utolsé feltételi egyenlet:

Q40 cos(pao—ay)+@po cos(@po—ag) +
+ Qoo cos(pgo — otg) =0

Ez azt jelenti, hogy az O pontot kozvetleniil té-
madé vektorrendszer eredGje az y,=y,(z,) adott
gorbének az O ponthoz rendelt normaliséba esik.

Most térjiink vissza az 5. dbrdhoz. Amikor a vég-
leges O pontot keressiik, az iterdcids eljards elsd
lépésében egy O, pontot vesziink fel, ehhez meg-
szerkeszthetjiik a rajta dtmené izovonalat: y, =
=Yanl®y). Az O, pontot akkor vettiik fel j6l, ha
most az ott megadott utolsé két feltételi egyenlet
helyébe a

Q 40y co8(@a0,—20,)+ @ poy cOS(PBO— %0y) +
+Qco, 08(pgo;—x0;) =0

feltételi egyenlet lép, azaz az O, pontot kizvet-
leniil tdmadé hérom vektor eredfje az y,=

5000

,-“ 1 | &5 @ 2N - 2 /ik
SN\ S 3 \ / g .
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7. dbra.
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8. dbra.

=¥yn(®y) izovonal O, pontjdhoz rendelt norméli-
sdba esik. Természetesen az els6 lépéshen ez élta-
laban nem kovetkezik be. A kovetkez6 lépésben,
illetve lépésekben ezt az eljardst ismételni kell,
mig a gyakorlati igényeket kielégité O ponthoz ju-
tunk. Ez a mddszer pontosabb megoldéshoz ve-
zet, mint az a mddszer, amelynél a keresett O
pont kérnyékén nem sfiritettiik az izovonalakat.
Barmelyik mddszert is kovetjitk, az iterdcids el-
jards koriiltekintést és kell6” gyakorlatot kivén,
szerencsére a gyakorlatban a pontossig tilzott
fokozésdnak nines értelme, mert a sulyozott ér-
ték (S) alig valtozik, ha a valédi O pont helyett
egy O’ pontot jelliink ki, amikor az 00’ tavolsig
nem nagy.

A 7. abra egy gyakorlati esetet mutat be. A fel-
adat hasonlit ahhoz, amelyet a 4. dbrdn lathat-
tunk. Az A adott pontbdl elindulva folyosét kell
kihajtani gy, hogy a mésik végpontja a B adott
ponton dtmend adott E egyenes egy pontja, és a
kihajtds koltségvesztesége a legkisebb legyen. A
meddGben hajtott folyosé koltsége 1600 $/m. Az
ércesedés fokaval vsszefiiggden a folyoséhajtas faj-
lagos koltségvesatesége csokken. Igy az izovonalak
megszerkesztheték, illetve szintén adottak. Mi
csak a veszteségfelez6 izovonalakat, illetve savo-
kat tiintettiik fel. fgy példdul a 4-gyel jelolt siv
azt jelenti, hogy a sivon dthaladé folyosdszaka-
szon 400 $/m az 4tlagos veszteség.

Az elméleti osszefiiggések ismeretében egyér-
telmtien meg lehet dllapitani, hogy a keresett G
gorbe merGlegesen érkezik az adott K egyenesre.
A részletes szerkesztést és az ismétléseket mellGzve
a minimumot biztosité ¢ gorbe az E, pontban
éri el az K egyenest. A G gorbét az izovonalak
stiritésével lehetett megkozelitGen elGallitani.

Természetesen a veszteség teljes értéke is szé-
mithaté. Ez a @ giorbe esetén kereken 80-10* §.
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Ha az A és B pontot egyenessel kotjiik oOssze,
akkor teljes veszteség kereken 230-10' §, a kii-
lonbség tehat 150-10* $.

Ahogy a 4. dbra esetében, tgy itt is elmondhat6,
hogy a G girbe elénye még az is, hogy j6l simul
az ércesedéshez.

Természetesen, ha a célszerliség gy kivanja,
a gorbe szakaszosan kiegyenesithetd.

Ismerkedjiink meg még egy alapvets feladattal
(8. dbra). Legyenek adva rajzban a silyos feliilet
izovonalai: yu,=yu1(%4), Yas=yas(%43),- - - Yym=
=YB1(Tr1), YBa=YB2(Tms),- .., legyen adva rajz-
ban az alapsikon egy y,=w,(%,) gorbe, ezen egy
pont: V, legyen adva az egyszerfiség kedvéért csak
két pont: 4, B, és végiil legyen adva az y,=1y,(x,)
gorbéhez rendelt @, sily.

Keresni kell az y,=wyq(x,) gorbén egy olyan
O pontot, hogy

S‘:QASA.‘*‘QAP?AI"‘ eidie +QAO'3AO -
+Qpsp+ QB8+ - . . +@BoSBo+
+Q 0V
a legkisebb legyen.

Fejezziik ki az ov gorbeszakaszt:
ToV

OV = f V142 dx,
Z50

Az 84, S4y,..., SA0; SBs SBy-.-» SBo egyenes-
szakaszok az el6zkben megismert médon fejez-
hetdk ki.

Felirva az x4y, ®4s,..., T40; TB; By, ... TBO’
x, szerinti differencidlhdnyadosokat, a feltétel!
egyenleteink megfeleld goniometriai atalakitdsok
utan:

Q4 €08 (pa—oay)—Qay €08 (pa;—xa,)=0
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Yo=Yp(X) |

i 170 ..
35 |

9. dbra.

Qa1 €08 (Pay—%4y)—Q a2 08 (Pay—24,) =0

Qp cos (pp—op;)—Qp, co8 (@p—op)=0
Qpy €08 (@py—apy)—Qpy CO8 (Ppy—apy) =0

Qa0 cos (pao—uxg0)+@ro cos (pro—ae0)+ Q=0

Az elézb6ek alapjén ez a feltételi egyenletrend-
szer mar konnyen értelmezhets. Kiilon figyelmet
csak az utols6 egyenlet érdemel: az O pontot koz-
vetleniil tdmadé hérom vektor ereddje az y,=
=y,(x,) adott gorbének az O ponthoz rendelt
normélisdba (N,) esik, amikor a skaldrértékek:
Q 40, @po és Q,. Az els6 két vektor irdnya és értelme
mér ismerGsen adott, az y,=y,(r,) gorbéhez
rendelt vektor irdnya pedig az O ponthoz tartozé
érintG, értelme a V ponttél az O pont felé mutat.
A V pont helyzete tehit csak @, skaldrérték(i vek-
tor értelmét hatdrozza meg, ez azt jelenti, hogy
az 0 pontbdl indulé félgorbén a V pont barhol le-
het.

A 8. dbra egyben szamszer(i példat is bemutat.

Ha az y,=y,(x,) gorbén kiviil tébb pont is
adott (4, B, C, D,...), akkor az eljarast értelem-
szeriien kell alkalmazni.

A 9. dbra egy egyszerii feladatot mutat be a bé-
nyédszati telepitések korébSl. Az adott 4 pontbdl
el kell jutni fold alatti irdnyvéagattal az ya,=
=y4,(24,) izovonalig, majd lejtés akna kovet-
kezik az y4,=y4.(%4,) izovonalig, innen a kiilszi-
nen az y,=y,(x,) egyenes péalyan szillitészalag

vezet az adott V' pontig. Az adott pontbdl ugyan-
csak fold alatti irdnyvégattal jutunk el az yp, =
=yp(%p,) izovonalig, majd lejtés aknédval az y 5, =
=Yynpy(*py) izovonalig, mig a kiilszinen szalaggal
kotiink rd az y,=1y.(z,) egyenesre.

A feladat szerint az Y ,=y4.(*4,) nemcsak
izovonal, hanem egyben egy adott kényszerpélya
is, azaz egyben %o =vu(%y). Keresni kell tehit
az O, pontot, mint az y,=y,(z,) egyenes és az
Yor=Yo(%o) gOrbe metszéspontjdt, mds széval
az Y,=1,(%,) egyenes irdnya elére nem rogzitett.
Ugyancsak keresni kell az el6z6ek szerint mar rogzi-
tett y,=yo(x,) egyenesszakaszon az O, pontot. Az
egyes stlyok rendre: 4 A, silya 42, 4,0, silya 70,
0,0, stlya 25, O,V silya 22; BB, silya 50, B,B,
salya 70, B,0, sulya 35. A silyok relativ silyok.
A megoldés: R4, ereds az ya,=14,(%4,) izovonal
A, pontjdhoz rendelt normélisha, Ro, az y,=
=Yu(%,) gorbe O, pontjihoz rendelt normélisba;

B, 8Z Y By =Y By (% p,) izovonal B, pontjahoz rendelt
normélisba; Rp, az yp,=Yps(%p,) izovonal B,
pontjéhoz rendelt normélisba; és végiil Ry, az
Yo="o(%,) egyenesszakasz 0, pontjahoz rendelt
norméalisba esik.

Természetesen az dbrén lithaté megoldds ite-
rdciés eljards végeredménye.

Ha a gyakorlat a minimumot biztosité megoldis
helyett mést vélaszt, akkor a szdzalékos novekedés
konnyen megadhaté, amib6l természetesen a kolt-
ségnovekedés is szamithatd.

Az ttvonaltervezések néhiny alapvets elméleti
Osszefiiggésének megismerése nemesak bényészati
feladatok megoldésaban haszndlhaté fel, de min-
deniitt, ahol Gtvonalak, vezetékvonalak stb. ter-
vezésérdl van szoé.
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