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gazdagabb szénvagyonnal rendelkező országok is 
igénybeveszik.

A szénbányászat részéről azért tarto ttam  
szükségesnek e kérdésekre utalni, mert nem két
séges, hogy azonos mennyiségű és minőségű szén
ből a felhasználás helyes, vagy helytelen mértéke 
szerint több, vagy kevesebb energiát lehet elő
állítani.

Energiagazdálkodásunk akkor szolgálja a nép
gazdaság érdekeit, ha a széntermelés eddigi kizáró
lagos mennyiségi, extenziv úton való növelése he
lyett rátér arra az intenzív útra, amelyet a nemesí
te tt energiahordozók termelésének széleskörű növe
lése jelent.

Szénbányászatunk műszaki fejlesztési alap 
vető feladatainak megoldásához a következetesség 
mellett a szakmai színvonalnak szakadatlan eme
lése is szükséges.

E feladatok megoldásából a szénbányászat
ban dolgozók minden egyes rétegének teljes erővel 
ki kell vennie részét és fokozottabban kell az 
üzemi párt- és szakszervezeti szervek segítségére 
támaszkodni. E célok a műszaki dolgozók szá* 
mára különösen szép és újszerű feladatokat jelöl
nek meg, amelyekért a Központi Vezetőség hatá 
rozata értelmében a szénbányászat összes dolgozói 
következetesen harcolni fognak.

A feszültségeloszlás alapösszefüggései
Z A M B Ö . J Ä N O S  oki. bányamérnök, a műszaki tudományok doktora, egyetemi tanár

З а м б о  Я н о ш ,  горный инженер, доктор технических наук, профессор:
ОСНОВНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НАПРЯЖЕНИЙ.

Dipl. Berging. J . Zambó, Doktor der teclm. Wissenschaften, Universitätsprofessor:
Die grundlegenden Zusammenhänge der Spannungsverteilung.

J . Zambó, mining eng., doctor of technical sciences, prof at the University:
Basie equations of stress-pattern.

J . Zambó, ing, dos mines, docteur dos sciences techniques, professeur ä l’université :
Equations fondamentales de la distribution des tensions.

Boussinesq vezette le elsőnek 1885-ben a koncentrált erő hatására keletkezett feszültségeloszlás 
összefüggéseit. Ezeket az összefüggéseket Boussinesq-egyenleteknek is hívják. A koncentrált P  erő 
a végtelen féltér felületén arra merőlegesen hat. A féltér anyagát súlytalannak és izotrop-rugalmas- 
nak tételezi fel [1].

1900-ban Michell a matematikai rugalmasságtan szigorú alkalmazásával vezette le a végnélküli 
vonalterhelés összefüggéseit. Az anyagra vonatkozó feltételek megegyeznek az előbbiekkel. Michell 
összefüggéseit nem a Boussinesq-egyenletekből nyerte integrálás útján  [2].

1939-ben Ohle kétségbevonta a Michell-egyenletek általános érvényességét. Xem tartja  helyes
nek, hogy a Michell-egyenletek bármilyen Poisson-szám mellett ugyanazon feszültségeloszlást adnak [3].

Terzaghi és Fröhlich és még mások is megemlítik, hogy a Michell-egyenletek a Boussinesq- 
egyenletekből levezethetők. Magát a levezetést azonban nem adják meg [4, 5].

Pöschl megadott egy feszültségfüggvényt, amelyből a Iioussinesq-egyeriletek nyerhetők. Weber 
kim utatta, hogy felszíni koncentrált erő és felszíni vonalas terhelés feszültségfüggvényei egymásból 
leszármaztathatók differenciálás, illetve integrálás útján.

*

Rövid tanulmányunkban igazoljuk, hogy a Michell-egyenletek a Boussinesq-egyenletekből 
levezethetők egyszerűen integrálás útján. Ezt követően felhívjuk a figyelmet néhány eddig nem ismert 
összefüggésre. Végül rám utatunk egy látszólagos ellentmondásra, amelyet a további kutatásnak kell 
tisztáznia.

Mindenek előtt rá kell m utatni arra, hogy Ohde fejtegetései véleményem szerint azért nem 
érintik a Michell-egyenleteket, mert Michell egyenletei izotrop rugalmas, Ohde lehozott összefüggései 
pedig anizotrop rugalmas anyagra vonatkoznak.

Boussinesq nyomán írjuk fel az izotrop rugalmas és súlytalan végtelen féltér feszültségálla
potát, ha a felszínen arra merőleges koncentrált P  erő hat.
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r és ú a végtelen térfél tetszőleges pontjá 
nak koordinátái, az a vertikális, oh a radiális, at 
a tangenciális normálfeszültség és végül т a oz- 
és au-hoz tartozó nyírófeszültség.

Terheljük meg a súlytalan, izotroj» rugal
mas térfelet a felszínen végnélküli egyenes vo 
nalon működő q intenzitású terheléssel (1. ábra). 
A féltér egy A pontjában keressük a g z vertikális, 
ah horizontális normálfeszültségeket, valamint az 
ezekhez tartozó f  nyírófeszültséget.

Az ^-tengelyen ható q dy terhelés kon
centrált terhelésként kezelhető, tehát az (1) 
egyenlet-csoport alapján felírható :

3 qdy

1. ábra =  0083

dahr =  - J Ä - 1cos2 xy (3 cos ■&,, sin2 &y — —— — ----------
*-* 2 nf2 l l m 1 -f  cos

- )  — sin2 X y  — — -  í cos ú „ --- r — - - — ö t )  }
г, ) m l  1 -f  cos §y ))

3 q dy „ „ . „
dr =  1 cos2 sm

( 2 )

2 7ГГ2У

Az ű 5 c , illetőleg & c d e  derékszögű gömbháromszögek segítségével írhatjuk :

illetőleg
cos dy =  cos ú cos ^  és sin új, =  |/l  — cos2.ú cos2 <py

S i n  X y
sm cpy 
sin

Ezen két utóbbi egyenletből következik :

S Í n 2 X y

cos2 xv =

sin2
1 — cos2 d cos2 cpv 

sin2 d cos2 cpv
m 1 — cos2 d C O S2 cpy '

Az ábra alapján érvényesek a következő összefüggések :

r,, = -------- és у  =  r tg cpv
COS cpy

7 r d c p

dy = ----
COS2 C p

(3)

(4)

(5)

( 6)

amiből adódik, hogy

ha (p helyett egyszerűen cp-t írunk.
Helyettesítsük ezen utóbbi összefüggéseket a (2) egyenletcsoportba és oldjuk meg egyenle

teinket a,. áh x és r-ra :

Gz =
3q
nr

cos3 d cos3 cpdcp 
•> ú

Jh,x я í
1nr

3 cos d sin 2ú I cos3 cp d cp
m — 2 .

m
-  sm2

r cos2 cp d cp
J  (1 — cos2 d cos2 cp) (1 -f cos & cos cp) 
о

г а га cos * / г
cos cp sin2 cp d cp • m — 2

cos2 d cos2 <p + J ő
sin2 cp d cp_____________________ 1

cos2 d cos2 cp) (1 -f- cos d cos cp) / ( ? )

3 П í*
T =  — — cos2 ú  sin ú  COS2 cp d cp 

nr J
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Az integrálások elvégzése után nyerjük :

-  2 Ч O Q
Gz — ------- —  C O S 3 V

я r 

— 2 q
ah,x — ----— cos § sin2 #

я r
2 q

T  = --------—  cos2 fi sin ű
n r

( 8 )

A (7) egyenletcsoportban a második egyenlet jobb oldalának 2—4-ik tagja együttesen 0 értéket 
ad. .Jelöljük ezen egyenletünket az alábbiak szerint :

h,x '■ ± - f
я r \

Az egyes integrálértékek rendre :

' ■ = T

3 cos # sin2 & Ii \ (9)

r„ — sin # / # ctg#
"2 — cos2# \ 2 sin2 # 2

T _ sin #
(c tg#  — +  #)1 :i — cos2#

h  =
sin# ( » ctg#
cos2 # l 2 sin2 # 2

+  T - *
( 10 )

Helyettesítsük a (10) egyenletcsoportot a (9) egyenletbe. A behelyettesítés a (8) egyenletcsoport 
második tagjának helyességét igazolja.

Az ábra és az eddigi összefüggések alapján az у irányú szintes normálfeszültség is kifejezhető :

ah.y =  — — 13 cos #  J  cos (p sin2 ydcp
m

m — 2 . Г cos* <pdm
-------- cos & sm2 # —--------- -4—7----

m J 1 — cos2 § cos2 9?
о

m — 2 .
H---------- sm2 #

Г sin2 q> d <p
I (1 — cos2 # cos2 9?) (1 4* cos # cos <p)

n
T

cos2 q>d cp

Jm J ( 1 — cos2# cos2 99) ( 1 +  cos# cos <p)l
0

Jelöljük egyenletünket ismét az alábbiak szerint :

|з  cos # /; — CT~ 2 (ió +  i ó  —h,y 71 Г m

( íi)

( 12 )

Az egyes integrál értékek rendre :

/I =■

ló =  I±

Г3 =  cos # — 7;t

h  =  h

Helyettesítsük ezen egyenleteket a (12) egyenletbe :

h.y 4Я  Г
COS # —— — f cos # — (72 -f- Io — 74) j) =  —— —  cos # 

m i n) т я г

Ez az eredmény természetesen megegyezik a rugalmasságtanból ismert tétellel :

-  1
'h.ll = --  (ffzm

2 q
aii,x) — ----—— cos #

(13)

(14)

(15)
m n r

A 2. ábra alapján ismert módon térünk á t a vonalterhelésről a sávterhelésre. Érvényesek az
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alábbi összefüggések :
x =  z tg ß 

z d ß  
cos2 f) 

— r cos ß 
rdf)

dx =

(16)

dx =  -
cos ß

Ezek alapján :

az =  — q I co s2 ß d & — я Г 1 К:
2 (•' . (7

Oh x — — 5 I sin- ß d ß =  — 
JT J  JT

sin 2?? 4- #

sin 219 +  ! 1J
2 J Ci

( П )

2. ábra

9  * 2
—  a í  sin  #  cos ß d ß =  -  [s in 2 $  ]12
I  J  Я ' b.

Az у tengely irányában működő horizontális normálfeszültség is hasonlóan fejezhető ki :

/ dß =  - ^ - ( ß ,  — ß t) m n / и  л
í .

A megoldás helyes, mert ide vezet a rugalmasságtan ismert összefüggése is :

=  ----( ffz “f" a h,x)  = --------— ($ 2  $ l )m m ír

■2 q
(18)

(19)

A (8) egyenletcsoport második egyenlete és (14) egyenlet azt m utatják, hogy általában 
dh x -í v. A terhelés vonalára merőleges síkban azonban vannak vonalak, amelyek pontjaiban 

г =  í(. Ezeket a vonalakat nevezzük a horizontális normálfeszültségek izobár vonalainak. Ezek
egyenlete kifejezhető a fent említett két egyenlet alapján :

sin ß =  - 33;- (20)
j m

Ezen egyenlet a terhelés pontján keresztülmenő egyenessereg egyenlete.
Hasonlóképpen a (17) egyenlet második egyenlete és a (18) egyenlet szerint általában 

ohx oh y. A megterhelt sáv középvonalára merőleges síkban vannak vonalak, amelyek pontjaiban 
Wh x =  dh . Ezen izobárok egyenlete az előbbi két egyenlet alapján kifejezhető :

cos (#2 +  #i) sin ($2 — #j) _  m — 2 

ß 2 — ß y  ~  m

Ha m =  2, akkor ezen egyenletünk igen egyszerű:

* - * - ■ 7 ' ■

azaz egyenlőszárú hiperbola, m >  2 esetben is viszonylag könnyen lehet a görbéket megszerkeszteni.
A görbék pontjaiban ohx — oh . A kétfelé osztott térfél egyik részében ah x<f ah és meg

fordítva.
Oh x =  ct2, ha sin2 ß =  cos2 ß . Ez pedig csak ß =  ±  45° esetében áll. A (20) egyenlet alapján 

mondható, hogy d z =  ah,x =  ha ß — ±  45° és m =  2.

( 21 )

b.x °v ha

ßz +  ß\ —

Ez esetben azonban 0 h,x dhy. így tehát ot — ohx — dh y. ha m =  2 és ß2 +  ß, =  — .

Ha a végtelen térfelet mindenhol q terhelés borítja, akkor a (17) egyenletcsoportban

£  = f  és d'



Dr. Zambó J.: Feszültségeloszlás alapösszefüggései Bányászati Lapok 1956. 1. sz. 15

és így :
(Jz —  q

°h,x = q  <23)
г — 0

Ezen utóbbi esetben a (18) egyenlet pedig az alábbi lesz :

ah,v =  -2 q (24)m
Az első látszólagos ellentmondás tehát a következő :

a h,x *  a h,v

A teljes végtelen térfelet borító terhelés esetében ugyanis, természetesen homogén izotrop rugal
mas anyagban ол.я-пек meg kellene egyeznie o h .y -al. Az egyezés csak m =  2 esetében van meg.

Ezen utóbbi esetre érvényes a matematikai rugalmasságtan ismert összefüggése is :

Eí  [(1 —  p 2) o h —  p  (1 +  p )  a z  I =  0

amiből következik, hogy

M Gz _ ___
1 — a  2 m- o z

A (18) és (24) egyenletek nem adják ezen utóbbi összefüggést, csak abban az esetben, ha m — 2. 
Ez jelenti tehát a második látszólagos ellentmondást.

A további vizsgálatok arra lesznek hivatva, hogy vagy megállapítják a látszólagos ellentmondás 
okát, vagy ténylegesen ellentmondást mutatnak ki.

Nézzük meg, mit m utat ezen két ellentmondást illetően a Frőhlich-elv szerinti feszültségeloszlás. 
Az ismeretes, hogy a v „koncentrációs faktor“ és m között az alábbi összefüggés érvényes a megfelelő 
feltételek mellett : m — v — 1. Mivel ezen összefüggés nem általános érvényű, azért a továbbiakban 
az m — v — 1 helyettesítést az egyszerűség és az összehasonlíthatóság kedvéért használjuk csak. 

Ismeretes tehát a pontterhelés ébresztette sugárfeszültség is, nevezetesen :

a  =
m -\-\ P 

2 n r2
cosm — 1 & (25)

Ha visszaidézzük az 1. ábrát, akkor vonalterhelés esetében az ^/-irányú szintes normálfeszült
séget az eddigi levezetések szellemében azonnal felírhatjuk:

m +  1
cosm 1 sin2 <xv dy (26)

A megfelelő értékek behelyettesítése u tán  :

7hu f  =  ——— q cos’" 1 i) j cos"' 1 <p sin2 (p dtp
0

(27)

Az általános megoldás csak két változatban adható meg : ha m páros és ha m páratlan. 
Ha m páros szám :

JhyF
m  +

m

cos™ 1 i)

Ha pedig m páratlan szám

m + , ( « - 7 1)о I n2 ) q

(28)

P + i ) , 2= f
cos™ 1d (29)

A vonalterhelés ébresztette vertikális és horizontális normális feszültségek az ún. sílcalalcválto- 
zási feszültségkomponensek a Frőhlich-elv szerint az alábbiak :



ÍB+1 Г
cos’" 1 ß sin2 ■

Helyettesítsük ezen utóbbi egyenleteket a

a hy —  (CT и —f— a /ix)

egyenletbe :
Ha m páros szám

j L 2
m

m

—  f 2^
cosm 1 fl

Ha m páratlan szám

cos”* 1 ß

Mivel, ha m páros

(m +  1)

l i í x i i
Ш , m+1 Г

( V . b -

Wi Wi

l  2 J • 1 2 •

és ha m páratlan

(m +  1)

ío O m \
m  И ^ )( 3'2iTT)

1 . 0 . f 3 . o .

2 j 1 Г’~? 2 j
w +  3 m 7W+ 1

(■=?-)! 2 2

azért következik, hogy

a hy —  a hyF

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

Ezek alapján állítható, hogy az előzőkben em lített első ellentmondás a Frőhlich-elv szerinti 
feszültségeloszlás mellett látszólagosan nincs meg.

Ha végtelen félteret mindenütt q intenzitású terhelés borítja, akkor a szintes feszültség a 
következő :
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Ha m páros szám + n_

71

Ha m páratlan szám

71

(40)

(41)

A m e g o ld á s  m in d k é t  e s e tb e n

(42)

Ez azt jelenti, hogy a fenti második ellentmondás látszólagosan sincs meg, ha a feszültségeloszlás 
a Frőhlich-elv szerint történik.

Ezen utóbbi eredmények azonban korántsem jelentik azt, hogy a probléma megoldást nyert, 
m ert másfelől viszont pl. a Levy-féle egyenletekkel kim utatható, hogy izotrop-rugalmas anyagban 
a Frőhlich-elv csak m --- 2, azaz v — 3 esetében ad rugalmasságtannak megfelelő feszültségállapotot.

A Frőhlich-féle elv tehát csak látszólag tünteti fel az ellentmondásokat, mert m csak 2 értéknél 
jelenti ezen elvvel kapcsolatos összefüggéseiben a Poisson-féle számot isotrop-rugalmas anyag esetében.
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Р и х т е р  Р и х а р д ,  горный инженер, доцент: 
ОБЩЕЕ ПОДТВЕРЖДЕНИЕ ПРИНЦИПА ДЕФОРМА
ЦИОННЫХ НАПРЯЖЕНИЙ.

Dipl. Berging. R. Richter, Dozent an der Universität: 
Die allgemeine Rechtfertigung des Prinzips der Form 
änderungsspannungen.

R. Richter, mining eng., docent at the U niversity: 
Examinations on the principle of determination stresses.

R. Richter, ing. des mines, docent a l ’université:
La justification generate du principe des tensions cau- 
sant des deformations.

Egy korábbi tanulmányomban [1] felhívtam 
a figyelmet arra, hogy az alakváltozási feszült
ségek elvének alkalmazása számos kőzetmecha
nikai, sőt talajmechanikai feladatot leegyszerűsít, 
s így igen célszerűen felhasználható.

A hivatkozott tanulmány az alakváltozási fe 
szültségek elvének sztatikái bizonyításával foglal

kozott, s annak rugalmasságtani érvényességét 
közvetve — körszelvényű folyosók esetében — 
konkrét esetben m utatta  be. A kővetkezőkben az 
alakváltozási feszültségek elvének általános érvényes
ségét bizonyítjuk a kőzetmechanikában leggyakoribb 
síkalakváltozási esetben.

Ismeretes, hogy egy feszültség alá került test 
feszültségi állapotát tökéletesen meghatározza egy 
olyan Ф feszültségfüggvény, amely az adott test 
kerületén fellépő terheléseket, az ún. kerületi fel
tételeket kielégíti [1]. Az 1. ábra szerinti esetben

РМйтм.аъ'..

Az alakváltozási feszültségek elvének általános igazolása
R I C H T E R  R I C H Ä R D  old. b án y am érn ö k , egyetem i docens
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tehát a feszültségállapotot olyan Фа  határozza 
meg, amelyből számítható feszültségek K a kerü 
leten éppen a terheléssel egyenlő és A.i-val leírt- 
feszült ségértékeket adnak :

\<P (Фа )\к а  =  Ал  (1)

А Ф feszültségfüggvény az egyensúlyi, to 
vábbá az ún. folytonosságot biztosító egyenletből 
vezethető le, azaz а Ф feszültségfüggvény belső 
tartalm a a kerületi feltétel teljesítésén túl :

3Ox , őr
dx
дву

9 У

+  Щ - °  

+ | i  = o
' дх ( 2 )

_02_
дх* +

д*

~ду*
j  (вх 4” в  у) — V (вх “Ь в у)   О

egyenletcsoporttál is kifejezhető. Az 1. ábra sze
rinti feszültségállapotot tehát a (2) egyenletcso
port, továbbá a kerületi feltételek (1) egyértel
műen megadják.

a feszültségállapot ún. síkalakváltozási állapot, az 
alakváltozások síkja merőleges az üreg végtelen 
kiterjedésének irányára. Az új secunder feszültség
mezőt olyan Ф2 feszültségfüggvény határozza meg, 
amely biztosítja, hogy A , kielégítésén túl K2 kerü 
let is feszültségmentes (A2). Ф2 tehát A , és A2 ke
rületi feltételeket kell. hogy kielégítse. Ф2 feszült
ségfüggvényből ekkor ax, Oy és r  secunder feszült
ségek számíthatók.

A sectinder feszültségeket azonban kifejez
hetjük :

вх — Px d“  вх

ву =  Р у +  a'v (3)
т =  t -j- т'

formában is, a primér feszültségekkel, továbbá 
azok egyelőre ismeretlen értékű változásával, az 
alakváltozási feszültségekkel.

A secunder feszültségállapotnak, ha az üreg 
létesítése utáni egyensúlyi állapot az arányossági 
határon belül esik, ki kell elégítenie a (2) egyen
leteket, tehát :

[

двх
dx +  -

Э py
3 у

dt
dx

1 +  г м  +
J L by ^

дт
dy

dr
dx

=  0

=  0 (4)

[V  (px +  Ру )\ +  [V  {ex +  <P/)] — 0

Figyelembevéve, hogy a primér állapotra is 
fennállnak a (2) egyenletek, következik :

д в х  , Эт'

2. ábra

Határozza meg pl. a 2. ábra szerinti ún. ön
súlyos rugalmas féltér primér feszültségállapotát 
0 , feszültségfüggvény, amelynek segítségével p x, 
py és t ismert módon ([1], 293. old.) számítható. 
Az Ay kerületi feltétel ekkor biztosítja, hogy a fél
tér felülete feszültségmentes legyen :

[<P (Ф,)]* o =  0 . . .  A x
Változtassuk meg ezen adott feszültségmezőt 

azáltal, hogy tetszésszerinti K2 kerülettel jellem
zett állandó szelvényű üreget létesítünk a féltér
ben (3. ábra). Ha a vágat hossza végtelen, akkor

г т т т г т т т т т г

dX

дву
dy +

3 у

дт'
дх

=  О

- =  о (5)

V (вх +  ву) — О

azaz az üreg nyitása során ébredő alakváltozási fe
szültségek önmagukban egyensúlyban vannak, s k i 
elégítik á  folytonossági feltételt.

Фх és Ф2 feszültségfüggvények kielégítik A x 
kerületi feltételt, azonban Ф, feszültségfüggvény
ből K2 kerület mentén ex , a f  és r"  feszültségek 
szám ítha tók , azaz [99 (Ф ,)]/,-„ =  f (e'J, o',J, r"),
amiből következik, hogy A 2 kerületi feltétel csak 
akkor teljesülhet, ha az alakváltozási feszültség
mezőt leíró Ф3 feszültségfüggvényből K 2 kerületen 
[<P (Фз)k ,  =  — /  (<*x, O y ,  T") feszültségek adód
nak.

Az eddigiekből következik , hogy az a lak v á lto 
zási feszültségm ező is le írható  egy Ф3 feszültség 
függvénnyel, h a  az Ai, v a lam in t — A-> kerü le ti fel 
té te lek e t te ljesíti és akkor

Ф2 — Фх Ф3 (6 )
amit bizonyítani akartunk.

IRODALOM
[1] Richter: Rugalmasságtani vizsgálatok a kőzet

mechanikában. (Bányászati Lapok, G. és 7— 8. 
szám, 288— 302, illetve 407— 421. oldalak.)

Szerkesztőséghez érkezett: 1955. szeptember 10.
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