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Szerzi levezeti a silyozott tavolsdgok minimuwm-
dsszegének Gsszefiiggéseit. A sulyozott egyenesvonalit
tavolsagok dsszegének minimwmat altalaban az
alabbi feltételek kielégitése hatdrozza meg :

1. a sdlyvektor-rendszer egyensilyban wvan, 2.
a  sulyvektor-rendszer eredije zérus nagysagi,

3. a sulyvektor-rendszer ereddje csak meghatarozott
helyzetit lehet.

A szerz6 bemutatja, hogy a hdrom feltétel
kielégitése milyen kiridményekhez kitott. A leveze-
telt Osszefitggések, torvények a térbeli helyzetre
vonatkoznak, a stkba wvalé dttérés igen eqyszerii.

A levezetett torvényszeriiségek gyakorlati alkal-
mazasa igen széles kori lehet. A tanwdmany esak a
bianydszati vonatkozasokat érinti a teljesség igénye
nélkiil. Tabb gyakorlati példat is bemutat.

Az ipari, mezGgazdasigi, kozlekedési és egyéb
telepitések tervezése kiilonbozé objektumokat
helyez el a térben, adott felilleten vagy a sikban.
A telepitett objektumok egymdssal rendszerint
kolesonhatisban vannak, leginkébb az objektumok
kozott elore meghatirozhaté mennyiségben anya-
got kell mozgatni.

Az objektumok telepitése az optimumra
torekszik. Ezt az optimdlis telepitést kiilonbozé
feltételek kielégitése hatirozhatja meg: a tele-
pitést agy kell megtervezni, hogy a mozgatis 6ssz-
munkdja minimum legyen ; a mozgatassal jaré
Osszkoltség minimum legyen.

Az alapvets feladatok a kivetkezik:

1. A térben adott pontokhoz keresni kell egy
olyan csomépontot, amelyet az adott pontokkal
osszekotd silyozott egyenesvonali tavolsiagok 6sz-
szege a legkisebb, ha a keresett csomépont a tér-
ben szabadon vilaszthaté meg.

2. A térben adott pontokhoz keresni kell
egy olyan csomdépontot, amelyet az adott pontok-
kal 6sszekotd silyozott egyenesvonald tavolsiagok
Osszege a legkisebb, ha a keresett pont helye fel-
tételhez kotott. Ilyen feltétel @) a keresett csomé-
pont csak egy adott térbeli feliileten vagy sikon
lehet, b) a keresett csomépont csak egy térbeli
gorbén vagy egyenesen lehet.

3. Adott térbeli feliileten elhelyezkeds adott
pontokhoz keresni kell a térbeli feliileten egy olyan
csomépontot, amelyet az adott pontokkal tssze-

* A tanulményt 1965 mércius hé 20-4n vettiik 4t
a szerzOtol. (Szerk.)

kit sulyozott tdvolsigok oOsszege a legkisebb
ha az Gsszekots vonalak is a feliileten vannak, és
azok a felillet valamint olyan meghatéirozott
helyzet(i sikok metszésvonalai, amely sikok a ke-
resett csomépont és az adott pontokon mennek ét.

A hédrom alapvet6 feladat megolddsaban
benne rejlik a sikbeli feladatok megoldisa is.
A térre érvényes osszefiiggésb6l ugyanis sikbeli
osszefiiggésre attérni mindig lehetséges és egyszerii.

I.

ELMELETI FELADATOK
1. Szabadon valaszthaté optimalis hely

Adva van a térben n szami pont koordinatéi-
val. Az egyes pontokhoz meghatarozott sulyok :
Q@ Qsy. .., Q. .., @, tartoznak. Keresendd a tér-
ben egy csomépont azzal a kikétéssel, hogy a cso-
moépontot a térben adott pontokkal 6sszekotd
sulyozott egyenesvonalu tavolsdgok osszege a leg-
kisebb legyen. A csomépont megkeresésében
kényszerité koriilmény nincs (1. dbra).

1. dbra
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Az adott pontok koordinatai :

(xz» Yo 22); s ooy (miv Yi, zi); . ) !
fel egy tetszOleges P pontot. Koordinatai: (z,

Y 2)-
Trjuk fel az i-edik ponthoz tartozé tavolsigot:

(@, Y 21);

si=)@—2)P+H—y)?+ E—=z)? (1)
A sulyozott tavolsigok 6sszege pedig :

=D UVe@—al +y—y)* +E—a? (@)
i=1

Ennek az osszegnek kell minimumnak lennie.
Ez akkor lehetséges, ha kielégiil az aldbbi fel-
tétel :

ox

!=l
8 S Y—Y%
e (3)

Az Osszefiiggésekbll kovetkezik, hogy az
ismeretlenek kifejezése zart formaban lehetetlen.
frhaté azonban :

T — i = 8 COS o
Y —Yi = sicos fi (4)
R —2i= 8§ CO8 pq

Behelyettesitve ezeket az osszefiiggéseket,
a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk :

n
X Qi cos o; = 0

f=1

2 Qicos fi = 0 (5)

i=1

n
2 Qicosyi=0
t=1

Az (5) egyenletrendszernek megvan az anali-
tikai-mechanikai térbeli értelme : az a kozos pont,
csomé6pont jeloli ki a silyozott tavolsdgok éssze-
gének minimumat, amelyet tdmadé Q,, @,, ...,
Qi, ..., Q. térbeli vektorrendszer egyensuly-
ban van.

A silyvektorok skaldris értékei az egyes
sulyok, irdnyuk pedig az 8;, 8, .., S, ..., Sn
egyenesek irdnya, értelmitk a csomépont felé
mutat.

Az (5) egyenletrendszer a konnyebb kezel-
het&ség érdekében dtalakithaté. Az dbra alapjin
ugyanis irhaté :

COS o = SN i COS Qizy

cos fi = sin y; sin @uy (6)

oy (@n, Yn, 2n). Vegyiink

Helyettesitsitk ezeket az oOsszefiigéseket az
(5) egyenletrendszerbe, és alkalmazzuk a ciklusos
transzformaciot :

I\/a

n
o | -
}_’ Qi sin y; COS @izy = Q,,,, COS @iy = 0

=1 i

i
-

n n
Z Qi sin y; sin @iy = Z Qizy SIN Pizy = 0 (1)

i=1 i=1
n

2 Q,cos'y‘ Z Qiz =0

t=1 i=1

Z Qi sin o; cOS piy: — Z Qivz COS @iyz = 0

=1 i=1

n n
Z Qi sin o; Sin giy: = 2 Qiyz 8in @iy: = 0 (2) (7)
i=1 i=1

n

Z Qi cos x; = Z Qiz =0

i=1 i=1

n n
Z Q.‘ sin ﬂ,‘ COS Qize = Z Q,-,, COS Pizz = ()
i=1 i=1

n

n
Z Qi sin fisin @izz = Z Qize 8IN Pize = 0 (3)
i=1

=1

n
Z Qiy =0
t=1

A (7) egyenletrendszer analitikai-mechanikai
sikbeli értelme : az a esomépont jelsli ki a silyo-
zott tavolsigok Osszegének minimumdt, amelyet
tamadd térbeli sulyvektoroknak a ponton dtmend
sikban fekvd vetiiletei, tovabbé a sik normélisiba
esG vetiiletei is egyensﬁlyban vannak.

A fentiekbdl kovetkezik az alibbi értelmezés

Z Q.' cos ﬂ.‘ =

i=1

‘is : az a esomGpont jeloli ki a silyozott tavolsagok

osszegének minimuméat, amelyet timadé térbeli
stilyvektoroknak a ponton dtmené két sikban
fekvé vetiiletei egvensilyban vannak. Természe-
tesen a két egyméssal nem parhuzamos sik lehet

~altalinos helyzetii is, és nem megy keresztiil a cso-

moéponton. Ebben az esetben a két sikban meg-
keresett vetiileti csom6pontokbdl kell a keresett
csomépontot meghatiarozni , visszadllitani.

2. Feltételhez kotott optimalis hely

. a) Adva van a térben n szdma pont a hozzé-
juk rendelt silyokkal egyiitf. Keresendd egy cso-
mépont, amely kijeloli a silyozott egyenesvonali
tavolsagok oOsszegének minimumat azzal a mel-
lékfeltétellel, hogy a csomépontot kényszeritd ko-
riilményhez kotjiik : a keresett csomépont csak
egy adott felillet pontja lehet (2. dbra).

A térbeli felilletet a

2=z, y)
fiiggvény irja le.
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2. abra

A feliileten vegyiink fel egy tetsz6leges P cso-
moépontot. A P pont és az i-edik pont kozotti tavol-
sig az alabbi Osszefiiggéssel fejezhetd ki :

si=J@—z)+@—y?+REy—aF Q)
A silyozott tavolsigok oOsszege pedig :

n
8= @Vl +uy—y)* Gy —=P (@)
i=1
Az S-nek akkor lehet minimuma, ha kielégiil
a kovetkezd egyenletrendszer :

n

08 _ 3 Qi[x——xi S .. 83(36,?/)] B

ox - S Si ox

4 (3)
5 e [Yy—¥% z2—2 92z, y)] _
dy ; Q’[ S = Si ay ] =9

Tekintetbe véve az (1, 4) egyenletrendszert,
tovabba azt, hogy

9z(z,
(4)
0z(x, y) il
By_ = g Oyz,
a kovetkez6 egyenletrendszerre jutunk :
n
Z Qi(cos o; -+ cos y; tg 05:) = 0
5 )

n
Z Qi(cos pi - cos y;tg 6yz) = 0
i=1
Helyezziik 4t a koordinatarendszer kozép-
pontjat a P pontba, és forgassuk el az y-tengely
koriil gy, hogy az a’-tengely az érintdsikba essék.

Ebben a helyzetben :

n
Z Q, cos z; = 0

i=1

>_: Qi(cos Bi + cos yir tg 6yz) = 0
i=1
Most az a’-tengely koriil forgatva essék az
y'-tengely az érintGsikba. Ebben a végs6 helyzet-
ben :

n
T ’
L Qicos ;i = 0

i=1

2 Qi cos fi =0 (6)

i=1

A (6) egyenletrendszer érvényességét az a,
b, ¢, d illetve az a, V', ¢/, d gombharomszigek is
igazoljdk, mert érvényesek az alabbi osszefiiggé-
sek :

COS of
= COS %; it O
08 6, COS o; + CO8 Y; tZ Oz
’
cos B :
cos g;:z = €0s fi + o8 yir tg 0y:

A bal oldalak nevezsje minden tagban azonos,
tehat kiegyszeriisithetd.

A (6) egyenletrendszer analitikai-mechanikai
térbeli értelmezése egyszer(i : a térbeli feliiletnek
az a csomépontja jeloli ki a silyozott tdvolsdgok
Osszegének minimumat, amelyet tdmadé térbeli
stlyvektor-rendszer eredéje a ponthoz tartozéd
normalisba esik.

A 2. dbran lathaté gombhiromszogekben
érvényesek az aldbbi osszefiiggések :

’ 2 ’ [ Xy

COs &} = Sin y; cos ¢

cos f#' = sin ! sin @]. (7)
i

Behelyettesités utan irhaté tehat :

n n
M Qisin yicos ¢f = Z Qi cos i = 0

i=1 i=1

(8)
. n
}: Qi sin i sin @ = Z Qi sin gf = 0

i=1 i=1

A (8) egyenletrendszerek analitikai-mechani-
kai sikbeli értelmezése megadhaté. A térbeli felii-
letnek az a pontja jeloli ki a stlyozott tdvolsigok
Osszegének minimumdt, amelyhez tartozé érinto-
sikban a pontot tédmadé, érintésikbeli vektor-
vetiiletek egyensilyban vannak. A ponthoz tartozé
normélisba esé vektorvetiiletek a feliilet kényszer-
hatdsa miatt nincsenek sziikségszertien egyensily-
ban, ereddjiik lehet.

A térbeli feliileten tobb olyan csomépont is
eléfordulhat, amelynél a fenti kovetelmény ki-
elégiil, azaz t6bb relativ minimum is lehetségest
A tobb relativ minimum koziil az a csomépon.




-

Y
I

508 Bdnyadszati Lapok 1965. 8. sz.

Dr. Zambé J.: Sulyozott tavolsagok minimumosszegének térvénye

jeloli ki az abszolit minimumot, amelyhez tartozé
normélisba esé vektorvetiiletek eredéjének skalaris
értéke a legkisebb.

b) Lehet a térbeli kényszerfeliilet sik is.

Az el6zGk alapjan természetes, hogy a kény-
szersikban az a csomépont jeloli ki a silyozott
tavolsidgok minimumat, amelyet tdmadd, a sikba
es6 vektorvetiiletek egyensulyban vannak. A cso-
méponthoz tartozé normalisba esé vektorvetiile-
teknek lehet ereddjiik.

3. dbra

A 3. dbrdan négy pontot vettiink fel a térben,

a hozzajuk rendelt silyok rendre : @, Q,, @, Q4

gy térbeli felilet P pontjihoz tartozik az
érintGsik. A silyvektoroknak az érintdsikba esé
vetiiletei rendre: @', Q’,, @5, @,

A P csomépont akkor jeloli ki az optimélis
helyet, ha az érintGsikba es6 vektorvetiiletek
az érintésikban zarnak, azaz a P ponthdl elindulé
vektorpoligon visszazdr a P pontra. Ervényes ez
természetesen akkor is, ha az I. sik maga a kény-
szersik.

Vetitsiik most a @', @,, @5, @', vektorvetii-
leteket a II. sikba. Ez a II. sik tetszéleges lehet,

esetiinkben az alapvetiileti sikot jelenti. A TI.
sikban ]olentkeu) @10 @ro Qa0 @40 vektor-
vetiiletek is egyenstlyban vannak, a _vektor-
poligon a csomépontba zir vissza. Ervényes
ez akkor is, ha a két sik metszésvonala nem megy
keresztiil csoméponton. Ebben az esethen a II.
sikon a csomépont vetiilete jelenik meg, és erre
vonatkozik a vektorpoligon zardsa.

¢) Kényszerité koriilményt jelenthet adott
térbeli gorbe is (4. dbra).

4. dabra

A térbeli “girbe egyenletrendszere adott :
y = y(@)
z = 2z(v),
azaz a két sikra [(x, y) és (2, 2)] merdleges vetits-
henger metszésvonala a térbeli gorbe.

Vegyiink fel a gorbén egy tetszGleges P csomé-
pontot. A térbeli i-edik pont tavolsidga a P ponttdl:

= V@z—2)® + [y(@) — 4l + [2(x) — =] (9)
A silyozott tavolsagok Osszege pedig :

= 3 @V le—=)* +y@)—yP+=@)—=]® (10)
t=1

Az S-nek minimuma akkor lehet, ha

15 T— X —y; dy(x) 22—z dz()
S-Sefmrr e on B0 ], )
o ; : ; ]
A 4. dbra alapjan irhatjuk : irhatjuk :
n
Z Qi(cos a; + cos fitg 6zy + cosyitg 6z:) =0 Z Q, cosa; =10 (13)
i=1

i=1 (12)
Az a, b, ¢, d és a, V', ¢/, d gombharomszogek
segitségével felirhat6 az alabbi osszefiiggés :
COS o}
m—- cos &; -+ cos ﬂ. tg (5,,, -+
+ €08 i tg Oz:

Mivel az egyenléség bal oldalinak nevezdje
minden tagban ugyanaz, azért végeredményben

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a koor-
dindta-rendszert ugy forgatjuk el, hogy az elfor-
gatott 2’-tengely essék egybe a térgorbe P pontji-
hoz tartozé érintével, az y’-tengely a binormélissal,
a Z-tengely pedig fénormélissal. Ebben a helyzet-
ben «; helyébe a«; 1ép, a o és 6, szogek pedig
0°-ra zérnak.

A (13) egvenlet analitikai-mechanikai térbeli
értelme adott : a térgorbének az a pontja jeloli
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ki a salyozott tavolsigok osszegének minimumat,
amelyhez tartozé érintGben egyensiily, nyugalom-
ban van, a pontot tamadd vektorrendszernek az
érintGhe esé vetiiletei egyensilyban vannak.

Fektessiink a térbeli gorbe P pontjihoz tar-
toz6 érintén (x'-tengely) keresztiil egy tetszéleges
sikot. Az s; egyenes ehhez a tetszlleges sikhoz 9]
szoggel hajlik, azaz az s; egyenesen keresztiil merd-
leges sikot dllitottunk a tetszélegesen felvett sikra.
A két sik metszésvonala és az érinté a ¢; szoget
zarja be a tetszélegesen felvett sikban.

A derékszogli gombhéaromszioghen érvényes
osszefiiggés az alabbi :

€08 &, = €08 0, cOS ;.

Behelyettesitve a (13) egyenletbe, irhatjuk :

n n
Z Qi cos D} cos i = 2 Qi cos gi = 0 (14)
i=1

i=1

A (14) egyenlet'a sikban adja meg az analitikai-
mechanikai értelmezést : a térgorbének az a pontja
jeloli ki a silyozott tavolsigok osszegének mini-
mumat, amelyhez tartozé érintén dtmend barmely
sikban a sikba esé vektorvetiiletek eredGje az
érintének e sikbeli normédlisiba esik.

Ha a térgorbe egyenessé fajul,
egyszeri(ibb a feladat.

Altalinos értelemben most mér levonhaté a
kovetkeztetés.

Adva van a térben n szamu pont és a hozzdjuk
rendelt silyok rendre Q,, @5, ... Qu, ..., @n.
Keresend6 egy adott térbeli feliileten vagy gorben
olyan csomépont, amely kijeloli a esomépontot
és az adott pontokat osszekotsé sulyozott egye-
nesvonali tavolsigok Osszegének minimumat.
A térbeli feliiletnek illetGleg gorbének egy pontja
akkor jeloli ki a silyozott egyenesvonali tavolsa-
gok osszegének minimumat, ha a térbeli silyvek-
torok rendszerének csak a esoméponthoz tartozd
normadlisban, illet6leg normélsikban van ereddéje.
A lehetséges tobb relativ minimum koziil az az
abszolit minimum, amelyhez tartozé normélisban
illetéleg normélsikban jelentkezd eredd skaliris
értéke a legkisebb.

lényegesen

3. Feliilethez kotott silyozott tavolsigok Gsszegének
minimuma

Térbeli feliileten adva um n szamu pont és a
hozzajuk rendelt silyok : @, @,, ..., @i, ..., Qn.
Keresendé a felilleten egy (snmo]mn& amely ki-
]eloli a sulyozott tavolsagok osszegének minimu-
mét, ha a silyozott tévolsigok a feliileten foglal-
nak helyet. A mozgas atjat valamilyen meghati-
rozott helyzetii sik és a feliilet metszésvonala adja.

a) Legyen egy R sugart gomb, rajta n szimu
pont a hozzdjuk tartozé siulyokkal. Keressiik azt
a csomépontot, amely kijelili a salyozott tiavol-
sagok Osszegének minimumét, ha mozgis csak
gombi f6koron lehetséges (5. dbra).

Az egyelbre tetszblegesen felvett koordinata-
rendszerben az egyeldre tetszGlegesen felvett P
pont és az adott i-edik pont kozotti tavolsag a gombi
f6koron : %

8 = Rl.ﬁ
Ismeretes a kovetkezs oOsszefiiggés :

cos A; = €08 y cos y; + sinysin y; cos (pi— @) (1)
Ezzel felirhaté a siilyozott tavolsagok Gsszege :

=B E @i arc cos [cos vy cos y; -+ sin y sin y; cos (pi — @)] (2)

i=1

S-nek akkor lehet minimuma, ha érvényesek az alabbi Osszefiiggések :

a8 %Q_[cosyism
oy

—_ sin A;
t==1

sin y;
sin A;

sin (pi— @) =0

ZQ,

i=1

Forgassuk el a tengelyrendszert tugy, hogy
az -tengely a P ponton menjen keresztiil ; tovibbéa
az x'-tengely helyzetét szabja meg a ¢, — ¢ = ¢;
sz0g. Az elforgatas uté,n ¥, 7i» @i — @ helyébe
¥, v @i 1ép, dmde y' = 0°, y; = X. [gy tehdt

n y;
8in A;

cos y cos (@i — (p)] =0 (3)

a végs6 osszefiiggésre jutunk :

n
Z Q.' cos (p."= 0
i=1

5 (®)
Z Qisin i =0

i=1
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Egyenletrendszeriinknek analitikai-mechani-
kai értelme a kovetkezd : a gombon a f6kori salyo-
zott tdvolsigok Osszegének minimumit az a
csomépont jeloli ki, amelyhez tartozé érintésikban
a sulyvektorok egyensilyban vannak. A sily-
vektorok az érintosikban fekszenek, helyzetiiket
az érintésik és a f6korok simuldsikjanak metszés-
vonala szabja meg.

Bz az osszefiiggés azért ilyen egyszerii, mert
a gombi fokorok egybevigéak, az érintésikhoz
viszonyitott helyzetiik, gorbiileti sugaruk azonos.

Ha a felilleti gorbék nem egybevigéak, az
érintGsikhoz viszonyitott helyzetiik, gorbiileti suga-
ruk nem azonos, akkor ez az egyszer(i dsszefiiggés
nem érvényes.

A gombon mindig két szemben fekvé pont
tesz eleget a (4) egyenletrendszernek. A két széls6-
érték kozil a minimumot megjelolni adott eset-
ben konnyen lehetséges.

6. dbra

Legyenek most a pontok egyetlen fékoron.
A 6. dbra alapjin a (4) egyenletrendszer dtalakul :

z n
cos ¢’ Z Q; + cos (¢’ + 180°) Z Qi=0

i=1 i=2+1
z n

sing’ Y} Qi+ sin (¢' +180°) 3 Qi=0,
i=1 i=2+1

azaz

Y@= Z, Qi

1 =241

(5)

Szakitsuk meg a gombi f6kort egy helyen, azaz
tegyiik nyitottd. Ilyen feltétel mellett az (5) egyen-
let analitikai-mechanikai értelme is adva van :
egy nyitott koron az a ecsomépont jeloli ki a korhoz
kotott silyozott tévolsigok osszegének minimu-
mat, amelyben a -silyok osszege felez6dik, a két
ellentétes irdnyban a silyok Osszege azonos.
A nyitott kor barmelyik végérdl (a vagy b) el-

-
i

indulva a silyok Osszegezésében addig a pontig
n
megyiink el, amelyben atlépjiik a Y] Q; felét.
i=1
Elvileg eléfordulhat, hogy a stlyok osszegezésében
Q

Y0:
a —‘—'2—’ értéket egy sily osztdsa nélkiil is megkapjuk.

Ebben az esetben a keresett csomépont nem egy
pont, hanem egy ivszakasz birmely pontja.

7. dabra

b) Az adott pontok elhelyezkedhetnek dlta-
lanos sikon is. Az egyenesvonali tdvolsagok szintén
a sikban fekszenek. Nem szorul a fentiek utdn
kiilon bizonyitdsra, hogy a 7. dbra alapjin irhaté :

Z Qi cos g = 0

iy (6)
Z @ sin @i =0,
i=1
illetve
D' Qigcos pip=0 (7)

i=1

n
Z Q,‘o 8in @io =0

i=1

Az egyenletrendszer értelmezése is vildgos :
a csomopont akkor jeloli ki az optimalis helyet,
ha a csomépontot tdmadé stlyvektorok a térbeli
sikban egyensiilyban vannak. Természetesen alap-
vetiiletben is megoldhaté a feladat : az alapvetiileti
vektorvetiileteknek kell egyensilyban lenniok.

¢) Legyen adott egy térbeli gorbe, rajta
pontok és a hozzajuk tartozé silyok (8. dbra).
Keressiik a gorbén azt a csomépontot, amely ki-
jeloli a gorbén fekvé silyozott tavolsagok Ossze-
gének minimumaét.
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8. abra

Vegyiink fel a gorbén egy tetszéleges P pontot,
amely az 1. ponttél a gérbén mérve @’ tavolsigra
van. A stlyozott tdvolsigok 6sszegét a kovetkezs-
képpen irhatjuk fel :

— Qu' + Q' —s) Q(.r'—zsi)Jr

z—1

T...+ Qx(:tl— Z Si)+ Qz+1 ( E 3."_1',) S
i=1 i=1
z+1 n—1 K
15 Qz-m( >_‘, Si—m')'{*----i' Qn( Z Si—m')-
i=1 i=1
Az S-nek akkor van minimuma, ha

EQi= Z Qi

i=1 i=z+1

(8)

Ez az osszefiiggés azt jelenti, hogy a silyozott
tavolsdgok osszegének minimumdit az a csomépont
jeloli ki, amelyben atlépjiik a stlyok Gsszegének a
felét. A stlyok Osszegezését barmelyik oldalrél
kezdhetjiik, azaz elindulhatunk a @,-t6l is, és
elindulhatunk a @,-t6l is. Eléfordulhat, hogy az
atlépés egyarant vonatkozik két szomszédos pont-
ra: példaul az z-edik és az « + I-edik pontra. Ilyen-
kor az optimumot kijel616 csomépont nem egyetlen
pont, hanem egy gorbeszakasz (s:) bdrmely
pontja.

Ervényes marad a (8) osszefiiggés akkor is,
ha a térbeli gorbén a pontok szdma minden hatiron
til megnovekszik. Ervényes tehat abban az dlta-
lanos esetben is, amikor a térgirbe mentén szabdly-
talanul valtozé folytonos silyeloszlis jelentkezik.
Az optimumot kijelenté csomépont a térgorbe
menti silyosszeget felezi (8. dbra).

d) Az el6zok alapjan mar konnyen megold-
hat6 a kivetkezs feladat. Egy topogrifiai feliileten
vonalak (utak) mentén kiilonbozé silyok helyez-
kednek el. Keresni kell azt a csomépontot amely
kijeloli a silyozott tavolsigok osszegének mini-
mumét, amikor a tdvolsigok az adott vonalak-
hoz (utakhoz) kotottek (9. dbra).

Az eljards a levédlasztis, lesziirés elvén alap-
szik. A legbonyolultabb esetben is talalhaté egyet-

len megszakitds nélkiili vonal, amely az egész
rendszert helyettesiti. Tgy példdul a st Q4 és Qg

stlyok @y 5 = Q4 + Q4 + Q5 értékkel dthelyez-
heték az a pontba, ha

15
2
i=1
=
Qs <5

A tobbi esetben is hasonléan eljirva egy
vonalhoz jutunk, amelyen rendre Qg @, ©Q;_
Q1315 Q3350 Qo @as Qs 7 @y stlyok _]clentkez-
nek. Akar a Q4-t6l, akir a @,,-t6] elindulva 6ssze-
gezzilk a sulvokat és egy pontban (példaul a Q,,-

15 .

ben) atlépjiik a Z Q; felét. Bz a esomépont a ke-
i=1
resett optiméalis pont.

Q; @

9. abra

Ha a helyettesité vonal zart, akkor ezt a zart
vonalat elvben meg kell szakitani. Megszakitds
annyi helyen lehetséges, ahdny pont van a zart
vonalon. Az optimumot kijel6l6 csomépont csak
osszehasonlitds utjan jelolhet6 ki az osszes meg-
szakitdsi lehetdségek figyelembevételével.

4. Sikbeli feladatok

A térbeli feladatok megolddsa utdan a sikbeli
feladatok nem jelentenek problemat
@) chyen adva a sikban n szmu pont rendre

Qp Qo ..oy Qiy ..., Qu siilyokkal. Ervényesnek
kell lennie a kovetkezs egvenletrendszernek
D(x, y) = ZQ. —ZQ,COS(p,—O
(1)
Y(x,y) = Z Q. Z Qi sin p; =0

i=1

A megoldas lehet graflkus vagy numerikus,
illetve a ketté kombinaciéja (10. dbra).

Els6 kozelité esomépontnak a salypont (8;)
kindlkozik. A sidlypontbdl elindulé silyvektor-
poligon a P, pontot jeloli ki, a vektorrendszer
eredje S,—P, tavolsig. Az ered§ irdnya hozzd-
vetélegesen kijeloli azt az irdnyt, amelyben az
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3000
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10. dbra

optimélis csomépont keresends. A kovetkezs 16pés
kezdGpontjat (4,) célszerii az el6bbi eredd felezd-

pontjdban felvenni. A médsodik ereds (4,—P,)
mér kisebb lesz. Ez az eljards tovabb folytathato.

Ha a grafikus eljards pontossiga nem kielé-
git6, a Newton-féle kozelité eljardshoz folyamod-
hatunk. Ehhez ismerni kell egy jél kozelits csomé-
pont (A, esetleg A,, A, . ..) koordindtdit (£és n)
valamint a kozelito csomépont és az adott pontok
kozotti tavolsiagokat (s;).

Jeloljiik a kozelité csomépont koordinatdinak
javitdsat Az, illetve Ay-al. A Newton-féle iterdcids
eljards szerint irhatjuk :

D(E, 1) + PAE, AT + Dy(€, M)Ay = 0

Y(E, m) + P&, m)Ax 4+ Py(§, n)Ay = 0,
e o 9
¢I=W;¢y=“67; sth.

Esetiinkben az alibbi eredményre jutunk :

= e
Z Qi%sy') Ax

Z Qi O\ 1 (&— 1’.)(7) i) Rt Sl e Aot Z Q:

i=1

(2)

i-1 i
¢ M5

& 2 Qi (& 8’311) y
i=1 U

azaz roviden
ayAx —byAY + ¢z = 0
=2 bzyA‘x + a;Ay + Cy = O

MegfelelG szimi ismésléssel a megkivant pon-
tossag elérhetd.

b) Legyen adva a sikban n szama pont és a
hozzdjuk rendelt silyok. Keresendd a stilyozott
egyenesvonali tavolbagok Osszegének minimuma
azzal a megszoritassal, hogy a minimumot kijelolds
csomdpont “csak a sikban adott gorbe pontja lehet.

Ha a gorbe egyenlete nem ismert, a megoldés
csak szerkesztéssel adhaté meg (11. dbra).

11. abra

A térbeli gorbe esetében megismert Gsszefiig-
gések alapjin a megoldas a

Z Qi cos gyt = 0 (3)
i=1

egyenlet kielégitése, azaz azt a csomdpontot kell
keresni a gorbén, amelyet tamadé stlyvektorok-
nak a ponthoz tartozé érintébe esé vetiiletei
egyensilyban vannak, a vektorrendszernek csak
a csomdéponthoz tartoz6 normélisban lehet ereddje.

Mint az abrén is lathatd, a gérbén tébb esom6-
pont is lehet, amely ezt a feltételt kielégiti. Az
abszoliit minimumot az a csomépont adja, amely-

hez skalarisan legkisebb ered6 (a—a') tartozik.

A normélisba es6 eredd iranya afelé az opti-
malis pont felé mutat, amely a gorbe figyelembe-
vétele nélkiil megkeresett csomépont (¢). Az eredé
anndl inkdbb kozeliti meg a ¢ ecsomépontot, minél
tobb adott pontunk van (n) minél inkabb egyen-
letes eloszlasban, és az ezekhez rendelt stlyok (@)
minél kisebb szér6ddst mutatnak.

‘A gorbe figyelmen kiviil hagyasaval szerkesz-
tett szazalékos izohipszdk (1009, a ¢ pontban
van) is annal inkdbb kozelednek a kirhéz, minél
inkabb érvényre jutnak az emlitett feltételek.
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A gorbéhez kotott és a minimumot kijellé esomé-
pontokban (a és b) az izohipsza és a gorbe érintGje,
illetve normalisa egybeesik.

¢) Legyen adva a sikban n szdmG pont a
hozzajuk tartozé salyokkal (12. dbra). Az n pont
koziil n, szami pont a sikban fekvs gorbén foglal
helyet. Keresendé a gorbén olyan esomdépont
amely a stilyozott téavolsigok dsszegének minimu-
mat jeloli ki, ha az n, szimu ponthoz tartozo
tavolsigok a giérbén fekszenek, ezek a pontok
csak gorbén mozoghatnak.

12. dabra

Mivel a sikgorbe onmagival egybevigé, a (3)
egyenlet ebben az esetben is érvényben marad
azzal, hogy a gorbén levé n, szami pontokhoz tar-
tozé szog értéke :

Fitn, = oF

illetGleg
@itn, = 180°

Ez azt jelenti, hogy a giérbén 1évé pontok
stlyvektorai vetités nélkiil hatnak az érintében,
a gorbén Kkiviili pontok sulyvektorainak csak az
érintébe esd vetiletei hatnak.

5. Egyszerii sikbeli feladatok

a) Adva van a sikban n szdmu pont Q,, Q,,
ooy Qi ..., @ stlyokkal (13. dbra). Ugyancsak
adott a sikban egy egyenes (A—4) iranya is (g¢).
Hova kell elhelyezni az adott irdnyt egyenest, ha
az egyenesig terjed6 és egymidssal parhuzamos
stilyozott tavolsigok (s, illetve s;) Osszegének
minimumat keressiik. :

Az el6z6k alapjan kiilon bizonyitds nélkiil is
belathaté, hogy az énmagaval pirhuzamosan el-
tolhaté egyenes optimalis helyét az aldbbi egyen-
letrendszer szabja meg :

% n
cos @ Z Qi + cos (¢ + 180°) 2 Qi =0

i=1 i=z41
" ;i (1)
sing > Qi +sin(p+180°) ' @i =o.
i=1 i=z+41

Il.

(2)

i=1 i=2z+1

egyenlet azt fejezi ki, hogy az egyenes helyzete
akkor jeloli ki a stlyozott tavolsagok osszegének
minimumét, ha a két oldali silyok 6sszege ugyanaz.

Ha az egyes pontok silya azonos, azaz rela-
tive minden sily az egységgel egyenls, akkor

Ty =%
azaz a tavolsagok oOsszhossza akkor a legkisebb
a megadott feltétel mellett, ha a kétoldali pontok
szdma megegyezik (14. dbra).

v/

A 1
=

o .
fracart
I - 25 o

-

e
lr" X

i

14. dbra

Az 4dbra a pératlan és a péaros szamu pont
esetét mutatja be. Paratlan szamu pont esetében
az adott irdnyu egyenes helyzetét egy pont, paros
szami pont esetében pedig két pont altal meghaté-
rozott sav jeloli ki.

b) Egyszeri és specidlis sikbeli feladatnak
szamit az 4ltalanos hdromszog és az dltalinos
négyszog esete (15. dbra).

Meg kell hatdrozni azt a csomépontot, ame-
lyet a haromszog illetve a négyszog sarokpontjaival
kotiink ossze, és amely egyben az 6sszekotd tavol-
sdgok minimumosszegét jeloli ki. Ezeknek az
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15. abra

egységsulya tavolsigoknak az osszege a hérom-
szog esetében akkor lesz a legkisebb, ha az ossze-
kot egyenesck 120%-o0s szoget zdrnak be, négyszog
esetében az atlok adjak a megoldast. E két tétel
bizonyitasa az el6zék alapjan adva van, erre
kiilon kitérni nem kell.

6. Sik teriileten eloszlé silyok osszegyiijtése

a) Legyen adva egy szabdlytalan alaki sik-
teriilet, a teriileten folytonos és egyenetlen elosz-
tast silyhalmaz taldlhaté (76. dbra). o szoggel

p—— ] -
e T
A-A

16. dbra

adva van egy egyenes iranya. Keresni kell az on-
magaval parhuzamosan eltolhaté egyenesnek azt
a helyzetét, amely kijeloli a sulyhalmaz 6sszegyfij-
tésének mozgatidsminimumat, ha minden egyes
stlyrészecske az adott irdnyd egyenesre merdle-
gesen mozog.

Az (5,2) egyenlet érvényben marad akkor is,
ha a silyok szama minden hataron tal megnovek-
szik ; ebbdl kivetkezik, hogy az egyenldség ebben
az esetben csak az alibbi lehet :

QI:QIIZ%, (1)

ahol Q1 az egyik, Q1 a masik oldalon jelentkezd
stilyhalmazt, () pedig a teljes sulyhalmazt jelenti.
Az egyenesnek tehit az a helyzete jeloli ki a mini-
mumot, amelyben a teriilet sialyhalmazat két
egyenlG részre osztja.

Térjiink most el a stlyhalmazt felezé 0—0
egyenestdl egyik irdnyban # tavolsigra, azaz az
egyenes y—y helyzetbe keriil.

Az 0—0 helyzetben a silyozott tdvolsagok
osszege :

So0= % (81 + s11),

ahol sy, illetve s;1 stlyponti tavolsigokat jelenti.
Ugyanez az y—y helyzetben :

Sy_y= —GZ—? (81 + ) + Qoso + (%— Qo)SI’L

ahol @y az (0—0 és y—y helyzetek kozotti saly-
halmaz, s; ennek silyponti tavolsiga az y—y

tengelyre vonatkoztatva, sj; pedig a 5 — @y stily-

halmaznak ugyancsak az y—y tengelyre vonat-
koztatott silyponti tavolsaga.
Mivel
%Sn = Qo(d — ) + (% - Qo) (# + si1),

azért az S;I kozvetleniil is kifejezhetd :

e Qsit— 2Qa(9 — s2)
Visszahelyettesitve kapjuk :

Sy_y= g— (s1 + s11) + 2Q0s0,

—.

azaz
8y_y = So_0 + 2Q08»- (2)

A (2) egyenlet igazolja az (1) egyenlet helyes-
ségét, mert a 20Q),s, tag mindig pozitiv.

A (2) egyenletnek analitikai-mechanikai értel-
me a kovetkezd : szabalytalan sikteriileten egyen-
I16tleniil eloszlé silyhalmazt mozgatdsmennyisége,
kvézi-nyomatéka arra a tengelyre vonatkoztatva
a legkisebb, amely a silyhalmazt felezi. Ha a ten-
gely énmagaval pirhuzamosan a felez6 helyzetbdl

17 dabra
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elmozdul, az elmozdult helyzetre vonatkozé6 kvazi-

nyomaték megnovekszik. A novekedés kétszerese

annak a kvazi-nyomatéknak, mozgatiasmennyi-

ségnek, amelyet az elmozdulé tengely dltal leirt

teriilethez tartozé sulyhalmaz kvazi-nyomatéka,

mozgatismennyisége jelent az elmozdult tengelyre
- vonatkoztatva.

A 17. dbran szabalytalan, hézagos teriileten
eloszlé sulyhalmaz nyomatékanak valtozasat lat-
hatjuk a tengelyhelyzet fiiggvényében. A felezd
helyzethez viszonyitva a novekedést valamilyen
rendfi parabola irja le.

Ha a teriilet derékszogli négyszog, a salyel-
oszlas egyenletes, és a tengely egy oldallal par-
huzamos, akkor a kvézi-nyomatékniovekedés
mésodfoki parabola szerint alakul. Szélsé hely-

zetben :
4 D \
Se_e = 28¢-¢,

azaz kétszer akkora, mint felezGhelyzetben.

18. dbra

b) Legyen adva egy szabdlytalan sik teriile-
ten egyenetlen eloszlasi sulyhalmaz (18. dbra).
Keresni kell egy esomépontot, amelybe a siulyokat
ossze kell gyfijteni a legkisebb mozgatassal, ha
a sulyhalmaz mindenegyes részecskéje csak két
adott iranyban, egymésra merélegesen mozoghat.

A keresett pontot az adott iranyokkal pér-
huzamos két tengely (0—0 és 0°—0’) metszéspontja
(0) jeloli ki. A két tengely mindegyike a sulyhal-
mazt felezi.

Az O pontra érvényes Osszefiiggés :

So = % (812 + 8112 + 81y + S11Y),

egy tetszéleges P csomépontra pedig :
Sp = So -+ Z(QQSQ e Q,,S,,).

Ha a sikidom derékszogli négyszog, a suly-
eloszlis egyenletes, a mozgatis irdanya pedig par-
huzamos az oldalakkal, akkor a sarokpontokban
280 érték jelentkezik. Az S-érték viltozasat ellip-
tikus paraboloid feliilet irja le, az S-izohipszak
ellipszisek.

O

S— —

19. dbra

Ha a teriilet négyzetalaki és a stlyeloszlis
egyenletes (19. dbra), a jellemzé feliilet korpara-
boloid, az S-izohipszik pedig korok lesznek.

Megallapithat6, hogy az optimélis csomépont-
hoz viszonyitva (8o = 1009,) az S-érték nioveke-
dése kezdetben lassi, majd a sarkok felé erésebb.

7. Mozgatas topografiai feliileten

A topografiai feliiletet izohipszdk hatérozzdk
meg. Az utvonalakat (s;) a gyakorlatban dltaliban
a fiiggbleges sik és a topogréifiai felillet metszés-
vonalai adjiak meg. Ha az utvonalakat topogréfiai
feliilethez kotott vonalak jelentik, akkor matema-
tikai megoldds nincs. A gyakorlati megoldds azon-
ban nagyon egyszerii (20. dbra).

Els6 1épésben alapvetiiletben keressiik meg az
optimilis csomépontot az ismert eljardssal, azaz

STl e

Sio
20. dabra
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kijeloljitk azt a P pontot, amely eleget tesz a

n
,V‘_ Qicos gi =0
i=1

S‘_, Qi sin ei=10
i-1
egyenletrendszernek. A gyakorlati esetek tobbsé-
gében ez a megoldis elegendé pontossigot ad.
A pontossag fokozhaté, ha a masodik lépésben
fiktiv sulyokat vezetiink be :

Q=4 @
ahol s; a P ponthoz tartozo tényleges, s;, pedig az
alapvetiileti tavolsig. A méasodik lépésben olyan
P’ pontot kell keresni, amely a kovetkez6 egyenlet-
rendszernek tesz eleget :

Si

n
2 igiQ.-cos pi=20
=

Si ‘ ¢
§ SioQ' sin @i = 0

A pontossag fokozhaté, ha az utébbi eljardst
megismételjiik Ggy, hogy most mar a P’ ponthoz
tartozé silletve 8 értékkel képezziik az ) fiktiv
stlyt. gy gyvakorlatilag elfogadhaté pontos ered-
ményre jutunk, bar az eljaras szigora értelemben
nem is egzakt. Nagyfoku a pontossig kiilonosen
akkor, ha a keresett csomépont kornyéke kozel
vizszintes sikteriilet. ;

Ha a topografiai feliilet erdsen szeszélyes,
ellenérzésképpen célszerti a fenti eljaras szerint
megtalalt optimalis esom6pont kornyékén a silyo-
zott tavolsagok osszegének legaldbb egy izohip-
szajat megszerkeszteni.

8. Mellékesom6pontok vagy alternativak
modszere

Mind a térbeli, mind a sikbeli feladatok eddig
arra a felvételre épiiltek, hogy az adott pontokat
a keresett csomoéponttal kozvetleniil, dltaliban a

legrovidebb uton kotjitk ossze. Lehetséges azon-
ban, hogy ez nem jelenti az optimumot.

A 21. abra sikbeli feladatot mutat be. Az adott
pontrendszerben lehetnek csoportok, amelyeket
nem kozvetleniil kotiink ossze a keresett P {8
csoméponttal, hanem mellékesomépontot  (P)
képeziink. fgy természetesen alternativikhoz jut-
hatunk, mégpedig aszerint, milyen pontokhoz ren-
deliink mellékcsomépontot. A féesomépontot (P)
a mellékesoméponttal (P’) osszekotd  tavolsag
sulya természetesen kisebb, mint a mellé¢kesomo-
ponthoz rendelt silyok osszege.

A P pont akkor jeloli ki a silyozott tavolsagok
osszegének minumumat, ha

n
‘,\_“ Qi cos @i =0

i=1

n
X Qisin @; =0,
i=1

valamint ;

Qric_j COS Prie_f = Z Qi cos p;

i=¢

/
: 9 ) 3
Qr.c_g8in Pricf = }_J @ sin Ei

i=e

k
2
Qrih—t €08 Prii—k = 3 Qicos @i
i=h
k
Qroi—k SIN @roa—k = Z Qisin s
i=h

egyenletrendszer kielégiil. Mas széval ez azt is
jelenti, hogy a P pont akkor jeloli ki a sdlyozott
tavolsagok osszegének minimumat, ha mind a
f6-, mind a mellékesomépontokat tdmadé vektor-
rendszerek egyensulyban vannak.

Mivel a térbeli feladatok mindig sikbeli fel-
adatokka vezethetGk vissza, azért az itt rogzitett
elv altaldnosérvényii. Ha a keresett pont kényszerit6
koriillményhez (felillet, gorbe) kotott, az elv akkor
is érvényes, az osszefiiggések természetesen érte-
lemszertien kezelendGk.

9. A silyozott tivolsigok minimumosszegének
torvénye

A silyozott egyenesvonali tavolsdgok ossze-
gének minimumat altalaban az alabbi feltételek
kielégitése hatarozza meg : A) a silyvektor-rend-
szer egyensilyban van, B) a sulyvektor-rendszer
ereddje zérus nagysagi silyvektor, C) a silyvektor-
rendszer ereddje csak meghatdrozott helyzetbe eshet.

A) Egyenesvonalie sulyozolt tavolsdagok mini-
mumaosszegél a csomdpontot tamadoé  sulyveltor-
rendszer egyensilya hatdarozza meg, ha a térben, ille-
téleg a sikban adott pontokat a térben,illetbleg a sikban
szabadon elhelyezhetd csomdponttal kotjik ossze.
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B) Egyenesvonalit silyozott tdavolsagok mini-
mumasszegét a sulyvektor-rendszer zérus nagysdagi
ereddje hatdrozza meg, ha a térben, illetéleg sikban
adott pontokat. eqy onmagdaval pdarhuzamosan ellol-
haté térbeli sikkal, illetéleg stkbeli egyenessel kitjiik
ossze gy, hogy az ésszekité vonalak parhuzamosak.
A csomopont helyébe sik, illetéleg egyenes lép, a
sulyvektor-rendszer ezeket tdmadja.

C) A sulyozott tavolsagok osszegének mini-
mumdt akkor hatdrozza meg a silyvektor-rendszer
ereddjénelk jellegzetes helyzete, ha a-térben, illetéleg
a stkban adott pontokat egyenesvonali tavolsdgok
kotik dssze eqy olyan csomdponttal, amely eqy meg-
hatdrozott feliilethez vagy térgirbéhez, illetdleg sik-
gorbéhez kotott : a csomopontot tamadd siulyvektor-
rendszernek ereddje csak a feliiletnek a csomoponthoz
tartozo normalisdba vagy a térgorbénel a csomdpont-
hoz tartozé normdalsikjaba, illetéleg a sikgorbének a
csomdponthoz tartozo normdlisaba eshet.

Ha a minimum-feltétel megengedi a sulyvelktor
rendszer ered8jét, akkor tobb minimum-hely is lehet.
Az abszolut minimum-helyet az a csomdpont hald-
rozza meg, amelyhez skaldris értelemben a legkisebb
eredd lartozik.

IL.

GYAKORLATI ALKALMAZAS

A bemutatott elvi osszefiiggések alkalmazdsa
széles korben lehetséges, és ez nem korlatozédik
csupan a banydszat teriiletére ; itt azonban koze-
lebbrél esak a banyédszati vonatkozasokat érintjiik

A foldalatti banyészkodds térben mozgé miive-
letek osszessége. fgy a térbeli feladatok elméleti
osszefiiggései szamos banydszati problémara ad-
hatnak feleletet. Vonatkozik ez elsdsorban a fold-
alatti folyosérendszer és a foldalatti banyatérségek
optimdlis elrendezésére a térben. Megkonnyiti a
feladatok megoldésat az a koriilmény, hogy a
folyos6k legtobbszior egyenesvonaltak, tovabbd
az is, hogy a széntelepek vagy egyéb mas asvanyi
el6fordulasok néha kozel siknak tekinthetdk.

A sikbeli feladatok osszefiiggései mind a fold
alatt, mind a kiilszinen alkalmazasra talialhatnak.

Az elméleti Osszefiiggések stlyozott tavolsa-
gokrél szélnak. A gyakorlatban a sulyt konkrét
korillmény hatdrozza meg.

A gyakorlat példaul a kovetkezdk szerint
fogalmazhatja meg a feladatot. Adva van n szamu
pont akir a térben, akar a sikban, és keresni kell
azt a csomépontot, amely kijeloli a koltségek
minimuméat, ha az Gtvonalakon a fajlagos mozga-
tasi koltségek és az idGegységben elszillitandé
mennyiségek adva vannak.

Természetesen lehetséges, hogy a fajlagos
koltség fiiggvénye a hosszasagnak, azaz fiiggvény
fiiggvényérdl, rejtett fiiggésrdl van szoé.

A

VA
n n
S = Z Q,-s,' = Z q,-k,-s,-
i=1 i=1

osszefiiggésben a ¢; az idGegységben elszéllitando
mennyiséget [t], k; a fajlagos koltséget [Ft/mt]
jelenti. A k; fiiggvénye lehet az sinek :

= @(8i)-

.....

Egyszerii esetben ez a belsé fiiggés is egyszeriien
oldhaté fel. Példaul, ha

ki = a; + ﬁ
Si
akkor az
\' qi (u, - ——)

t—l

\ . . ” ’ . -
osszefiiggés minimum-értékét az ismertek szerint

jelolhetjiik ki, esupan arra kell tekintettel lenni,
hogy ebben az esetben

Qi = aigi.
Ha a belsé fiiggés osszetettebb, akkor gyakor-
lati]ag az ismétléses modszerhez folyamodhatunk.
Ennek lényege a kiovetkezs. Elsé 1épésben fel-
vesziink s-értékeket, és ezeket a

kiy = @(siy)

osszefiiggésbe helyettesitjiik. Az optimumkeresés
elsé lépésében szamitott s-értékek el fognak térni
az elsé lépcs felvett s-értékeitdl. A masodik 1épés-
ben mar az elsé lépéstél szamitott s-értékeket
helyettesithetjitk a k; = ¢(si) Osszefiiggéshe, igy
a masodik lépés szamitott s-értékei mar kozelebb
fognak esni a felvettekhez. A lépések szdmat addig
noveljitk, mig a megkiviant pontossigot el nem
érjiik.

Mivel a ki = ¢(s;i) figgvény legtobbszor
regresszios eljaras eredménye, a pontossag fokoza-
ganak mértékére tampontul szolgilhat a regresszié-
tényez6 (r). A gyakorlati pontossignak mar eleget
tesziink akkor is, ha a felvett és szamitott s-értékek
ardnya (v) olyan mértékben tér csak el az egység-
t6l, mint maga a regressziés tényezd, azaz ha

‘ 1—r I\”\’ l—-v¥

15
Gyakorlati feladatok

Az alkalmazési lehetGségek koziil bemutatunk
néhanyat. Természetesen az Osszes lehetdségek
bemutatisara nem villalkozunk, mindossze izelitét
adunk.

1. Adva van a fold alatt egy vagat tengely-
vonala (22. adbra) két vetiiletben (a'—a’ ; a”’—a”),
valamint hdrom pont szintén két vetiiletben (1’
2,3 ;17 27 37). Keresendé a vagat tengelyében
egy olyan csomépont (P’; P), amely kijeloli a
stulyozott tavolsigok Osszegének minimumat, ha
a hdarom pontot egyenesvonallal kotjiik ossze a
keresett csomoéponttal, és ha az egyes pontokhoz
rendelt salyvektorok rendre @), Q,, Q3. Az egye-
nesen csak egy csomoépont lehet.

Az egyik vetitOsik az egyenesen atmend fiiggd-
leges sik, a masik a vizszintes alapsik. Vélasszunk

meg egy P pontot, és a P—I ; P—2 ; P—3 egyenes-
szakaszokat forgassuk az alapsikba, hogy a silyok
(@, @, @) felrakhaték legyenek. Visszadllitas
utdn a sulyvektorok vetiileteinek két-két képe

(@, @, @, és Q), @;, @) is adott.
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22. dbra

A P pont akkor jeloli ki az optimum helyét, ha
a fiigg6leges sikban jelentkez$ vektorkomponensek
eredGje (a—P') az a’—a’ vetiilet P’ pontjihoz
tartoz6 normilisiba esik.

Természetesen a keresett csomépontot csak
ismétlések utin tudjuk kijelolni.

A térbeli feladatot sikbeli feladattd lehetett
visszavezetni, igy a megoldds lényegesen leegy-
szeriisodott.

2. Adva van a fold alatt egy vdgat tengely-
vonala (23. dbra) két vetiiletben (@’—a’ ésa”’—a”
A kiilszinr6l két lyukat farunk le (példdul iszap-
lead6 lyukak). A két farélyuk alapvetiileti koor-
dindtai adottak, alapvetiiletben képiik By és B;.

23. abra

A két farélyuk és a vagat kozott foldalatti ossze-
kottetést kell létrehozni ugy, hogy ezek a vigat
egy pontjabél indulnak el. A farélyukakhoz ren-
delt silyok @, illetve Qp,, a két sszekots vagat
silya pedig @, illetve @,. Meg kell keresni azt a
csomoépontot, amely kijeloli a silyozott tavolsdgok
osszegének minimumét.

Vegyiink fel az a—a egyenesen egy pontot
(P). Ezen a ponton és a két fiiggbleges frdlyukon
at fektessiink fiigg6leges sikokat. KlGszor jeloljiik
ki a két furdlyuk a, illetve a, pontjat. A két pont
(a, és a,) valamint a P pont kozotti magassig-
kiilonbségeket (%, és h,) az a feltétel szabja meg,
hogy az a, illetve az a, mellékesomépontokat
tamadé két-két salyvektor (@, és Qp, illetve @
és Q) p,) eredGje (Qir,¢s Qur,) a firdlyuk norméli-
saba esik. Igy az «, és a, hajlisszogek is adva van-
nak, és természetesen a furélyukak mélysége is.

A kovetkez6 1épésben a @ g, és @ p, stilyvekto-
rok értelme forditott, és igy a @, és @Qp, eredGje
Qyr, & Q, és Qp, eredbje Qyr lesz. Ezt a két ered6t
az a—a egyenesen atmend fiiggbleges sikba vetit-
jik, és igy a Qir illetve Qr vektorvetiiletekhez
jutunk. A P f6esomépont akkor jeloli ki a stlyozott
tavolsigok minimumét, ha a két vektor vetiiletnek
ereddje az a—a egyenes fiigg6leges sikbeli normé-
lisaba esik.

A térbeli feladatot most is két sikbeli feladatta
lehetett visszavezetni. Természetesen a végleges
a,, a, mellék- és P f6esombpontokhoz esak ismét-
léssel juthatunk el.

Ha tobb farélyuk van, a megoldis hasonlé-
képpen torténik.

3. Adva van a vizszintes sikban négy pont.
a hozzajuk tartozé silyokkal (Q,, @, @3 @4).
Keresni kell egy csomépontot, amely kijeloli a
sulyozott egyenesvonali tavolsigok Osszegének
minimumat, ha a csomépont csak a sikbeli a—a
gorbén foglalhat helyet (24. dbra).

Az a—a gorbe lehet egy vasttvonal, az egyes
pontokban lehet egy-egy banyaiizem, amelyeknek
termelvényeit a P pontban elhelyezett osztalyozo-
miibe vagy el6készitémiibe szallitjuk. Lehet az
a—a gorbe példaul tengerpart vagy foly6 sth. Az
egyes pontokban lehet béarmilyen létesitmény,

24. dbra
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ahonnan valamilyen anyagot, termelvényt kell a
csomoépontba szillitani, vagy éppen megforditva.

A feladat megoldasa egyszeri. A P csomépont
akkor jeloli ki a sulyozott tavolsigok osszegének
minimumat, ha a csomépontot timadéd silyvek-
torok ereddje a csoméponthoz tartozé normélisba
esik.

Az 4dbra a megoldds harom lépését mutatja
be. Az els6 lépésnél az eredé a normalistél jobbra
tér el, a csomépont megvilasztisaban is jobbra
kell elmozdulni. A mésodik lépés viszont méar
vissza, azaz balfelé kényszerit, a harmadik lépés
a keresett csomépontot jeloli ki.

3000

1500

25. dbra

4. Meredekddlésii dsvanyelGfordulds esetében
a fiiggbleges akna telepitési helyének fiiggvénye
a f6keresztvagatok osszhossza (25. dbra). Az elmé-
leti osszefiiggések birtokdban egyszer(ien belathato,
hogy a fékeresztvigatok 6sszhossza (8) akkor a
legkisebb, ha a fedGben és fekiiben kihajtott f6-
keresztvigatok szima megegyezik. Ha a O ponttdl

s
R Ty

2
(35)°

S, ,&
\ 6000
PSR4
/ (‘(3&)
4000

26. dabra

e
&h\ @
/—ﬁ
3000 ___
§
5000

akar a fedd, akar a fekii felé tolédik el az akna
telepitési helye, az eltolis (z) fiiggvényében a f6-
keresztvigatok osszhossza tort parabola szerint
valtozik.

4. Topografiai feliileten adva van négy pont
a hozzijuk rendelt stlyokkal (26, 35, 51, 36) egyiitt
(26. dbra). Keresni kell a topogréfiai feliileten azt
a csomépontot (P), amely kijeloli a stlyozott
tavolsigok osszegének minimumat, ha a tdvolsagot
a csomo6pontokon (1, 2, 3, 4) keresztiilmend fiiggd-
leges sik valamint a topografiai felillet metszés-
vonala jelenti.

Az egyes pontokban lehet példaul egy-egy
banyaiizem, amelyeknek termelvényét alapvetii-
lethen egyenesvonali koétélpdlydkon vagy gumi-
szalagon kell egy csomépontba Osszegyiijteni’

Els6 lépésben egyszerfi alapvetiileti megoldés-
hoz folyamodunk, azaz alapvetiiletben megkeres-
siik azt a P, pontot, amelyet tdmadé silyvektor-
rendszer (26, 35, 51, 36) egvenstlyban van. A méso-
dik lépésben mar bevezetjiik a fiktiv sdlyokat :

Qn= Q1 @n= Qais:-

83,0 )
ahol s, $8,, ... a topogréfiai feliileten, s,,, 8., - - .
pedig az alapvetiilethen jelentkezé tavolsagokai
jelenti. fgy természetesen megfelel§ szdmi ismét-
lés utdn megtalaljuk a P, pontot, amelyet tamadé
fiktiv sulyvektor-rendszer egyensilyban van.

Az eljaras tovabb folytathaté, Gjabb pontok
jelolhetSk ki. Gyakorlatilag a harmadik 1épés mar
azt mutatja, hogz a csomdépont elmozduldsa kicsi.
gy, ha nem is teljesen egzakt, mégis a gyakorlat
igényeit messze kielégité megolddsra jutunk, kiilo-
nosen akkor, ha az optimumot kijelolé pont kor-
nyéke kozel szintes sikteriilet.

Természetesen lehetséges, hogy nemecsak az

Sy Sa

S1,0

8% . ; A3 ’ 2 Mip g .
— viszonyszam fiiggvénye az Osszegytijtés helyé-
Sig

nek, hanem az eredetiabszolat stilyok is, igy az egyes
lépésekben ezek is moédosulhatnak. Az abszolit
silyok viltozhatnak példaul a téavolsig, a magas-
sigkiilonbség vagy a terepviszonyok sth. fiigg-
vényében.

Az 4bran a sulyozott tavolsagok osszegének
két izohipszajat is feltiintettiik az eljards helyessé-
gének igazolasira.

6. Adott ponthél (4) elindulva esévezetéken
meghatdrozott mennyiségii anyagot (viz, olaj,
gaz, sth.) kell elszallitani példaul hérom helyre
(1, 2, 3) (27. dbra).

(8]
~2

. dbra
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Az egyes vonalszakaszok. (A—P; P—I1;

P—3) silyat megszabhatja a szakaszon az idG-
egységhben atdaramlé anyagmennyiség (¢ t/éra) és
a mozgatas fajlagos koltségének (& Ft/mt) szor-
zata, azaz

Q; = qik;.

Esetiinkben természetesen

4 =G + Q2 1+ 9a-
Mivel az egyes k-értékek kiilonbozbek lehetnek,
azért dltalaban

Qi+ @ + @ + @
A fajlagos koltség (k) magdban foglalja a
fajlagos iizemi koltséget és a fajlagos beruhdzési
amortizacios koltséget, ezért esetiinkben

Qa< @+ @+ Qs

A feladat legven a kovetkezd : keresni kell
egy eligazdsi csomépontot (P), amely kijeloli a
stilyozott tavolsagok osszegének minimumat.

Az ilyen értelemben meghatarozott feladat
megoldésa egyszer(i : a P csomépont akkor jeloli
ki a stlyozott tavolsigok dsszegének minimumét, ha
a esomépontot tamadé Q4, @, @, @ silyvektor-
rendszer egyensilyban van.

Ha az egyes silyok a hozzajuk tartozé vonal-
szakasznak is fiiggvényei, akkor a mar megismert
ismétls eljarashoz kell folyamodni.

A feladatot alapsikban oldottuk meg. Ha a
terepviszonyok annyira valtozatosak, hogy az
alapvetiileti megoldds nem nyajt kell6 pontossé-
got, akkor a topogrifiai feliileten valé mozgatis
kapesan megismert fiktiv salyokat vezetjik be.

A cs6vezetéken val6 szillitdsnak viszonylag
egyszer(i példajat littuk. A vezetékfektetési prob-

1
d:
A Q A @ __33——-—"""——.
. Q
@, (&
2 ab 03 Q, 4

lémék igen széleskortiek lehetnek. Az i¢ lehetséges.
hogy a telepitést illetGen nines semmiféle kikotés.
Az el6ébbi példaban volt ilyen kikotés, nevezetesen
az, hogy a hiarom ag egy csomépontbdl induljorn el.

Komplikaltabb feladatot mutat mar be a
28. dabra. Az A pontbdl kell az egyes pontokba
(1, 2, 3, 4) meghatdrozott mennyiségili anyagot
(olaj, viz, giz sth.) eljuttatni, vagy megforditva.

Az egyes tavolsagi szakaszokhoz tartozéd
sulyok képzésében az el6bbi példiban megismert
elvek érvényesiilnek.

A csovezetékek fektetésében semmiféle meg-
kotés nines. A feladat az, hogy a telepités optimélis,
a lehetd leggazdasagosabb legyen.

A feladat megoldasiban tobb alternativit
kell vizsgilni. Esetiinkben ezeket az dbra szem-
lélteti.

Az optimum kijelolésének feladatdt mindhda-
rom felvett alternativiaban a csomépontok (4,
A,) kijelolése jelenti.

Az els6 alternativa 4, esomépontja akkor van
optimélis helyen, ha az A, pontot tamadé sily-
vektor-rendszer (@, @, ;5 @, ,) egyensulyban van,
a masodik alternativanal az 4, pontot tdmadé
Qy, @, Qs Q, silyvektor-rendszernek kell egyen-
sulyban lennie. A harmadik alternativaban két
csomoépontra vonatkozé egyensulynak kell fenn-
dllnia : az 4, csomépont akkor van optimalis
helyen, ha az 4, csomépontot tdmadé @, @, Q,
stlyvektor-rendszer egyensilyban van, ugyanak-
kor az A, csomépontban az A, esomdpontot
tamadé @', @y, @, sulyvektor-rendszer egyensi-
lyanak kell bekovetkeznie, azaz az egész vektor-
rendszernek eredGje zérus.

Lehetséges, hogy az egyes silyok a hozzijuk
tartoz6 szakasztdvolsigok fiiggvényei. Ha ez
fennall, akkor a mér megismert ismétlé médszer-
hez folyamodunk.

Ha a cséfektetés nem sik, vagy kozel sik
teriileten bonyolédik le, ellenben a topogrifiai
feliilet igen véaltozatos, akkor a méar szintén meg-
ismert fiktiv stilyok mdédszeréhez folyamodunk.

A felvett harom alternativat elGszor optima-
lissa tettiik, majd a végleges megoldas érdekében
az egyes alternativiakhoz tartozé optimalis telepi-
téseket vetjiik Ossze. Természetesen més elképzel-
heté alternativakra is kiterjesztheté e vizsgalat.

*

Néhany jellegzetes banyédszati feladat meg-
oldasat mutattuk be. Csupédn a banydaszat teriile-
tén is sok mas feladat oldhaté meg igen egysze-
riien. Az ipar, a mezGgazdasig, a kozlekedés sth
teriiletén igen sok olyan feladat jelentkezik,
amelyeket a fentiekben bemutatott alapveté
osszefiiggések, torvények alapjin egyszerfien lehet
megoldani anélkiil, hogy igénybe kellene venni a
linearis programozas nem egyszer koriilményes, sok
szamitdst és komoly berendezést kivan6 médszerét.
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