Dr. Kollar Lajos, az MTA levelezd tagja

AZ EGYSZER(SITETT KONTINUUM-MODSZER HASZNALATA
KETRETEGO TERRACSOK MERETEZESEHEZ

1. BEVEZETES

A kétrétegl térbeli rdcsszerkezetek (térrdcsok) két, egymdssal pdrhuza-
mos récsos Ovsikbdl és az Oket, Gsszekotd récsozdsbél dllnak. (Az Ovek gorbe
feliileteken is elhelyezkedhetnek, de ezzel a szerkezetfajtdval a jelen dol-
gozatban nem foglalkozunk részletesen.) Tobbnyire lefedGszerkezetnek hasz-
ndljuk Oket; er6jatékuk 1lényegében megfelel a hajlitott siklemezének.

A térrdcsok ruderdit dltaldban szdmitdgéppel hatdrozzuk meg. A vdazlat-
tervezéshez azonban sziikségiink van egy olyan egyszer( mddszerre, amely egy-
részt szemléletes képet ad az erdjatékokrdl, azaz segitségével meg tudjuk
dllapitani, hogy bizonyos szerkezeti vdltoztatdsok milyen médon befolydsol-
jék az erdjatékot, masrészt pedig lehetdvé teszi a rddkeresztmetszetek (ko-
zelitd) felvételét és ezzel az anyagsziikséglet megbecslését.

Erre a célra a térrdcsok kontinuum-médszere haszndlhatd, amelynek elmé-
letét /Kolldr és Hegedis, 1985/-ben taldlhatjuk meg. Alkalmazdsdnak felté-
tele az, hogy a térrdcs hdlézata szabdlyos legyen, azaz ismétlodd elemek-
b6l 411jon (Gn. eltoldsi szimmetridval rendelkezzék). Ebben a dolgozatban
csak ilyen hdlézatu rdcsokkal fogunk foglalkozni. A kovetkezdkben rdviden
osszefoglaljuk e médszer alapelveit, majd a gyakorlatban haszndlhaté mdédon
ismertetjik a fébb eredményeket.

A kontinuum-médszer lényege, hogy a diszkrét elemekb&l &116 térracsot

olyan folytonos modellel helyettesitjik, amelynek merevségei — a térracs
legkisebb ismétlddd elemének megfeleld teriileten — megegyeznek a térra-
cséival.

A kiilonbozo térrdcs-tipusoknak (és térrdcs-ovsikoknak) kiilonbozé kon-
tinuumok felelnek meg (kGzOnséges, azaz tomor keresztmetszetl tércsa, ill.
lemez, borddslemez, vagy Un. magasabbrend(i kontinuum). Az egyszerisitett
kontinuum-médszerben arra torekszink, hogy — bizonyos elhanyagoldsokkal —
mindig egyszerl lemezzel tudjuk modellezni a térricsot.
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2. AZ EGYRETEGO RUDHALOZATOK STATIKAI TULAJDONSAGAI ES
HELYETTESITO KONTINUUMA

Mielott rdtérnénk a kétrétegl térrdcsok tdrgyaldsdra, eldszor az egy-
rétegl, csukldés csomdponti hdlézat statikai tulajdonsdgait kell elemezniink.
Az egyrétegli rdcsozatnak statikai (azaz merevségi) szempontbdl egyenér-
tékld kontinuuma a tdrcsa. Az egyenérték(ség azt jelenti, hogy a rdcsbdl ki-
vdghatd legkisebb elemi cella (amelyb6l a rdcs fel van épitve) ugyanolyan

mértékben deformdlddik barmely igénybevételre, mint az ugyanolyan teriiletd
tércsadarab (2.1. &bra).
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2.1. dbra

A kovetkezokben tehdt a tdrcsdk merevségi tulajdonsdgait kell &dttekin-
tenink.

2.1. A tdrcsa merevségi tulajdonsdgai

A tércsa merevségi jellemz6it az un. (nydldsi) merevségi mdtrixba fog-
lalhatjuk Gssze, amely kapcsolatot teremt az x,y koordindta-rendszerben ér-
telmezett alakvdltozds- és feszliltségdllapot elemei kozott:
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[;] — 1 % ’ (2.1)
ahol
n
X
B 22
n n, (2:2)
"y |
a vektorba foglalt metszeterdket (2.1b. &bra),
By |
E= Ey (2.3)
7xy-
a vektorba foglalt alakvdltozds-komponenseket jelenti, €és
Ta T i3
I=1Ty T2 To3 (2.4)
T3y Tsp T3z ‘

a tarcsa merevségi matrixa. Elemei koziil T11 €s T22 az x, ill. y irdnyd hd-
si, T33 pedig a nyirdsi merevség; e hdrom elemet "f0 merevségeknek" hivjuk,
mivel ha koziilik egyik sem zérus, akkor a tdrcsa mindennemd igénybevételre
alaktart6é (merev) akkor is, ha az Gsszes tobbi (mellék-) merevség zérus.
(Pontosabban fogalmazva: a fomerevségek megléte csak akkor biztositja a tar-
csa merevségét, ha a merevségi mdtrix determindnsa nem zérus, aminek elégsé-
ges feltétele, hogy valamennyi mellékmerevség kisebb legyen valamennyi fdome-
revségnél. Ez a valdsagos tarcsakban mindig teljesiilni szokott.) Ha a fome-
revségek koziil az egyik zérus, akkor a tdrcsa a neki megfeleld igénybevétel-
lel szemben nem fejt ki ellendlldst, azaz alakjat véltoztatd (labilis).

A merevségi mdtrix mindig szimmetrikus a f64tldjéra, azaz Ti' = Tji'

A le = T21 elemet hardnt-(irdnyd hizdsi) merevségnek hivjuk.

A merevségi matrix és igy az egyes merevségek is koordindta-rendszerhez
kotott mennyiségek; egy elforditott koordindta-rendszerben &ltaldban megvdl-
toznak a mdtrix elemei. Kivételt képez az izotrop tércsa, amelynek merevségi
mdtrixa érzéketlen a koordindta-rendszer elforditédsdra.

Az izotrdpia feltételei az aldbbiak:

Tll = T22, (2-53)
T13 = T23 =0, (2.5b)
T & T (2.5c)

11, = Tyg * gy



Az izotrop tdrcsa esetében a

.
0= 12
B S (2.6)

11
ardny a hardntkontrakcidés tényezd.
Az izotrop merevségi matrixot felirhatjuk a tdrcsa ismert rugalmasségi
adataival is:

[ Ene VE'h' . i
1-y'2 1-v'2
- v'E'h' E‘h' .
lizotrop 12 A g 2 2.7
0 0 el U,
L 2(1+v") J

ebben h' jelenti a tdrcsa vastagsdgdt, E' a rugalmassdgi modulusdt, V' pedig
a hardntkontrakcids tényez6jét. (A T3 elem G'h'-vel egyenld.)

Lathatjuk, hogy a (2.5c) egyenlet a G' = 5(%%;77 osszefiiggésnek felel
meg.

A merevségi mdtrixnak még egy fajtdjardl kell szélnunk: az ortrotop mat-
rixr6l. Ezt az Jellemzi, hogy — egy bizonyos koordindta-rendszerben —

fenndll az izotrdpidra is jellemzd

oo =3 (eme 200 (2.8)

13 13

Osszefiiggés, az izotrdpia mdsik két feltétele azonban nem teljesil. Annak a
koordindta-rendszernek a tengelyeit, amelyben teljesil a (2.8) feltétel, az
ortotrdpia féirdnyainak nevezziik.

Ha sem az izotrdpia, sem az ortotrdpia feltételei nem teljesiilnek, a
tarcsdt dltaldnosan anizotropnak (aeolotropnak) mondjuk.

2.2. Az egyrétegi rddhdlézatok statikai tulajdonsdgai

A kovetkezékben a rdcsozatnak néhdny alaptipusdt fogjuk &ttekinteni.
/Kolldr és Hegedis, 1985/ alapjdn felirjuk a merevségeket tartalmazd mdtri-
xot, valamint a ridder6knek az egyenértékd kontinuum metszeterdibdl valé ki-
szdmitdsdra szolgdlé képleteket.
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2.2.1. Egyenldoldalid hdromszogekbdl 4116 hdldzat

£11jon a halézat a oldalhosszisdgli egyenlfoldald hdromszogekbdl, és le-
gyen valamennyi rdd hizdsi merevsége EA (2.2. dbra); A a rudak keresztmet-
szeti terilete.

F‘ e

[P

Q
2.2. dbra
A merevségi métrix ez esetben
Ve 310
_ V3 EA
T = = 1 3 0 (2.9)
0 01
lesz, azaz a rdcsozat a (2.5) feltételek teljesiilése miatt izotrop.
A ridertk a kontinuum metszeterdibdl (2.1. dbra) az
o B =
5, = 0 3 n, ny), (2.10a)
o
82 = B (ny + J3 nxy), (2.10b)
= a8 = i
Sy = 3 (ny V3 nxy) (2.10c)

osszefiignésekkel szamithatok ki. Lathatjuk, hogy a rdder6k nem fiiggenek a
rudkeresztmetszetektdl; ennek oka az, hogy hdrom ridirdny esetében a ruderdk
meghatdrozdsa a kontinuum metszeter6ibdl statikailag hatdrozott feladatot
Jelent.

Bebizonyithaté, hogy a hdromszoghdldzatok kozil a most megvizsgdlt az
egyetlen, amelynek egyenértékld kontinuuma izotrop. Ha akar a hélézat szemei



térnek el az egyenlfoldald hdromszogtdl, akdr a rudak szelvénye nem azonos
mindegyik irdnyban, akkor megsziinik az izotrdpia, és a rdcsozat egyenértékd
tdrcsdja vagy ortotroppd, vagy dltaldnosan anizotroppd (aeolotroppd) valik,
ami a mi szdmunkra elsfsorban azt jelenti, hogy megszinnek az izotrop tér-
csara jellemzd (2.5) aranyok, és a hizdsi merevségek is fiiggeni fognak a hu-

zds irdnydatol.
2.2.2. Altaldnos haromszogekbdl 4116 halézat

Az &ltaldnos haromszogekbtl 4116 racsozat (2.3. dbra) csak kiilonleges
esetekben ortotrop, egyébként aeolotrop. Az ortotrépia feltételeit a 2.4a, b,
c, d. dbrdkon vazoltuk; Al’ A2, A3 az 1, 2 és 3 irdnyld rudak keresztmetszeti
teriiletét jelenti.

2.3. dbra

A merevségi mdtrixot /Kolldr és Hegedls, 1985/ alapjan irhatjuk fel.
Ugyanitt taldlhatjuk meg az ortotrdpia fdirdnyainak képletét is.
A rdderdk és a metszeterdk kozotti Osszefiiggések az aldbbiak:
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Egyenldszdrd hdromszég hdldzat %= p
3

Ag/’Ai = L
A
o=60
2.2
2.0 1
1.8 1
1.6 1
14 1
1.2
58° 60°
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2.4a. &bra
5 = b | i, = cosaccosp | sin @-§) , (2.11a)
X sinacsinf Y sinocsinf XY
By =y BB o SRR | s
sin sin @+ Y  sine sin e+p) Xy
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S; = b n. - 5 211
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1.4

1.2

EGYENLOTLEN OLDALU HAROMSZOG HALOZAT

1.0
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0.4+
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2.4b. dbra
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EGYENLOTLEN OLDALU HAROMSZOG HALOZAT

A3/A,

2.2
2.0
1.8
1.61
1.4 -
124
1.04
0.81
0.61
0.44

0.21

T T T T T ¥ v v L) & AZ/A1
0 02 04 06 08 10 12 14 16 1.8 20 2.2

2.4c. dbra
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DEREKSZOGU HAROMSZOG HALOZAT

& ) X =450-d
A3/A4 2 3 ﬂ = 105°~<:r
1=90°

., . N
0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 2™

2.4d. dbra
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2.2.3. Az andrdskeresztes négyzetekb6l 4116 halézat

Vegylik szemigyre az andrdskeresztes négyzetekbdl &116 racsozatot (2.5.

dbra); tételezziik fel, hogy Al=A4 és A2=A3. Az egyenérték(d tdrcsa ortotrop

lesz. Merevségi mdtrixa:

FA h Ay 01
1"z V2
A A
E 2 2
T = - A, + —= 0 |, (2.12)
-4 V2 <l \f2>
A
2
0 0 —=
! V2
a ruderdk pedig:
£, A A A
1 2 2
S, = —— + —=|n -—n |, 2.
1_—;\-1—-— 2+2X2y (2.13a)
vzth
¥/ A
_ 1 2
S ° 7 ; W(nx+ny)+(Al+\/§A2) nll» (213
2—"+A2
V2
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4 [A
1 2
S; = == ko @y = DA % Tahn ], (2.13c)
D 2 Ay ik V2 X y 1 27 Xy

Al ﬁ 2

e

{ A A A
| 1 2 2
S, = _______;_ T =Tl = =l s (2.13d)
B e

Megjegyezziik, hogy a hdlézat akkor is ortotrop lesz, ha az A1=A4 és az
A2=A3 egyenldségek koziil csupdn az egyik teljesiil (a mdsodik esetben az
ortotrépia fdéirdnyai a 2. és 3. irdnyd rudakkal lesznek parhuzamosak), de a
riderdk meghatdrozdsdra szolgdld képletek bonyolultabbakkd vdlnak.

A rdcsozat izotroppd vdlik, ha a rudkeresztmetszetek az Al = AA’ vala-

mint az A2:A3 egyenldoségeken kivil kielégitik az A2=A1/ V?f Osszefliggést is.

2.2.4. Kétirdnyd rudazatbdl 4116 hdldzatok

Haromnal kevesebb iranyd rudazatbdl csak alakjukat vdltoztatd (labilis)
rdcsozatokat lehet el6dllitani, amelyek tehat valamilyen igénybevételre el-
lendllds nélkiil deformdalddnak.

Vizsgdljuk meg a négyzethdldzatu récsozatot (2.6a. dbra). Az ilyen szer-
kezetnek a feltiintetett koordindta-rendszerben csak a két rddirdnnyal parhu-
zamosan van hlzdsi merevsége, mds merevsége nincs.

a, b,
) ¢
__.1‘_
y A a Y
A
— %

2.6. dbra
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Merevségi matrixa:

1 0
1-£ 10 1 0}, (2.14)
0
a ruderdk nagysdga pedig:
S =an, (2.15a)
S, = a n- (2.15b)

Ha viszont 45°-kal elforditjuk a négyzethdlds racsozatot (2.6b. &bra),
akkor azt taldljuk, hogy egyrészt van nyirdsi merevsége (2.7a. &bra), mds-
részt hizé- (vagy nyomé-) erdket is fel tud venni, de csak abban az esetben,
ha ezek egyformdk a két (x és y) irdnyban, azaz ha hidrosztatikus hizés
(vagy nyoméds) hat rd (2.7b. &bra).

a, b, lP
.
-
TT 1T P p
e
=
p
2.7. dbra

Merevségi mdtrixa ennek megfelelden:

'y & 29
T 7z °
CEAl 1 1 .
Le=z-l % # 4B (2.16)
1
(0 0 3
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a hidrosztatikus hizdsbdl (nX:n ) szédrmazé riderdk nagysédga pedig:

y
Sl = 52 ot 2

2.2.5. Nem folytonos rudazatokbdl 4116 racsozatok

(2.37)

Vegyiik szemigyre a hatszoghdlézatu rdcsot (2.8. dbra). Ez szemmel 1dtha-

téan csak hidrosztatikus hizdst (vagy nyomdst) képes felvenni (2.9. ébra),

mds igénybevételt nem.

2.8, dbra

2:.9.5: iébre
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Merevségi matrixa ennek megfelelden:

1 1 0
EA
= 1 0 (2.18)
2 Vﬁi a ’
0
a hidrosztatikus hiizdsbdl (nx=ny) szarmazd ruderdk pedig:
Sy =8, =85 V3 a n,. (2.19)

Az eddigiekbSl az tlnik ki, hogy a sajdt sikjukban csak a harom, ill.
tobb irdnyd folytonos rudazatbdl 4116 hdromszoghdlézatl récsozatok alaktar-
ték, a két irdnyd rudazatbél &116, valamint a hatszioghdlézatiu rdcsozat alak-
jat véltoztatd (labilis). Ez azonban nem jelenti azt, hogy megfeleld mdsik
racsozattal kombindlva nem lehet belGliikk alaktartd (azaz nem labilis) két-

rétegl térrdcsokat szerkeszteni, ldsd részletesebben a 3. pontban.

3. KETRETEGO TERRACSOK

A kétrétegld térrdcsok hasonldképpen épiilnek fel a két egyrétegl rédcsozés
adta ovsikokbdl és az Oket Osszekttd rdcsozasbdél, mint ahogyan a sikbeli réa-
csostartdé felépiil a két ovrudbdl és az Oket Osszekdtd rdcsozdsbdél. A sikbeli
rdcsostarténak a gerenda az egyenértékd kontinuuma, a kétrétegl térrdcsnak
pedig a lemez, amely egyrészt lehet kozonséges vagy borddzott; mdsrészt maga
a kozonséges lemez is tobbféle lehet merevségi szempontbdl. Eldszor tehdt
tekintsik 4t a kiilonbozd térrdcsok és a velilk egyenértékld lemezek fajtdit.

3.1. A kétrétegl térrdcsok fajtdi

A kétrétegl térrdcsokat hdrom csoportba sorolhatjuk.
Az els6 csoporiba tartoznak azok a térrdcsok, amelyekben az Ovsikok me-
revségei ardnyosak egymdssal (3.2., 3.3., 3.4. abrdk). Ezeket &ltaldban az

jellemzi, hogy a két ov hdldézata azonos, a megfeleld alsé és felsd rudak ke-
resztmetszete pedig ardnyos egymdssal.

A mdsodik csoportba azok tartoznak, amelyekben a két Ovsik merevségei

nem aranyosak egymdssal (3.5., 3.7. dbrék). Ezekben dltaldban a két Gv halo-

zata sem azonos.
Végil a harmadik csoportba azokat kell sorolnunk, amelyekben az egyik

odvsiknak nincs nyirdsi merevsége, de a mdsiknak van, és ez a ferde sikokban
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elhelyezkedd Gsszekotd rédcsozdssal egyiltt zdrt rdcsos csoveket alkot, ame-

lyek csavardsi merevséget adnak a szerkezetnek (3.8., 3.9. dbrék).

Z4rt csoveket olyan térrdcsok is tartalmazhatnak, amelyekben mind a két
dvsiknak van nyirdsi merevsége (3.4. dbra). Ilyen esetekben azonban a két Ov
nyirdsi merevsége lényegesen nagyobb csavardsi merevséget ad, mint a rdcsos
csovek, igy ez utdébbiak merevségét figyelmen kiviil hagyhatjuk.

Az 2lméleti vizsgdlatok /Kolldr és Hegedls, 1985/ azt mutattdk, hogy a
térrdcs egyenérték( kontinuuma csak abban az esetben lesz kozonséges lemez,
ha a két Ovsik merevségei ardnyosak egymdssal. Minden mds esetben borddsle-
mezt kapunk egyenértékd kontinuumként (3.6. dbra), amelynek erdjatéka megle-
hetdsen bonyolult, mivel a "lemezszerG" bels6 erOkon (azaz a hajlito- és
csavaronyomatékokon) kivil még egy sikbeli fesziiltsépdllapot is keletkezik
a fedblemezben. Az elsd részt a w lehajldsfiiggvény, a mdsodikat a 4bfeszﬁlt-
séofigovény Jjellemzi, és igy a borddslemez viselkedését végeredményben két
kapcsolt negyedrend( parcidlis differencidlegyenlet irja le /Giencke, 1955/,
/Trenks, 1954/.

A bordéslemez nem alkalmas arra, hogy segitségével elvégezhessiik a tér-
rdcsok kozelitd méretezését. Egyrészt tulsdgosan bonyolult feladat lenne
(akdrcsak kozelitben is) megoldani a parcidlis differenciélegyenlet-rend-
szert, mdsrészt pedig -- a szerepl® merevségi paraméterek nagy szdama miatt
— nincsenek kozvetlenil felhaszndlhatd diagramok, ill. tédbldzatok a bordds-
lemez igénybevételeire az irodalomban. Ezért azt az utat vdélasztjuk, hogy
bizonyos elhanyagoldsokkal visszavezetjik a borddslemezt a kozonséges le-
mezre. E kdzelités lényege az, hogy ha elhanyagoljuk a fedblemez sajdt sik-
jéban meglévO nyirési merevségét (azaz elhanyagoljuk az egész szerkezet "Gb-
lgsodési merevségét"), akkor elmarad a ¢ fesziiltségfiiggvény, s egyetlen ne-
gyedrend(i differencidlegyenletet kapunk w-re, azaz egy kozonséges (ortotrop)
lemezhez jutunk.

A kétrétegl térrdcsokra ezt az elvet dgy alkalmazhatjuk, hogy elhanya-
goljuk a merevebb Gvsiknak a mdsikhoz képest meglevd '"tobblet-merevséceit",
s csupdn a gyengébb Ovsikban is meglévd merevségeket tartjuk meg. Ez t8hb-
nyire (pl. a 3.5. dbrén vézolt szerkezet esetében) az egyik Gvsik nyirdsi
merevségének elhanyagoldsdt jelenti, de el kell hanyagolnunk a merevebb ov-
sikban azokat a merevségrészeket is, amelyek tobbletet jelentenek az ardnyos
merevségekhez képest. Ily mdéden egy olyan szerkczethez jutunk, amelyben ard-
nyos egymassal az alsd és a felsd ovsik valamennyi merevsége, és az egyenér-
tékad kontinuum egy kozonséges lemez lesz.

Tekintsik most 4t a kozonséges lemezek merevségi tulajdonsédgait.
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3.2. A kozonséges lemez merevségi tulajdonsdgai

A kozbnséges lemez merevségeit a B hajlitdsi merevségi matrixba foglal-
juk Ossze, amelyet a hajlitdsi alakvdltozdsok és a hajlitdsi bels6 ertk ko-
zott fenndlld kiovetkezd Gsszefiiggés definidl (a negativ elGjelre a valasz-

tott koordindta-rendszer miatt van szikség):

E‘ & _Q L(, (31)
ahol
m
X
= m 3.2
m y (3:2)
m
xy

az x, ill. y irdnyd hajlitényomatékot és az mXy csavaronyomatékot osszefog-
lalé vektor (3.1. ébra),

k=|k (3.3)

My

3.1. dbra

az x, ill. y irdnyd meggorbiilést és a kétszeres elcsavaroddst osszefoglald

vektor; a hajlitdsi merevségi métrix pedig:
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i, - g By
2% By By By et
551 P B
A B mdtrix — az egyrétegl rdcsozat ] nydldsi merevségi mdtrixdhoz ha-

sonléan — szimmetrikus a fo6dtldjéra. A Bll és B22 elem az x, ill. y irdnyd
hajlitdsi merevséget jelenti, a 833 elem pedig a valddi Bt csavardsi merev-
ség felét:

B
g B

33 % 7 (3.4a)

azaz (feltéve, hogy 831=832=0):
Koss (3.4b)

A 812=821 elem a hardntirdnyd hajlitdsi merevség.

A lemez izotrdpidjdnak, ill. ortotrdpidjdnak ugyanazok a feltételi
egyenletei, mint a T matrixénak, lasd a 2. fejezetben.

A tovdbbiakban sziikségink lesz az ortotrop lemez egyensilyi differen-
cidlegyenletére. Ezt az ortotrdépia fdirdnyaival pdrhuzamos koordindta-rend-
szerben pl. /Timoshenko és Woinowsky-Krieger, 1966/ alapjdn igy irhatjuk
fel:

Bll w'' o+ 2(Blz+283})w""+822 W'ttt o= B11 w''" o+ 2HW" T+ 822 w''ttt o= p.
£3.53

Vesszovel az x, ponttal az y szerinti differencidldst jeloltiik; w a le-
mez lehajldsa.

Ez az egyenlet szemléletesen mutatja, hogy a lemez hdrom részben hordja
a p terhet: az els6 tag az x irdnyd hajlitdsi, a mdsodik tag a csavardsi, a
harmadik pedig az y irdnyd hajlitédsi merevség teherviseld hatdsdt reprezen-
tédlja. A csavardsi teherhorddsban a 2833=Bt csavardsi merevségen kiviil a B12
hardntirdnyd hajlitdsi merevség is szerepel, s a kettd Gsszegét H-val szok-
ték jeldlni:

fl) =By # 2B1o = By s = B (3.5a)

12 33 12 i

H tehdt a lemez "ldtszdlagos csavardsi merevsége".
Ha a két irdnyban azonos a lemez hajlitdsi merevsége, akkor, bevezetve a
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i = 822 =B (3.6)
jelolést, az egyenlet a
Bw"" + 2Hw""" + Bw'""" = p (31

alakot olti.
Csavardsmentesnek nevezziik az ortotrop lemezt, ha H=0. Ekkor a lemez
egyenlete az aldbbi lesz:

B

PP W By W = p (3.8)

Ez a két irdnyban azonos hajlitdsi merevség (3.6) esetében a kovetkezd
alaklra egyszerGsodik:

B (w"" +w ") = p. 529)

Mivel izotrdpia esetén 811=822 és 811:812 +2833 = H, ezért, bevezetve a
(3.6) jelolést, az izotrop lemez egyenlete

BW"" % 2 Bwn-- ¥ BW = BAAW = p (310)
lesz, ahol
2 2
Rl B (3.11)
Ox dy

a Laplace-operator.
Vegyiink most sorra néhdny gyakrabban eléforduld térrécsot és hatdrozzuk
meg a most ismertetett kozelité mddon kaphatdé egyenértékd lemeziiket.

3.3. Egymdssal ardnyos merevseégl ovsikokbdl &116 térrdcsok

Ha a két Ovsik merevségei ardnyosak egymassal (vagyis a felsd Ovsik me-
revségei az alsééinak k-szorosai), akkor az egyenértékd kontinuum egy olyan
kozonséges lemez lesz, amelynek hajlitdsi merevségi matrixat a

h2

B:
= I#kK

(3..13)

osszefiiggés hatdrozza meg, ahol h a két Ovsik egymastol mért tdvolsaga, If,
711 Ia pedig a felsd, ill. az alsd Ovsik nylldsi merevségeit Osszefoglald
matrix. A (3.13) egyenlet tulajdonképpen az egymdstél h tdvolsdgban 1évd
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If = kla és Ia hizdsi merevségeknek a kozos sdlypontjukra vett inercianyoma-
tékdt reprezentdlja.
A kovetkezdkben néhdny példdt mutatunk az ardnyos merevségl Ovsikokbdl

4116 kétrétegl térrdcsokra.

3.3.1. Egyenldoldald hdromszog hdlézatd dvsikokbdl &116 térrdcs (3.2. dbra)

Az alsé Ovsik izotrop hizdsi merevségi matrixdnak (2.9) kifejezését a
(3.13) képletbe helyettesitve, és figyelembe véve a (3.6) Jeldlést, az izo-

trop lemez (3.10) egyenletéhez jutunk. A lemez B hajlitdsi merevsége:

_3VIEAR K

B == o

(3.14)

3.3.2. "Négyzet felett négyzet" tipusd térréacs

A 3.3. 4dbran véazolt térrdcs — fiiggetlenil attél, hogy a fels6 Ovsik cso-
mépontjai az alsééi folott fekszenek-e vagy el vannak-e tolva hozzdjuk ké-
pest — egy csavarasmentes ortotrop lemezzel egyenértékd, amelynek egyenlete
(3.9)-nek felel meg, hajlitdsi merevsége pedig:

B = — — (3:15)

vo. a (2.14), (3.13) és (3.6) képletekkel.
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3.3. dbra

3.3.3. Az "andraskeresztes négyzet felett andréskeresztes négyzet"

tipust récs

A 3.4. dbran ldthatd térrdcs -- ugyancsak fiiggetlenil attél, hogy a fel-
s6 Bvsik csomépontjai el vannak-e tolva az alsééihoz képest -- egy ortotrop

a,

3.4a. dbra
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3.4b. dbra

lemezzel egyenértékd, amelynek differencidlegyenlete (3.7)-nek felel meg, a
kovetkezd merevségi jellemzokkel /ldsd a (2.12) és (3.13) képleteket/:
Hajlitdsi merevség:

2 A
Eh 2 k
B =—— (A, + ) (3.16a)
2 1 v2'1+k
Hardntirdnyi hajlitdsi merevség:
2 A
EihE B2 K
B, = —= (3.16b)
12 3 yZ21+k
Csavardsi merevség:
B, - 28 _g_rﬁ\[— LI, (3.16c)
B T3 a 27 el ’
és végll a ldtszdlagos csavardsi merevseég:
23A
Eh 2 _k
H=8 2B, = 3 3.16d)
2= " % Tek (
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3.4. Egymdssal nem ardnyos merevsegd ovsikokbdl 4116 térrdcsok

3.4.1. "Négyzet felett andréskeresztes négyzet" tipusu racs

Ha a felsd dvsik négyzetei az alsééi folott helyezkednek el (3.5. dbra),
akkor az 0Osszekdtd rdcsozds fiiggbleges, és igy a szerkezetnek nincs igazi
csavardsi, csupdn ©blosodési merevsége (a felsd Ovsik nyirdsi merevsége
folytdn). Statikai szempontbdl tehdt szemmel 1ldthatdan megfelel a 3.6. dbra
borddslemezének.

Osszehasonlitva a felsd ovsik (2.12) és az alsd dvsik (2.14) hizédsi me-
revségi matrixdt, ldthatjuk, hogy a felsd Ov nyirdsi és hardntmerevségét
kell elhanyagolnunk ahhoz, hogy egymdssal aranyos merevségeket kapjunk a két




ovsikban. Helyettesitd kontinuumunk ily médon egy csavardsmentes ortotrop
lemez lesz, amelynek egyenlete (3.9)-nek felel meg, hajlitdsi merevsége pe-
dig:

B = (3..17)

Ay
(A, + )A
E h? 17y "a
B

(b [ i e 0

1 V§ a

3.4.2. "Négyzet felett elforditott négyzet" hdldzatu rdcs (3.7. dbra)

3.7. dbra

Az alsé Ov merevségeit a (2.14) matrix, a fels6ét a (2.16) matrix adja
meg, de az eldbbiben a helyett fagft kell irnunk, mivel a négyzetek oldal-
hossza most VFZQ- Usszehasonlitva a két matrixot ldthatjuk, hogy egyrészt el
kell hagyni a fels6 Ov nyirdsi merevségét, mdsrészt pedig az alsé Gvben is
definidlnunk kell egy "hidrosztatikus" merevséget, hogy megfeleljen a fels6
Ov hidrosztatikus merevségének, melyet a mdtrix bal fels6 négy eleme repre-
zentdl.

A hidrosztatikus hizdsi merevségnek az a definicidja, hogy €, és ay bar-
mely kombindcidjdra nx=ny normdlerdket produkdl, melyeknek nagysdga megegye-
zik az
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; ; E. VE
€ hidr _ £ hidr _ ~x y
X ¥ 2
"hidrosztatikus" nydlds-részbdl a valddi x és y irdnyd hizdsi merevségekkel
kaphaté normdlerdok nagysédgdval.
Ezt a kovetelményt a

[T I
7 3 0
. EA
hidr _ g | L 1
8 a7 2 0 (3.18)
0 0 0

nyldldsi merevségi matrix elégiti ki.
A (3.13) osszefiiggés alapjdn a hajlitdsi merevség

Y
g=Lf V2 (3.19)
2a A Aa
pre=Ss
V2
a hardntmerevség pedig:
812 = B. (3.20)

Mivel nincs tényleges csavardsi merevség, ezért H=812=B, és a lemez dif-

ferencidlegyenlete (3.7) alapjén:

B (wllll = 2w||o- F w-n-.) = p,

azaz a helyettesit6 lemeziink izotrop lesz, vo. (3.10)-zel.

3.5. Racsos csovekkel merevitett térrdcsok

Ha az egyik ovsiknak van nyirdsi merevsége, az 0sszekotd ridcsozds pedig
ferde sikokban helyezkedik el (gy, hogy zdrt rdcsos csovek alakulnak ki a
szerkezetben, akkor a csovek csavardsi merevséget adnak a térrdcsnak. A csd
mindegyik fala képes nyirder6 felvételére, és igy a csdfalban korbemend zéart
nyiréfolyam keletkezik, amely csavarényomatékot reprezentdl.

Anhoz, hogy helyettesitd kontinuumunk most se borddslemez legyen, el
kell tekinteniink az alakvdltozdsok Osszeférhetdségének biztositdsatdl (azaz
attél a ténytdl, hogy a csovek adta csavardsi merevség semleges tengelye nem

117



esik egybe a hajlitdsi merevségek semleges tengelyével), és el kell hanya-
golnunk az Ovsikoknak mindazokat a merevségeit, amelyeknek nincs pdrjuk a
mdsik oOvsikban. Itt figyelemmel kell azonban lenniink arra, hogy a nyirdsi
merevséggel biré ovsik nyirdsi merevségét a rdcsos csdvek merevségébe vesz-
sziik bele.

Ha a rdcsos csovek parhuzamosan futnak az x,y koordindta-tengelyekkel,
akkor csupdn csavardsi merevséget adnak a szerkezetnek. A lemez csavardsi
merevsége fele lesz annak az értéknek, amit gy kapunk, hogy az egyik irdny-
ban futé csdvek csavardsi merevségét elosztjuk a cso szélességével (vagyis a
csoveknek az egységnyi lemezszélességre jutd merevségével). A lemez csavaro-
nyomatéka ugyanis definiciészerGen az x normdlisu feliiletre haté mXy és az y
normdlisu feliiletre hatd mxy nyomatékok egyiittesébdl &11 (3.1. &bra), ame-
lyek tehdt kétszer akkora csavard hatdst fejtenek ki, mintha csupan mxy
(vagy myx) mikodne. A csOvek csavardsi merevségét mindig csak az egyik ird-
nyld csavardnyomatékbdl szdrmazé alakvdltozdsbdl szamitjuk, igy a lemez vald-
sdgos viselkedését tiikrozd csavardsi merevség ennek fele kell legyen.

Ha a csovek nem pdrhuzamosak az x,y koordindta-tengelyekkel, akkor haj-
litdsi és hardntmerevséget is adnak a szerkezetnek.

A récsos csovek adta csavardsi merevség mindig lényegesen kisebb, mint a
hajlitdsi merevségnek megfeleld izotrop lemez csavardsi merevsége. igy a he-
lyettesitd kontinuum kozelebb 411 a csavarasmentes lemezhez, mint az izo-
trophoz.

A kovetkezokben két példdat mutatunk be a récsos csovekkel merevitett
térrdcsokra.

3.5.1. A "négyzet felett eltolt andrédskeresztes négyzet" tipusu récs
(3.8. &bra)

A fels6 oOvsik (2.12) merevségeibdl a harantmerevséget kell elhanyagol-
nunk, mert nincs pdrja az also ovben.

A rdcsos csovek hdromszog keresztmetszetlek és x,y irdnyban futnak. fgy
csupan Bt csavardasi merevséget adnak a szerkezetnek:

= hz Ap

B 3.2
Rl ﬁ+4A_2[h2 l]S/z (3.21)

812=0 miatt a 14tszdélagos csavardsi merevség megegyezik a tényleges csa-
vardsi merevséggel, azaz H=Bt-
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3.8. dbra

A rdcs hajlitdsi merevsége megegyezik (3.17)-tel. A helyettesitd orto-
trop lemez egyenlete (3.7)-nek felel meg.

3.5.2. A "hdromszog felett hatszog" tipust réacs (3.9. édbra)

Ebben a szerkezetben hdrom irdnyban futnak rdcsos csovek (3.10. &dbra);
a pontozott vonalak mentén a valdsagban nincser :k rudak, de ezekben riderd
sem ébredne a csovek csavardsabdl.

A rdcsos csovek az aldbbi csavardsi merevséget adjdk a rdcsszerkezetnek,
vi. a (3.4) és a (3.4a) kifejezésekkel:

gest _ %€ h? s

t A 2
RN DR eI I
Af a

(3.22)

7
Ag

A térrdcs részletes vizsgdlatdbdl /Kolldr és Hegedis, 1985/ kitlnik,
hogy a rdcsos csdvek — alaprajzban ferde helyzetiik matt — Bt/2-vel egyenld
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nagysagu Bi?o = B;;O hajlitdsi merevséget is §zolgé1tatnak mind x, mind vy

irdnyban, s ezenkivil még (-1)-szer ekkora iy hardntmerevséget is adnak:
y ) 12

esh: . G656 . S0
B11 = —812 = Bt 12 (3.23)

Az ovek adta hajlitdsi merevségek meghatdrozdsdhoz el6 kell &11itanunk
az als6 ov (2.9) matrixdbdl a felsd ov (2.18) merevségeinek megfelelé "hid-

rosztatikus" merevségi mdtrixot a 3.4.7. pontban mondottak szerint:
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; EA
s 5 - S (3.24)
= a
0 0 ©
figyelembe kell azonban venniink, hogy @ haromszogek oldalhossza -- a (2.9)

métrixnak megfeleld a ofidalhossz helyett — itt V3a.
A két ov merevségeibdl 1gy a kovetkezd hajlitdsi merevségek adddnak:

Ag "
iy sy 2 Wk e
g 0v. g 8v. EnZ _\3 (3.25a)
11 22 2a f
B
és Py e
ov _ LoV
812 B Bll' (3.25b)
Usszegezve a fenti merevségeket, azt kapjuk, hogy
. neSh ov
B = Bll + B11 (3.26a)
es
. =80 ov csO _
H=B8[, +B,+B =8, (3.26b)

azaz helyettesitd kontinuumunk izotrop lemez lesz.

4. A TERRACSOK RUDEROINEK MEGHATAROZASA AZ EGYENERTEKO LEMEZ
METSZETEROIBOL

4.1. A térrédcs igénybevételeinek meghatdrozdsa a lemez igénybevételeibdl

Amint az eddigiekben ldttuk, a térrdcsokhoz -- tobb-kevesebb k&zelités-
sel — dltaldban olyan ortotrop lemezt taldlbatunk helyettesitd kontinuum-
ként, amelynek két irdnyban azonos a hajlitdsi merevsége (B), létszdélagos
csavardsi merevsége pedig egy ennél dltaldban kisebb H mennyiség; az ortotrop
lemez egyenlete tehdt (3.7)-nek felel meg.

Ha a térrdcs merevsége &llandé, akkor az ortotrop lemezé is az. Erre az
esetre az irodalomban diagramok vagy tdbldzatok formdjdban kész megolddsokat
taldlhatunk e lemezfajta hajlité- és csavardnyomatékaira kiilonbczé megté-
masztdsmédok esetében. E megolddsokat dltaldban a H/B ardny fiiggvényében ad-
jdk meg. Ismerve a térrdcsunkkal egyenértékd lemez H/B értékét, a diagramok-
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b6l egyszerlien leolvashatjuk a keresett nyomatékértékeket. Ha pedig csak a
H=0 (csavardsmentes lemez) és a H=B (izotrop lemez) esetekre taldlunk meg-
olddst, akkor e két eset kozott interpoldlhatunk az adott H/B ardnynak meg-
felelden.

Mivel azonban a H mennyiség a (3.5a) képlet szerint a valddi B, csava-
rédsi merevség (3.4a) és a B12 hardntmerevség Osszege, eldfordulhat, hogy az
irodalomban szerepld megoldds BlZ/Bt ardnya eltér az dltalunk vizsgdlt tér-
réacsétél, bar H/B ardnya ugyanaz. Mds széval: a helyettesitd lemez

Y = E%Z (4.1)
"hardntkontrakcids tényezdje" eltér a térrdcsétdl. Tisztdznunk kell tehdt,
hogyan kaphatjuk meg a térrdcsétdél eltérd ¥-vel bird lemez igénybevételeibdl
a térracs helyes igénybevételeit.

Jeltljik a térrdcsra vonatkozé mennyiségeket r indexszel, az egyenértekd
lemezre vonatkozdkat pedig {_ indexszel. Levezethetd /Kolldr és Hegedis,
1985/, hogy a rdcs igénybevételeit a kiovetkezd Osszefiiggések segitségével
kaphatjuk meg a lemez igénybevételeibfl:

1= 1 -3¥/Y
mt = ml————r—-iﬁ- + Yrml ——————l—L, (4.2a)
R s A A
1 -y i = M/
mt = ml-————Jlé£-+ vrmf { r, (4.2b)
Y 1~
Br
r L
= 4.
Ty —éz'mxy (4.2¢)

Ezek az Osszefliggések akkor pontosak, ha a peremfeltételekben nem szere-
pel a hardntkontrakcids tényezd, mint pl. a csukldés vagy a befogott perem
esetében. A szabad peremen mdr nem teljesiil ez a feltétel, igy szabad pere-
met is tartalmazd lemezen ezek az Osszefliggések csak kozelitdek.

Ha ¥ = 0 (vagyis Blz=0), a fenti képletek az aldbbi alakira egyszerdsod-

nek:
T {
mx = mx + yr my, (4.3a)
I 4 £
my = my + yr me (4.3b)
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mXy = 7]F mxy. (4.36)

Ha pedig ¥ = Biz/ar =1 és B = 0, ami pl. a "négyzet felett elfordi-
tott négyzet" tipusi récs esetében teljesiil (3.4.2. pont), akkor

ml+ me
Tl i S (4.4)
X Y L+3p
B
My = 0 (4.5)

azaz a racs hajlitonyomatékai nagyjdbdl a kétszeresei az egyenérteéki lemez
hajlitényomatékainak, de csavarényomaték nem ébred a rdcsban.

Erdemes még részletesebben foglalkoznunk a "hdromszog felett hatszig"
tipusli rdccsal, mivel nem egészen egyszer( feladat a (4.1) képletnek megfe-
leld "hardntkontrakcids tényezbnek", valamint a hdrom récsos csére hatd csa-
varényomatéknak a meghatdrozdsa.

gOV _ BCSG/Z
Yy = e (4.6)
I gov, gosd,, 3 '
11 t

B,V g5 BCSO nagysagdt a (3.25a) és a (3.22) képletek adjak meg.
11 t

Az dvekre hatd hajlitényomatékok:

Y B
moY = oV - Tl___TX ; 4.7)
X Yy 2
X
1
60° 60°
°
y 60
3 2
4.1. dbra
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it mi és m§ a rdcsra hatd, a (4.2a, b) kép;etekkel megszabott hajlitényoma-
tékok. Az Gvekre nem hat csavarényomaték (mg; =10) .

A hdrom récsos csdre hatd Mips Migs Mig csavarényomatékot a rdcsnak mind
a csavaré-, mind a hajlitonyomatékai okozzék. (Az egyes csdvek szdmozdsdt a

4.1. dbra mutatja.)

T

Mip =3 Myys (4.8a)
T i3 Ly 32 L

Mip = e (mX + my 3 mxy’ (4.8b)
. 1 T T 2 T

Mg = + 5 (mX + my) =3 My (4.8c)

Az irodalomban kiilonbdz6 H/B ardnyd ortotrop lemezek nyomatékaira taldl-
hatunk szamértékeket ¥ = 0 esetére /Bares, 1971/, /Czerny, 1976/, /Krug és
Stein, 1961/. Ezeket sajdt szdmitdsainkkal kiegészitve diagramokat készitet-
tink hdromféle megtdmasztdsmédra: csukldsan megtémasztott, befogott (azaz
folytatélagos) és oszlopokra tdmaszkodé lemezekre (4.2.—4.6. dbrdk). Kettos
vonallal a csuklds megtédmasztdst, vonalkdzdssal a befogdst jeloltik. A diag-
ramok H/B fiiggvényében adjék meg a nyomatékokat a lemez jellegzetes pontjai-
ban.

Az Osszekotd rdcsozéds méretezéséhez sziikséges nyirderdket a hajlitényo-
maték-dbra elsd derivéltja adja meg /ldsd ehhez az (5.9) képlethez fazott
megjegyzést is/. Ha a hajlitényomatékok dbrdjdt mind x, mind y irdnyban ma-
sodfokl paraboldval kozelitjik meg (4.7a dbra), akkor a nyirderé-dbra ugyan-
ezen irdnyokban egyenesnek tekinthetd (4.7b dbra). A csavardnyomatékok &bré-
ja sok esetben ugyancsak egyenmesek szerint valtozdnak vehetd (4.7c. 4bra).

4.2. A ridderdk kiszdmitdsa az igénybevételekbdl

Elsf6sorban ki kell szdmitanunk a lemez hajlité- és csavardnyomatékaibdl
a két ovsikban fellép6 metszeterdket. A rdcsos csoveket nem tartalmazd tér-
racsok esetében ezeket az erfket a nyomatékoknak a h szerkezeti magassdggal
torténd elosztdsdval kapjuk meg:

% (4.9)

=)
"
1
Il
n3

E (4.9)

3
"
T

n3
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(a)

X
Zi.l o~
3
y (3] ‘\,‘P Q
NS
/
LW
0/2:1[#/2‘ \ paz' pab
a 0.15
a/b=1 :
(v=0) H
0.10
TN
i '
0.05 N ,/
] %\
0.01 1
0 » H/B
(b) 0 0.4 08 10 1.5
— X
Al N
=
J ° l—-o
o
3
a2 | a2 my My My,
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4.3. dbra
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ahol az n vektort a (2.2) képlet definidlja;

(4.10)

a rdcsra haté nyomatékok vektora; az f és a indexek pedig a felsd, ill. az
alsé ovsikra vonatkoznak.

E metszeterdokb6l a rlderdket a 2.2. pontban ismertetett képletekkel sza-
mithatjuk ki, az itt nem részletezett hdldzatok esetében pedig a /Kolldr és
Hegedis, 1985/-ben taldlhatd dltaldnos Osszefliggéseket haszndlhatjuk.

A racsos csoveket is tartalmazd térrdcsokban a csavardnyomatékokat ezek
a csovek veszik fel. Igy a (4.3) képletek csupdn a hajlitényomatékokra ér-




vényesek. A "négyzet felett eltolt andrdskeresztes négyzet" tipusd rédcsban
(3.8. dbra) mind az x, mind az y irdnyd csovekre az me = m csavardényomaték
hat. A "hdromszig felett hatszog" tipusi rdcsban (3.9. dbra) a récsos csove-
ket a (4.8) képleteknek megfeleld csavarényomatékok veszik igénybe.

A réacsos csovekben az m, csavaronyomatékok a csovet hatdrold rdcsozdsok
rdcsridjaiban keltenek rlidertket. A vékonyfall, zart szelvények csavardsdnak
elmélete szerint el6szor kiszdmitjuk a cs6 faldban ébredé t nyirdéfolyamot
(KN/m):

{61 : (4.11)

ahol Acsé a rdcsos csd dltal bezart teriilet. Ezt a nyiréfolyamot meg kell
szorozni a cs6 oldalhosszéval (4.8. dbra), és az igy kapott (kN dimenzidjd)
mennyiséget nyirderdnek tekintve, a sikbeli rdcsostartdkra érvényes valame-
lyik médszerrel kaphatjuk meg az egyes rdcsrudakban ébredd erdket.

5. A KETRETEGO TERRACSOK VISELKEDESE A NYIRAS HATASARA

A térrdcs nyirderdit az Osszekotd rdcsozds veszi fel. A rdderdket a fig-
goleges vetiileti egyensilybdl hatdrozzuk meg; az Osszekdtd rdcsozds térbeli
elhelyezkedése folytdn egy rdcsrud &ltaldban mind az x, mind az y irdnyd ré-
csozatnak eleme, s igy mind a két irdnyban mikodd nyirderdbdl kap ruderdket,
amelyeket Osszegezniink kell. A rdcsos cstveket is tartalmazé rdcsokban ter-
mészetesen a csavardsbdl szdrmazd ruderdket is hozzd kell adni a nyirdsbél
szdrmazokhoz.

Az Gsszekiotd rdcsozds adta nyirdsi merevség lényegesen kisebb a (tomdr-
nek képzelt) helyettesitd lemezénél, s ennek folytdn szémottevéen (10-30%-
kal is) megndvelheti a hajlitdsbdl szdrmazd lehajldsokat.

A kovetkezOkben eldszor néhany rdcsozdsi tipus nyirdsi merevségét adjuk
meg, majd a nyirderdket és a nyirdsi lehajldst tdrgyaljuk, végil pedig a
rdcsriderok meghatdrozdsat mutatjuk be.

5.1. Néhdny rdcstipus nyirdsi merevsége

Az x, ill. y irdnyban érvényes S nyirdsi merevség definicidja:

t
-
¢, _.g , (5.:1a)
X
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111.
._L
CPy = ’ (5. b)

ahol ¢p és qoy a lemezkdzeépvonal elferdiilési szoge x é€s y irdnyban; t  és
ty pedig az egységnyi szélességre hatd nyirderok.
A "hdromszog felett eltolt hdromszog" tipusid rédcson (3.2. dbra):

.
S =5 = EA. (5.2a)
X y 3 racs
VB4
ahol
2
B h 1

it = a 7 $ (5.2b)

a rdcsrudak hossza.
A "négyzet felett eltolt négyzet" tipusid réacsokon (3.3., 3.4b., 3.8.
abrék):

hZ
SX = Sy = '6—3 E AI‘éCS’ (5.38)
s
ahol
2
_ iR 1
Zs =alo+3 (5.3b)
a
a racsrudak hossza.
A "hdromszog felett hatszog" tipusd réacson (3.9. dbra);
7 i
1
S =S =—"——-=—EA_, (5.4a)
X y 3 racs’
G
ahol
h2
Zh =all— +1 (5.4b)
a

a rdcsrudak hossza.

A "négyzet felett elforditott négyzet" tipusd rédcsban (3.7. dbra) a ré-
csozasok flggbleges sikban helyezkednek el, igy a lemez nyirdsi merevségét
a szimmetrikus rdcsozédslu sikbeli rdcsostarték (5.1. dbra)
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_ SVADN
Ssikbeli - o E Arges (5.5)

2 racs

nyirdsi merevségéb8l kaphatjuk meg, ha figyelembe vessziik, hogy most 4dv =
= ng, és Ssikbeli_t elosztjuk a rdcsostarték egymdstél mért JEg_tévolsé~

gdval, mivel a lemez S nyirdsi merevsége definicidészer(ien egységnyi széles-
ségre vonatkozik:

{5116

Ertelemszer(ien ugyanez vonatkozik mindazokra a racsokra, amelyeknek a
rédcsozédsai filiggbleges sikokban helyezkednek el (3.4a., 3.5. dbrék).

5.2. A nyirdertk meghatdrozdsa

A térrdcs nyirderdinek meghatdrozdsdhoz két esetet kell megkiilonboztet-
nunk .

Ha a térrdcsnak valdban egy egyszer(G lemez az egyenérték(d kontinuuma
(mint pl. az egymdssal ardnyos merevségl also-felsd ovsikokbél 4116 récs
esetében), akkor az egyenértékl lemez nyirder6i kozvetleniil megadjdk a rdcs
nyirderdit is.

Mivel azonban a tdbldzatok és diagramok sok esetben csak a nyomatékokat
tartalmazzdk, roviden ki kell térnink arra: hogyan kaphatjuk meg ezekb&l a
nyirderodket.
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A lemez t nyirdereje nem egyszerlen a hajlitdényomaték derivéltja, hanem

szerepel benne a csavarényomaték hardntirdnyd derivédltja is:

dm an
g Ml Xy .
t, i 3y (5.7a)

1dsd /Timoshenko és Woinowski-Krieger, 1966/-ban.

X ’ QAOO,+
mes B
X
a, 0,20a
20
my § L g
m _T X © .

1,5a

0,20?t
A s A x [ mmax

O,I.OU_*L
=a
b

5.2. édbra

Ha tehdt ismerjik pl. egy négyzetalaprajzi, szabadon feltdmaszkodd izo-
trop lemez maximdlis nyomatékait (5.2a. dbra), akkor — mivel az A pontban
az mx—ébra meredekebb a mdsodfokl paraboldndl, az mxy—ébra pedig a linedris
dbrédndl - az dbradban bejolt adatokkal a kivetkeztképpen kaphatjuk meg az A
pontbeli nyirderdt:

max m
m m ax

A _ X Xy
e o 1 (5.7b)

A mdsodik tag az els6 tagnak mintegy a felét is kiteheti.
Téglalap alaprajzi lemez esetében (5.2b. dbra) a hosszabb oldallal pér-
huzamosan futd nyomatékdbra sokkal elnydjtottabb a paraboldndl, igy az y
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irdnyd maximdlis nyomatékbdl nem a sajdt irdnydnak megfeleld 0,2b-vel, hanem
a rovidebb oldalnak megfeleld 0,2a-val valdé osztdssal kapjuk meg a B pontbe-
1i nyirderdt. Az 5.2b dbrédnak megfelelden tehdt:

max max
m m
o e T . S (5.7¢)
x " 70,2a 0,4a
max max
m, m
T g S . S (5.7d)
Yy 0,2a 0,4a

Az r reakciderd nagyobb a nyiréer6nél, mivel a csavardnyomatékbol szér-
mazé tagot még egyszer hozzé kell adnunk (ezek képviselik az un. Kirchhoff-

eroket):
amx 3mx
r = 3y + 2 _?5;¥.,

A sarkokban fellépd leszorité erd nagysdga pedig az a oldalon Osszege-
zett Gmxy/ay Kirchhoff-erdkkel egyenld.

Ha viszont a rdcsnak a kozonséges lemez csak "fiktiv" egyenértéki konti-
nuuma (mint pl. a "négyzet felett elforditott négyzet" vagy a "haromszog fe-
lett hatszog" tipusl récsok esetében), amikor tehdt a (4.2)-—-(4.7) transzfor-
micids képletekkel kell kiszamitanunk a térracs igénybevételeit a lemezéi-
b6l, akkor célravezettbb, ha kozvetlenil elosztjuk a teljes terhet a négy
oldalra, kozelitésképpen parabolikus eloszldst feltételezve. Mivel a két em-
litett térrdcs kozil az elsbnek zérus, a masodiknak pedig igen kicsi a csava-
rési merevsége, ezért mind a két esetben eltekinthetiink a csavardnyomatékbdl
szarmaz6 nyirderd- (és reakciderd-) résztol.

5.3. A nyirdsi lehajlds

A jobb megértés kedvéért eldszor osszefoglaljuk a nyirdsi lehajlds sza-
mitdsdnak a sikbeli tartdkra érvényes mddszerét.
A sikbeli tarték nyirdsi lehajldsdt ismeretes médon az

1"

e . (x) S (x) dx 1 ET (x) dx (5.8a)
Pyt q) Sqikbeli

képlet adja meg, ahol
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a tarté nyirdsi merevsége, @ pedig a keresztmetszet nyirdsi alaki tényezdje.
A nyirderd integrdlja a hajlitényomatékot szolgdltatja. Figyelembe kell

azonban vennink, hogy az e lehajldsnak mdsok a peremfeltételei és ezzel

nyir

egyiitt az integrdldsi dllandéi is, mint a hajlitdnyomatéknak: e a tdma-

nyir
szok felett kell hogy zérus legyen. Ezt a tartd merevtest-szer(G elmozduld-

sdval elégithetjik ki, ami két integréldsi &llandét jelent. (A nyirdsi le-
hajlds alapvetd differencidlegyenlete ennek megfelelden mdsodrendld és

2
Tehyir .1 g1 1
dx2  Osikbeli X Ssikbeli

alakd).

Az a kovetelmény, hogy a nyirdsi lehajlds a tdmaszok felett zérus le-
gyen, kéttdmaszd tartdkon megegyezik a nyomaték peremfeltételeivel, de méar
konzolos tartdkon nem: itt a nyomatékdbra nulla-vonaldt dgy kell eltolnunk,
hogy a nyomaték a tdmaszok felett legyen zérus, és a konzolok felett ezt a
nulla-vonalat egyenesen meg kell hosszabbitanunk (5.3a &bra). Ha az ettdl
az eltolt nulla-vonaltél mért nyomatékot M(x)-szel jeldljiik, akkor a nyirdsi
lehajlédst az

M(x)

o)l = 5 (5.8c)
sikbeli

enyl'r

kifejezés adja meg.

Hatdrozatlan (pl. folytatdlagos tcbbtdmaszi) tartdkon dltaldban nem tud-
juk a nulla-vonalat Ugy eltolni, hogy valamennyi tdmasz vonaldban zérus le-
hajldst kapjunk. Ennek oka az, hogy a nyomatékdbrdt csupdn a hajlitdsbdl
szdrmazé alakvdltozdsok figyelembevételével hatdroztuk meg, holott a nyirdsi
alakvdltozdsok is befolydsoljdk a statikailag ismeretlen mennyiségek nagysda-
gdt. Az elvileg helyes mdédszer tehdt az lenne, hogy mind a két fajta alak-
valtozdst bevonjuk a hatdrozatlan mennyiségek kiszédmitdsdba. Ily mdédon mds
nyomatékdbrdt kapndnk, és kielégithetd lenne az a kovetelmény, hogy vala-
mennyi tdmasz folott zérus legyen a lehajléds.

Ha azonban nem az a célunk, hogy pontos megolddst kapjunk, hanem egysze-
r( kozelité médszert keresiink, akkor az a célszer(, ha alapul vessziik a szo-
kdsos médszerrel meghatdrozott nyomatékabrat, tortvonallal Gsszekotjik a ta-
maszok feletti nyomatékcsicsokat, a konzolokon egyenes vonald meghosszabbi-
téssal, és ettdl mérjik M(x)-et (5.3b dbra). A nyirdsi lehajlés korrekcid-
Jjellege folytan a teljes lehajldsban nem lesz tulsdgosan nagy az igy elkove-

tett hiba.
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D

A lemezek nyirdsi lehajldsdt mindezek alapjan dgy kaphatjuk meg, hogy
megkeresiink rajta egy (vagy tobb) olyan egyenes vonalat, amelynek mentén
ismerjiik a nyirder6-abrat, és az (5.8a) képletbdl az egységnyi szeélességre
e

juté t nyirderdvel és S nyirdsi merevséggel szémitjuk Ki enyir_

Cnyic®) = % $ t(x) dx, (5.9)

tigyelve arra, hogy enyl’r a tdmaszok felett legyen zérus.
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5.4. A récsriderdk meghatdrozédsa a térrécs nyirderdibdl

t)
fy
5.4. dbra
Haromszog felett eltolt haromszog (5.4. &bra):
i 4 5
tx—bol: NAD = —NDB = - ?T tX’ (5.103)
Heg = M3
) {4t
ty—bol: Nep = 7 @ ty, (5.11a)
4t a
NDA = NDB = i T? ty. (5.11b)
A rdcsrudak ft hosszat az (5.2b) képlet adja meg.
Négyzet felett eltolt négyzet (5.5. dbra):
{s o
Neges 2R 2t (5.12)

(mindkét iranyban). {S-et (5.3b) adja meg.
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5.5, dbra

Haromszog felett hatszog (5.6. dbra):

£ -b6l:  Nyn = Nog = -Neo = Ny = b,y (5.13a)
X AC CB PE ED h &4 %7

Npg = Nep = 05 (5.13b)

t,b6L:  Npe = -Ngp = g?-—gé w it (5.14a)

Npg = Mgg = “Nep = Ngp = g?-Q%i o g (5.14b)

¢, -t (5.4b)-bdl kapjuk meg.
A "négyzet felett elforditott négyzet" tipusi rdcsban a rdacsozasok fig-
gbleges sikban helyezkednek el, igy a riderdket a sikbeli racsostartdkra ér-

vényes oOsszefliggésekkel szamithatjuk ki.
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5.6. dhra

6. KIEGESZITO MEGJEGYZESEK

6.1. A kozelitd kontinuum-mddszerrel elkovetett hiba

A helyettesitd lemezen alapuld szamitdssal elkdvetett hibdrdl a kdvetke-
z6ket mondhatjuk el:

Az egymdssal ardnyos merevségl Ovsikokkal bird térracsoknak a megfele-
16en vdlasztott merevségekkel rendelkezd kozonséges lemez pontosan megfelel,
ebben az esetben tehdt nem kovetink el hibat (pontosabban véve csak akkorét,
amekkora a folytonos lemez igénybevételeinek az eltérése a diszkrét rdcsos-
tartééitsl), feltéve, hogy a lemez merevségei minden pontban megegyeznek a
térrdcs merevségeivel. Az irodalomban taldlhaté megolddsok azonban tobbnyire
dllandd merevségl 1emezfé vonatkoznak, igy ha a térrdcs merevségei -- a rudak
jobb kihaszndldsa érdekében — helyr6l helyre vdltoznak, akkor az &llandé
merevsegld lemez eredményei emiatt is eltérnek a térrdcs igénybevételeitdl.

Az egymdssal nem ardnyos merevsegd ovsikokkal bird, ill. a rdcsos csO-
vekkel merevitett térrdcsok esetében a most emlitettnél lényegesen nagyobb
hiba adddik abbdl, hogy elhanyagoljuk valamelyik Ovsik egyes merevségeit, és
az utdébbi tipusndl még az alakvdltozdsok OsszeférhetBségét sem elégitjik
ki. EbbBl egyrészt az kovetkezik, hogy azokban a rudakban, amelyek az elha-
nyagolt merevségeket adjdk, a'valéségban nagyobb ruderék fognak ébredni,
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mint a kozelitd szamitds szerint; mdsrészt pedig a térrdcs valddi alakvdl-
tozdsa (lehajldsa stb.) kisebb lesz, mint amit a kozelit6 szdmitdsbdl ka-
punk. Ezeknek az eltéréseknek a mértéke vdltozd, és jelenleg nem tudunk mdd-

szert adni a megbecslésére.

6.2. A térrdcsokhoz sziikséges aldtdmasztds

Ha a térrdcsnak megvan mind a harom f& merevsége (kétirdnyd hajlitdsi,
valamint csavardsi merevség), akkor elvileg ugy kezelhetjik, mint egy "merev
testet", amit a statika szabdlyai szerint hdrom, nem egy sikban fekvo fiiggb-
leges rdddal kell a foldhdz témasztanunk (és természetesen biztositanunk
kell a vizszintes sikban is az elmozduldsmentességét). Ebbdl az is kdvetke-
zik, hogy a hédrom (vagy tobb) fliggbleges megtémasztdst szabdlytalanul is el-
rendezhet juk.

Ha hidnyzik a csavardsi merevség (négyzet felett eltolt négyzet hdlézatu
récs), akkor a csavardsi alakvdltozds meggdtldsdhoz még legaldbb egy negye-
dik fliggbleges megtdmasztds sziikséges. Ezeket Ugy kell elrendezni, hogy meg-
gédtoljdk a rdcsnak a 6.1. dbran rajzolt elcsavaroddsdt.

A négyzet felett elforditott négyzet hdldzatd racsot a keriiletén végig
ald kell tédmasztani mindegyik kiugré csomépontjdban, hogy dllékony legyen.
A 6.2. dbrdn a sziikséges aldtdmasztdsokat korrel jeloltik.

A héromszog felett hatszog tipusd rédcsot szintén mindegyik kiugré csomd-
pontjdban meg kell témasztani a teljes keriilete mentén (6.3. dbra; az ald-
témasztdsok korrel jeldlve).
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6.3. Stabilitdsi kérdések

6.3.1. Az egyes rudak kihajldsa

A kétrétegl térrdcsok rudjai a csomdpontokban dltaldban fixen meg vannak
tdmasztva minden irdnyban, igy a rdcsos tarték elméletében szokdsos mdédon a
halézati hosszukat vehetjik kihajldsi hossznak. Ezzel a biztonsdg javdra té-
vediink, mivel a csatlakozé rudak mindig tobbé-kevésbé befogjék a vizsgdlt
nyomott rudat. Tdjékoztatdsul megemlitjik, hogy egy fixen megtdmasztott vé-
g, kétcsuklésnak tekintett nyomott rdd kritikus erejét a két végéhez csat-
lakozd, egy-egy vele azonos merevségl (hdzott) rid befogd hatdsa mintegy a
kétszeresére noveli. Ha tehdt a térrdcs nyomott riddjainak hdlézati hosszat
tekintjik kihajldsi hossznak, akkor biztonsdguk sok esetben nagyobb lesz a
hizott rudakéndl. Ez foként hegesztett csomdpontok esetében igaz, mert ha
tompavarrattal illesztik a rudakat, akkor ez hizds esetében sokkal érzéke-
nyebb a kivitelezési hibdkra, mint nyomds esetében, s ezen feliil a nyomott
rid kihajldsi biztonsdgdt még a most ismertetett befogds is fokozhatja.

Mésrészt viszont az is kdvetkezik az elmondottakbdl, hogy a térrdcs nem
annyira érzékeny a ruderok pontos meghatdrozdsdra, mint elsd pillanatban
gondolndnk: a kevésbé kihaszndlt rudak "segitenek" a jobban igénybevettek-
nek, tehdt bizonyos mértékd kiegyenlitddés d4llhat be, mint a statikailag
hatdrozatlan szerkezetekben dltaldban.

6.3.2. Az egész térrdcs stabilitdsa

A kétrétegld térrdcsok csak akkor vannak egésziikben nyomdsra igénybe veé-
ve, ha héjszerlen, gorbe feliilet szerint vannak kialakitva. Ekkor egésziikber
héjszerl horpaddsra kell ellendrizniink 6ket. Ezt a kdvetkezd alapelvek sze-
rint végezhetjik el:

A horpaddst okozdé kritikus teher nagysdgdét a helyettesité kontinuumra
4d1lapitjuk meg, a héjelmélet eredményeinek felhaszndldsdval /Kolldr és Du-
ldcska, 1975/. Az eredmény jé kozelitéssel érvényes a rdcsos szerkezetre is,
ha egy horpadédsi félhulldm legaldbb négy oOvrudnyi hosszisdgi. Ennél rovidebb
horpaddsi félhulldm esetén romlik a kozelités, de két rddhossznyi félhulldm-
hossz még haszndlhatd kozelitést biztosit. (A horpaddsi félhulldmhosszat
szintén a héjelmélet szolgdltatja.)

Helyettesité kontinuumként elsd kozelitésként izotrop héjat célszerl
venniink, mivel az irodalomban erre taldlhatjuk a legtobb megolddst, és a
legegyszeribben az izotrop egyenértékl héjlemez adatait tudjuk meghatdrozni.
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A kétrétegli, hdromszoghdlézati oOvsikokbél &116 térrdcsot Ggy alakithat-
juk 4t egyenlooldald hdromszog-hdlézatd, minden irdnyban azonos rddszelvény-
nyel bird, két azonos Gvsikbél 4116 rdccsd (3.2. dbra), hogy a haldézatot al-
kotd dltaldnos hdromszoget azonos teriiletl egyenlé oldald hdromszoggeé ala-
kitjuk 4t, és a hdarom kiilonbozd merevségl rudat is "&tlagos merevségd" ru-
dakkal helyettesitjik. Az igy kapott térrdcsnak mar egy izotrop tomdr héj
felel meg. Ennek az egyenérték( héjnak az adatait abbél a kovetelménybtl ha-
tdrozzuk meg, hogy mind hizési, mind hajlitdsi merevsége egyezzék meg a tér-
rdcséval.

Az eredményiil kapott tomor héj adatai:

Vastagsdg:
t' = 3h, (6.1)
rugalmassagi modulus:
E' =3, (6.2)
hardntkontrakcids tényezd:
' = % (6.3)

Itt h — a két ovsik egymdstdl mért tdvolsdga,
a — a hdromszogek oldalhossza,
A — a rudak keresztmetszeti terilete,
E — a rudak anyagdnak rugalmassdgi modulusa.
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