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LÉCRÁCSHÉJAK KONTINUUM-EGYENLETEI

1 . B E V E Z E T É S

Nagy terek lefedésének egyik szellemes megoldása a (többnyire fából készült)
lécrácshéj [2], amelyet úgy építenek meg, hogy a földön négyzethálós (vagy
más) alakban lazán összecsavarozzák a folytatólagos léceket (1. kép), majd fele-
melik a kívánt alakú felületre, s e helyzetben rögzítik a peremeken (2. kép).
A lécek e művelet során ál talában kétirányú haj l í tást és csavarást szenvednek,
s egymással bezárt szögük, amely eredetileg derékszög volt, eltorzul.

A következőkben céiul tűzzük ki a lécrácshéj belső erőit és alakváltozásait 
leíró kontinuum-differenciálegyenletek felírását. 

2. F E L T E V É S E K

Az egyes lécek folytonosak; egymáshoz a csomópontokban csavarokkal van-
nak rögzítve, amelyek akadálytalanul lehetővé teszik, hogy a ké t léc a héjfelü-
let érintősíkjában egymáshoz képest elforduljon. 

A lécek egyik keresztmetszeti főiránya merőleges a héjfelületre, a másik 
beleesik az érintősíkba. 

A lécek hosszváltozása elhanyagolhatóan kicsi.
A lécrácshéj felülete oly mértékben laposnak tekinthető , hogy érvényesek 

rá a laposhéj-elmélet közelítései, így az is, hogy az a lapra jzban derékszögű 
négyzet- (vagy táglalap-)háló a héjfelületen elhelyezkedve is közelítően derék-
szögű háló marad. 

A lécek elég sű rűn helyezkednek el ahhoz, hogy a lécrácshéj belső erőit egy
kontinuum metszeterőivel írhassuk le. Ehhez az egyes lécekben fellépő erőket,
ill. nyomatékokat el kell osztanunk a lécre merőleges bx (vagy by) távolsággal,
hogy fajlagos erőket, ill. nyomatékokat kap junk . E közelítés jogosságának fel-
tételeit [4]-ben tisztáztuk.

A kontinuum harántkontrakciós tényezőjét zérusnak vesszük (v = 0). 
A szerkezetre csak függőleges pz teher ha t . 

3. AZ E G Y E N S Ú L Y I E G Y E N L E T E K 

A lécrácshéjban a 3a, 4a és 5. ábrákon vázolt belső erők ébrednek. Ezek közül 
a 3a. és 4a. ábrán szereplőknek van egyenértékű párjuk a folytonos ha j l í to t t 
laposhéjban (3b. és 4b. ábrák). Az 5. ábrán l á t h a t ó belső lécrácserőknek megfe-
lelő erők azonban már nincsenek meg a folytonos héjban, így a lécrácshéjnak 
egy magasabbrendű , á l talánosabb (poláros) kontinuum felelhet csak meg, 
amelyben megvannak az 5. ábrának megfelelő belső erők is. 
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1. ábra

2. ábra



A 3. ábra erőivel kapcsolatban azt kell megemlítenünk, hogy a lécrácshéjban 
nem ébred a folytonos héj nxy membrán-nyíróerejének megfelelő erő, mivel az 
egyes négyzeteknek önmagukban nincs nyírási ellenállásuk. Ezér t szerepel a 
3b. ábrán nxy = nyx = 0. Az 5. ábrán lá tható Tzx és Tz>y nyíróerők ugyan 
látszólag a folytonos héj nxy és nyx erőinek felelnek meg, valójában azonban 
alapvető különbség van köztük. T z x és T z y az egymásra merőleges léceknek, 
mint a héj érintősíkjában ha j l í to t t t a r tóknak a „ s a j á t " nyíróerői, ezek azon-
ban nincsenek egymással az nxy = nyx összefüggésnek megfelelő közvetlen kap-
csolatban, mivel két , egymástól független haj l í to t t t a r tóban keletkeznek, s 
ezért nem egymással, hanem e ta r tók haj l í tónyomatékának megváltozásával 
t a r t a n a k egyensúlyt. 

A lécrácsnak ezt a tula jdonságát úgy is megfogalmazhatjuk, hogy nincs köz-
vetlen nyírási ellenállása: a 6a. ábrán vázolt alakváltozás (y = konst.) ellen-

a, b. 
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5. ábra

c i .

6. ábra 

állás nélkül létrejöhet benne. Van viszont ellenállása a 6b. ábrán lá tha tó alak-
változással szemben, amely у megváltozásából áll. Ez a gerenda érintősíkbeli
hajlí tási merevsége, amely az 5. ábrán szereplő belső erőkkel van kapcsolatban.

Az említett Tzx, ill. Tz<y nyíróerő közvetlen kapcsolatban áll a másik irányú
léc derékerőjével: amennyivel csökken egy keresztezési pontban TZiX (ill. Tzy),
annyival növekszik i t t NY (ill. NX).

Mindezek alapján derékszögű koordinátarendszerben a következő egyensúlyi
egyenletek adódnak a helyettesítő kontinuum metszeterő ire (az x szerinti deri-
válást vesszővel, az у szerintit pont ta l jelölve):
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Vetületi egyensúly az a; és az у i rányban: 

= (1)
OV

T' 
7.
z'x = ny . (2) 

A z i rányban ve t t vetületi egyensúlyi egyenletet a laposhéj-elmélet a lapján 
[1], [ l a ] így í rha t juk fel (figyelembe véve, hogy nxy = 0): 

nx(z" + w") + ny(z•• + w ) + q'x + qy + pz = 0. (3) 

Ebben az egyenletben 
z — a héjfelületnek az xy síktól mért ordinátá ja terheletlen állapotban („sze-

relési alak"),
w - - a héjfelület pont ja inak a felületre merőleges eltolódása. Az у és az x

tengely körül forgató nyomatékok egyensúlyát szintén a laposhéj-elméletből
vehet jük á t :

m'x -f mxy - qz = 0, (4)

m'xy -f my — qy = 0. (5) 

Végül a z tengely körül forgató nyomatékok egyensúlyát nem szükséges 
külön felírnunk, mivel ezt a követelményt a lécekre, mint a héj érintősíkjában 
haj l í to t t t a r tók ra érvényes TZX = M'ZX, ill. TZ,Y = MZ,Y összefüggések biz-
tos í t ják . 

A (3) egyenletben a görbületek kifejezésében z — n kívül w derivál t jai t is 
szerepeltettük, azaz ezt az egyenletet nem az „eredet i" (2-vei meghatározott) 
a lakra í r tuk fel, hanem a (terhelés folytán) megváltozott alakra, vagyis a 
„nagy alakváltozásos" elméletet használtuk. Ha megelégszünk a „kis alakvál-
tozásos" elmélettel, akkor (3)-ból törölhetjük a két го-deriváltat. 

4. A M E T S Z E T E RŐK K I F E J E Z E S E AZ E L T O L O D A S O K K A L 

H a az x, ill. у i rányú eltolódást w-val, ill. r-vel jelöljük, akkor a folytatólagos
léceknek, mint a héjfelület érintősíkjában haj l í tot t t a r tóknak a belső erői a szo-
kásos képletekkel fejezhetők ki:

M 

EI„X 

EIZ,X 

T' 
v"" = - A L M

EIZ,X 

M,

(6c) 

u- = —~UJL ( 7 a )
EL z>y 

59 



Ezekben a képletekben EIZX, ill. EIz y az x, ill. у i r ányú léc-gerendáknak a
héj ér in tős ík jában bekövetkező haj l í tás során szerephez jutó (azaz a z ten-
gelyre vonatkozó) haj l í tás i merevsége.

A tovább iakban u0, v0-val fogjuk jelölni a szerelési alak előállí tása során
keletkező x, у i rányú eltolódásokat , a terhelés ha t á sá ra létrejövőket pedig u,
v-vel.

A (4) és (5) egyenletekben szereplő lemeznyomatékok a héjfelület görbületei-
vel és el csavarodásával , va lamint a héjfelületre merőleges w elmozdulással 
fejezhető k i : 

El
mx = -2<-(z" + w"), (8) 

p r

- * - ( * • • +№ • ) , (9) 

mxy = 
У 2

b y 

+ (10)
by 

ahol EIX, ill. Ely az x, ill. у i rányú léc-gerendáknak a hé j ra merőleges síkban
bekövetkező haj l í tásakor szerephez ju tó hajl í tási merevsége, GItx, ill. GIty 

pedig ugyanezen gerendáknak a csavarási merevsége.
A (8) —(10) egyenletekben z második der ivál t ja i azt fejezik ki, hogy a lécek-

ben a k íván t szerelési a l akba tör ténő meggörbítés okozza a nyomatékok egy
részét, w második der ivá l t j a i pedig azt m u t a t j á k , hogy más részüket a z szere-
lési a laktó l mért w elmozdulás hozza létre.

Most még az (1) és (2) egyenletekben szereplő nx és ny derékerőket kellene 
kifejeznünk a sa já t lécek i rányába eső el tolódásokkal. Ez azonban a lécek 
nyúlásmentességére vona tkozó fel tevésünk mia t t nem lehetséges. He lye t t e ma-
gának a nyúlásmentességnek a feltételét t u d j u k felírni. 

A szerelési alak előáll í tása során fennálló nyúlásmentesség feltétele nem fe-
jezhető k i egyszerű egyenlettel , mivel a szerelési a lak z o rd iná tá ja semmikép-
pen sem tekinthető „ k i s " eltolódásnak. E követe lmény teljesülését t e h á t egy, 
a nagy eltolódásokra is érvényes módszerrel kell leírnunk, amilyen pl. [3]-ban 
ta lá lható , s amely megad ja a z-hez t a r tozó u0 és v0 e l tolódásokat . 

A terhelés ha tásá ra bekövetkező alakvál tozás nyúlásmentes vo l t á t a kis
elmozdulásokra érvényes

u ' - w(z" + w") = 0 (11)

és 
v - w(z•• + w ) = 0 (12)

egyenletek fejezik ki, 1. pl. [6]-ban. Ezekbő l az egyenletekbő l a legtöbb esetben
e lhagyha t juk a w " és w tagokat , mer t kicsik z megfelelő der ivál t ja ihoz képest . 
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Az n x és riy derékerőket azonban összefüggésbe t u d j u k hozni a merőleges
lécek u, v eltolódásaival, mégpedig oly módon, hogy T'zx-1 és Tzy-ot (6e)-ből
és (7c)-ből kifejezzük és behelyet tes í t jük (l)-be és (2)-be (különválasztva u0,
u0-t és u, u-t):

El 
+ (13) 

Ъу 

П У = - Щ М - К " " + »"" ) • (14) 
Ov 

5. AZ E G Y E N L E T E K F E L Í R Á S A AZ E L T O L Ó D Á S O K S E G Í T S É G É V E L

Helyet tes í tsük be (8), (9), (10)-et (4)-be és (5)-be, m a j d fejezzük ki belőlük 
qx-et és qy-1 és helyettesítsük be (3)-ba: 

El
nx{z" + w") + ny(z•• -f w ) - (2"" _f_ w"") _

(15) 

- + Ä - I (z"» + w"- - (Z.... + «,....) + Pz = o. 
( bx by I by 

Ehhez járul még a két nyúlásmentességi egyenlet, (11) és (12), amelyeket a 
szerelési alak meghatározásakor az emlí te t t , [3]-ban ta lá lha tó módszerrel kell 
pótolnunk. 

Ily módon tehá t három egyenletünk van a három eltolódásfüggvényre, de
(15)-ben szerepel még nx és ny, s ezeket nem t u d j u k kiküszöbölni. E három
egyenlethez tehá t hozzá kell még vennünk (13)-at és (14)-et, azaz öt egyenle-
tünk lesz az öt ismeretlen mennyiségre (n , v, z azaz w, nx, ny).

6. AZ E G Y E N L E T E K M E G O L D Á S I E L V E

Egyenletrendszerünket két különböző esetre kell megoldanunk: a szerelési 
alak előállí tására és a terhekre. 

H a a szerelési alalcot aka r juk vizsgálni, akkor

и = v — w = 0. (16) 

Felvesszük a kívánt z(x, у) szerelési alakot , célszerűen valamilyen függvény-
sor fo rmá jában . Meghatározzuk (pl. [3] alapján) az ehhez tar tozó w0, v0 függ-
vényeket, azaz a lécek vízszintes eltolódásait , s ebből (13)-ból és (14)-ből n'x-1
és n'y-ot. Integrálással előállít juk nx-et és ny-1, m a j d behelyet tesí t jük (15)-be.
így z-re k a p u n k egy feltételi egyenletet, amelyben még az nx és ny integrálása-
kor fellépő ké t ismeretlen egyváltozós függvény is szerepel. Ebbő l meghatároz-
zuk z-t, m a j d ebből kiindulva, megismételjük az eljárást . Az iterációt addig
fo ly ta t juk , amíg a ( l l ) -bő l kapot t z kellő pontossággal nem egyezik meg a
kiindulási z-vel.

Egyszerűs í thet jük a feladatot , ha közelítésképpen elhanyagoljuk a lécrácshéj
önsúlyát (pz = 0). Ekkor tu la jdonképpen a lécrácshéj nagy alakváltozásos hor-
padási a l a k j á t határozzuk meg.
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H a ismerjük a z szerelési alakot , és adott pz teherre keressük a lécrácshéj alak-
változását és belső erőit, akkor a feladat bonyolultabbá válik. Megtehetjük
azonban, hogy több lépésben határozzuk meg a megoldást, s az első lépések-
ben közelítéseket alkalmazunk. így az első lépésben elhanyagolhatjuk u-t és v-t,
azaz nx-et és ny-t változatlan nagyságúnak tételezhetjük fel.

Egy következő dolgozatban szándékozunk bemuta tn i a fentiek alkalmazását 
számpélda keretében. 
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