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EGY FOLYAMATOS NYILVANTARTAS SZTOCHASZTIKUS
KESZLETGAZDALKODASI MODELL ISMERTETESE ES
ERZEKENYSEGI VIZSGALATA

dr. Gerencsér Laszlo

BEVEZETES

Folyamatos nyilvantartasu készletgazdalkodason azt értjiik, hogy a készletek szintje, és az
azokban bekovetkez6 valtozasok dllando ellendrzés allatt allnak, szemben a kordbbi gyakorlattal,
amikor a készletek fellilvizsgilata meghatdrozott id6kozonként (pl. negyedévenként) tortént. A
modell szokasos elnevezése: r,Q modell, ahol r egy als6 biztonsagi szint, ¢ a tételnagysag.

A modell alkalmazasinak el6feltétele a teljesen gépesitett adatfeldolgozas. Ez a feltétel szamos
kiilfoldi vallalatnal adva van, s ezért a folyamatos nyilvantartasi készletgazdalkodasi modellek
alkalmazasa elterjedt, amennyire ezt a szakirodalom tikrében megitélhetjiik. A modell a hazank-
ban is alkalmazott 5,5 modell egy tovabbfejlesztése és tobb elényos 0j tulajdonsdggal bir.

A dolgozatban a modell leirdsan tul a koltségfliggvény vizsgalatara Osszpontositjuk figyelmunket.
Megmutatjuk, hogy ez jo kozelitéssel konvex fuggvény. Diszkutdljuk az optimalis r,,Q, pa-
raméterekre kapott egyenleteket, valamint ’0’00 fliggését a modell bemend paramétereitdl.

1. A MODELL LEIRASA

A modell egyetlen cikk készletezésével foglalkozik. A cikkel szemben jelentkezd igényeket
egy fuggetlen és staciondrius névekményi sztochasztikus folyamat irja le.

Felsoroljuk a modell elére megadott jellemzdit:

f(x,1) a t ido alatt beérkezd igény slirliségfliggvénye
A az igények atlagos sebessége

T szallitasi id6

A rendelési koltség

IC id6- és mennyiségarinyos készletezési koltség
p id6- és mennyiségarinyos hianykoltség.

A folyamat ellendrzésen azt értjiik, hogy amint a készletdllapot elér egy altalunk el6irt »
also szintet, feladunk egy rendelést @ nagysagu tételre. A feladott rendelés fix 7 fix idé u-
tan érkezik meg.
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Jelolje D az idSegységre esG atlagkészletet, B az idOegységre esé atlaghidnyt. Mivel a
rendelés feladasinak gyakorisiga dtlagosan % , az egy idOegységre es6 atlagos koltségre a

(I.D) K@) =2 A+ICD+ 3B

Q

kifejezést irhatjuk fel. A B 4tlaghidny kiszdmitdsihoz megjegyezzilk, de nem bizonyitjuk, hogy
a készletdllapot eloszlasa r és r+ @ kozott egyenletesnek tekinthetd barmely id6pillanatban,
ha a folyamat mar hosszu ideje tart. Ezért

421 B %’}0 b(x)dx

ahol b(x) az x készletdllapothoz tartoz6 atlaghiany. Ezt a kovetkez8képpen kell érteniink.
Az x készletillapot 7 id6 utdn realizalodik fizikai készletként. A 7 id6 alatt jelentkezd i-
gényt jelolje y. A hidny kiszamitdsit a 7 id6pontra vonatkoztatva irhatjuk, hogy ennek nagy-
saga

(1.3) bx)=E(y — x)°
ahol z* a z pozitiv részét jeloli. Integralalakban irva
(1.4) b(x) = f (y —x)f(y,r)dy
Az (r,Q) modellre az dtlag hidny szamitdsinal elfogadott kozelités a kovetkezd

0%

(1.3) B= 0 ! b(x)dx

Ennek jogossigit természetesen ellendrizni kell. Az integrilkifejezésre bevezetjik a
(1.6) B(r) = | b(x)dx
r

jelolést.

Ami az 4tlagkészletet illeti, konnyen bebizonyithaté a kovetkezd allitas:

(.7) D=B+%+r—p

ahol



L
(1.8) L= AT

a széllitasi id6 alatt jelentkezd igény varhato értéke. A B-re és D-re adott 4j kifejezések alap-
jan koltségfliggvényként a kovetkezd kifejezést hasznaljuk

(1.9) K(r,Q)=%A+IC(—§l+r—p)+(1C+p)-‘%

2. AZ ELSO DERIVALTAK KISZAMITASA

A koltségfiiggvény vizsgalatanak egyik lehetséges modja az (s,S) modellre ismert eredmé-
nyek alkalmazisa. Az (s5,5) modell ugyanis dtmegy az (r,Q) modellbe, ha a feliilvizsgdlasok
kozott eltelt id6 zérushoz tart. Mi ettdl kiilonb6zd utat vilasztunk, hogy elkeriiljiik a (s,S)
modellre valé hivatkozast, f6leg pedig azért, hogy kiaknazzuk a modell specidlis vonasait.

Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat:

0K

(2.1 ¥ i

1+ (JE+ ,3)%’—)

(2.2)

3K _ =M+ UC+pB) , IC
9Q a QZ 2

A parcialis derivaltakat 0-val egyenlové téve a kovetkezd két egyenletet kapjuk

2.3) - ’CTZE . B

2.4) Q2 = zl’g’ + 2"?; P) gy

Ezen egyenletek megoldasai szolgéltatjdk az optimalis r,,Q, értékeket.

Még egy megjegyzés az r szerinti derivaltakrol. -
)

Az étlaghidny (1.2) kifejezésben elvégezve az y = x —r helyettesitést e 0-bdl egy-

szerli szamolas utdn a kovetkezs$ ismert alaki eredményre jutunk:

B

Q
1
(2.5) 1] af F(y+ rndy = E&ﬁp—

ahol F(y,r) az f(x,r) siir(iségfiiggvényhez tartozo eloszlasfiiggvény. A baloldalon egy keverék-
eloszlas all, amit H(r)-rel jelolhetiink és az optimdlis r szintre a
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(2.6) HO)= 17 ’i 5

egyenletet kapjuk.

3. A KONVEXITAS FELTETELE

Vizsgiljuk az r,Q viltozékat tovabbra is kilon-kildn.
A masodik deriviltakra a

3’k _ UC+p)

(3.1 22 Q g"(r)

%K _2M+2UC+ P)B(r)

(3.2)
22 Q?

egyenleteket kapjuk. Mindjart latjuk, hogy K @-ban konvex fiiggvény. Szdmitsuk még ki
B"’-t. (1.6) alapjan:

(3.3 B(r)=—b(r)

Felhaszndlva b(r) formuldjat, (1.3)-t, kapjuk, hogy
(3.4) b'(x)=F(x,7) — 1

A két eredményt Osszevetve adodik, hogy
(3.5) g'(r)=1— F(r,1)

F(x,7) eloszlasfiggvény lévén a jobboldal mindig nemnegativ. Kimondhatjuk tehat, hogy
K(r,@) kulon-kilén mindkét valtozdjaban konvex.

A két valtozoban valo egylittes konvexitdsdhoz kiszamitjuk a koltségfliggvény masodik de-
riyéltjaibc’)l alkotott matrix determindnsit. Ez barmilyen koltségtényez6k mellett pozitiv, ha tel-
jesul a kovetkezd feltétel:

"2
e %>
E feltétel teljesiilését illetGen elsé megjegyzésiink az, hogy az egyenlStlenség két oldaldn szerep-
16 fuggvények derivaltjaira forditott irdnyd egyenltlenség érvényes. Derivélds és rendezés utan
ugyanis a



BT
(3.7 F"<0

egyenlGtlenségre jutunk, ami nem mas, mint

(3.8) —fx,1)<0

Marmost [(r) zérushoz tart, midén r tart végtelenhez. Ha ugyanezt sikerul megmutatni
a jobboldalrol is, akkor a (3.6) egyenlStlenségnek minden r-re fenn kell allnia.
A jobboldal négyzetgyodke
JO = x) fx,)dx

(3.9 S—
bl — F(x,7)

A L' Hospital szabaly alkalmazasaval elegendd a zérushoz tartast az

f(x,7)
(3.10) /1= FGen) —FG)

hanyadosrol igazolni. A L’ Hospital szabalyt e tort négyzetére alkalmazva az
3.1 fl(x,7)—0

feltételt kapjuk. Ez tehat K(r,Q) konvexitdsanak elégséges feltétele. A feltétel a gyakorlati
eloszlasok mindegyikére teljesul.

Az eddig elmondottak illusztrildsira megvizsgiljuk a normalis eloszldssal valo kozelités ese-
tét.

4. KOZELITES NORMALIS ELOSZLASSAL

Jeldlje ¢(x) a standard normalis eloszlas siirliségfiiggvényét, ¢(x) az eloszlasfuggvényt,
¢€(x) a kiegészitd eloszlasfiiggvényt:

(4.1) ¢ (x) = xf-w(x)dx

El6sz6r kozoljik azokat a formuldkat, amelyeket az
@2  Fan= o=t
esetére kapunk,

@3  p'n=¢°=H
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@9 FO=ooZEy+ - w oo IH

@5 B0 =3[0 + - w]s ) — ot - we L

A normalis eloszléssal valo kozelités kiilonbozo vizsgalatai (3.6)-hoz hasonlo alaku egyenlét-
lenségek vizsgilatiara vezettek. Az ezzel kapcsolatos eredményeket egy segédtételben foglaljuk
Ossze. Kozvetlen alkalmazdséra itt nem Keril sor, ez tobbnyire rutinfeladat, megfogalmazésat
mégis hasznosnak gondoljuk.

Segédtétel. A

c Se(x)
4.6) P (x)= s

egyenlotlenség teljesiiléséhez elegendd, ha a jobboldal zérushoz tart, ha x — =, feltéve, hogy

@.7) x - v(x) + V' (x) < vi(x)
A bizonyitdashoz irjuk fel az 5
2 X
x s
ey 1 e -
(4.8) o )j e “k(x)dx S

egyenloséget, ahol k(x) egyenlore ismeretlen fiuggvény. Ha meg tudjuk mutatni, hogy
(4.9) k(x)<'1

akkor a (4.6) egyenloség helyes.
Differencidlva (4.8) mindkét oldalat az

(4.10) xv+ v = vk

egyenletet kapjuk. (4.7) alapjan itt k(x) kisebb egynél. A (4.10) alapjan bevezetett k(x)
fuggvénnyel (4.8) jobb és baloldaldnak derivdltjai egyenlok, tovabbd mindkét oldal zérushoz
tart, ha x — =, ezért (4.8) érvényes.

A segédtételt ezzel bebizonyitottuk.

Példaként megemlitjiik, hogy a (3.6) feltétel vizsgilatdhoz a segédtételt alkalmazhatjuk a

2
4.11) V(x)=w

fliggvénnyel.
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5. AZ ALAPEGYENLETEK DISZKUSSZIOJA

Nem nehéz beldtni, hogy K(r,Q) a végesben veszi fel minimumat. A jobb megérthetSség
kedvéért itt Gjra felirjuk azt a két egyenletet, amelybdl az optimélis r;,Q, szinteket kiszdmit-
juk.

. e=-2Ege)
2 @ =24+ 2P gy

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket

z= Q2
2NA
(5.3) el
_IC+p
k= =1C

Ezekkel egyenleteink a kovetkezéképpen mddosulnak:
(5.4) z= k*(@)’
(5.5) z=a+ 2kB

A két egyenlet altal definidlt z,(r) és z,(r) gorbék relativ elhelyezkedését fogjuk el6-
sz6r megvizsgadlni. Meggondolasainkat az 4bran kovethetjlik, ahol a szemléletesség kedvéért egy
linedris tagot adtunk mindkét fliggvényhez.

r* r



.
Vezessik be az r* szintet az

-

56)  Frn=1ez

egyenlet alapjan. Azt allitjuk, hogy

dzl

(5.7) —

= 7 ha r<r*

A forditott irinyu egyenlGtlenség érvényes, ha r> r* .

A bizonyitdshoz végezzik el a derivdlast. A lehetséges egyszertisitések utdn a
(5.8) k> 1
egyenldtlenséget kapjuk. Marmost r < r* miatt

P ic
59  B'=1-Fe0> 53

ezért (5.7) érvényes. Hasonléan okoskodunk r»> r* esetén is.

Most megmutatjuk, hogy az (5.4),(5.5) egyenletrendszer r, megolddsira teljesul az
(5.10) by <ire

egyenlGtlenség, feltéve, hogy K(r,Q) konvex.
Az Aallitast el6szor az a = 0 esetre igazoljuk. Ekkor az (5.4),(5.5) egyenletekbdl a

(5.11)  B(ry) - k= 2p(ry)
egyenletet kapjuk ro-Ta. Tegyiik fel, hogy ro > r*, ami (5.8)-hoz hasonléan
(5.12) ﬁ”(ro) k<1

alakban irhat6. Az el6bbi egyenletb6l k-t kifejezve a

(5.13) 28"-6 o
6'2

eredményt kapjuk. Ez azonban ellentétben all a koltségfiiggvény konvexitasival egyenértékii
(3.6) feltétellel. Marmost novekvé a esetén a z,(r) gorbe a z tengely irdnydban péarhuza-
mos eltoldssal mozdul el. Amennyiben kell§ elmozdulas esetén a z,(r) és z,(r) gOrbék r*-
t6l balra esé dgai megsziinnének egymast metszeni, gy volna olyan a érték, amely mellett a
két gorbe éppen érintené egymast. Ez azonban (5.7) alapjan nem lehetséges.
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6. ERZEKENYSEGI VIZSGALATOK

Vizsgaljuk meg végiil az optimélis r,,Q, értékek fliggését a modell bemend paraméterei-
t6l. Az 4brardl is leolvashatunk kvalitativ osszefliggéseket, de nem minden irdnyban. A bemend
paramétereket rogzitsilkk a mar (5.3)-ban definidlt a-ban és a megbizhatoséigi szintet jellemzd

__ b
(6.1) Y™ To & 3

tényezGben. A kordbbi k-val a kovetkezd kapcsolat 4ll fenn:

(6.2) el oy

Az (5.4),(5.5) egyenletek alapjan vizsgdljuk az r(a,y), @,(ay) fuggvényeket. E16szor a
v szerinti parcidlis derivdltakat adjuk meg:

oy  g2—p0—7)
63) = T—vFU=7-8)

9 [ S ’
6.4) @y B2 — BB

3y B0 -y —v=5"

Mindkét kifejezésr6l megmutathatd, hogy pozitivak, amennyiben K-ra a konvexitasi felté-
tel teljesul. Ez r esetén szemléletes is konnyen bizonyithato.

Kevésbé szemléletes @ -nak <y-ban val6 monotonitdsa és annak bizonyitdsa a segédtétel
egy nem éppen konnyl alkalmazasat igényli.

A teljesség kedvéért megadjuk az a szerinti derivaltakat is:

org (1—9)?
65) 54 ="IFA—3=F)
3¢, ] —n

Egészen konnyld megmutatni, hogy az elsé kifejezés negativ, a masodik pozitiv. Ez az az
eredmény, amelyet az abrardl is leolvashatunk.

Az optimdlis paraméterek érzékenységének birtokdban tovabbi karakterisztikdk érzékeny-
sége is kiértékelhetd. A kapott kifejezésekben szereplé fliggvények jol szdmithatok, ezért az e-
redmények a gyakorlat szimdara sem kozombdosek.
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Irodalom

G. Hadley — T. Whitin Analysis of inventory systems.
Prentice Hall, 1968.

Beérkezett: 1972, szept. 25.

Summary

DESCRIPTION OF A TRANSACTION REPORTING STOCHASTIC INVENTORY MODEL
AND ITS SENSITIVITY ANALYSIS

We describe the well-known (r,Q) model, which is introduced in the book of Hadley and
Whitin. We find a sufficient condition for the convexity of the cost functions. The optimal

values r,,Q, of the parameters r,Q are found by solving an algebraic equation of one variable.
We give estimations of ry>¢, and obtain formulas for the derivatives of ro»@o With respect

to the cost of placing an order and a certain security factor.

Pe3wme

ONUCAHUE CTOXACTUHECHOCO MOJENA C NOCTOAHHEM HABMIAEHMEM
YNPABNEHWA 3AMNACAMU U AHANM3 YYBCTBUTENBLHOCTH

Onvwem U3BECTHHN (r,Q) MOAgENb, HOTOPLHHW BBEAEBH B HHUCE
Xeann v Yantuu. Hakgem goctatodwoe ychosue ONA BbOYHIOCTH
dyHKUMKM cTOUMOCTH. ONTUManHoe 3HaAYEHUR ’0’00 napameTpos rQ
HaMOeHs peweHueMm anre6pav4ecKOro ypaBHEHHWA OAHOr0 NepemMeH=—
HOro. Hangem oueHku AanA ’0’00 U BuiBegeMm GOpMy/ibl NMPOMUM3BOAHBLIX
ro,()0 N0 CTOMMOCTHW TpaHCcnopTa M MO HEHOTOPLM daKTop@HHadew-—

HOCTH.
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