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KETSZERESEN FOKOZATOS KOZELITES

Balla Katalin

Véges szamu aritmetikai mivelettel nem el&éllithatd fliggvények gyoke az ismert iterdcios
modszerekkel csak elére jol nem becsulhetd képlethibaval és miiveletszammal szdmithato Ki.
Az alabbi tétel lehetSséget ad az egyenletek tetszGleges pontossiagi megolddsira, alkalmazésai-
ban pedig a miiveletszim becslésére.

Legyen M teljes metrikus tér, :A": operatorsorozat, amely az

N= |x€EM : p(x,a) < r,a,r rogzitett| zart gdbmbben kielégiti a kovetkezd feltétele-
ket:

1. Létezik N-ben olyan A operitor, hogy
p(4,x,Ax)<L" - C xeEN,0<L< 1

teljesiil (C-konstans).

2. Tetszbleges x, y € N-re
p(A4,x,A,y)< K+ p(x,y) 0<K<1

3. Az aeN pontban
p(A,a,0) < (1 =K)-r

K és L kozos az egész sorozatra.

Tétel. Az 1.-3. feltételek mellett az x,,, = A, x,  sorozat tetszBleges xOEN esetén

konvergens.

Ha a=lim x,, akkor a = Aa és N-ben ez az egyetlen fixpont.
n-=>e

Bizonyitis.
1/ 1. miatt az | A,| operatorsorozat egyenletesen konvergens: tetszGleges e > O-ra ha
n elég nagy, akkor

p(A"x,Ax)< ¢ minden x€E€N-te.
Ezért

p(Ax,Ay) < p(Ax,A, x)+ p(A,x,A, )+ p(4,y,Ay)< 2€ + K- p(x,y)
valamint

p(Aa,a) < p(Aa,A,a)+ p(A,aa)< e+ (1 —K)-r

=0 X N



B
Mivel € tetsz6legesen kicsinynek valaszthat6, igy A eleget tesz a
2*. (Ax,Ay)S K- (x,)
3. (Aaa<(1—-K)-r
egyenlGtlenségeknek N-ben. Igy A-ra alkalmazhat6 a kozismert kontrakcios tétel: az x = Ax
egyenletnek N-ben létezik egyetlen megoldésa. Jeloljiik a-val.
2/ Jelolie F, az A0A4, 0 0A0A, kompoziciot.
plax, )= p(Ae,F,x)) < p(Aa,A, a) + p(4,a,F,x )< L" - C+
+ K« pla,F, x5)=L" + C+K-plda,F, %5)%...<
S U"+ KD+ B2 IV 4, .4 BV LYo O+
+ K" - plAa,Ayx,)
Legyen M = max (L,K) d = max (C, p(a,Ayx)
Innen p(e,x,, )<+ 1) -M"-d

Mivel pedig M < 1, ez a kiilonbség tetszGlegesen kicsinnyé tehetd.

Megjegyzések.

a) Az 1. feltétel nem lényegesen erdsebb az egyenletes konvergencia feltételénél. Igaz ugyan-
is a kovetkez6: Ha az | A, | operdtorsorozat valamely D tartomanyban egyenletesen kon-
vergdl A-hoz, akkor 1étezik olyan részsorozata, amely kielégiti a p(A X AX)K LY - C
0<L<1 feltételt. ElegendS az ¢, = L" - C értékekhez tartozé 1A n} operatorsorozatot
kivélasztani.

b) A 2.-3. feltétel még egyenletes konvergencia esetén sem helyettesithetd a 2*. -3*. feltétellel.
Pontosabban: A 2*. 3*. feltételt kielégit6 A operdtorra nézve még nem feltétleniil igaz, hogy
a tetszbleges, hozza egyenletesen konvergild f A } operatorsorozatnak létezne olyan részso-
rozata, amely valamely K'-vel teljesitené 2. -3.-t.

Trivialis ellenpélda:

M =R - aszamegyenes a szokdsos metrikdval, N, = Ix: bk —11<r], r — tetszGleges
%—%x ha l——zin>x és l<x
oy (x) =141+ : ha P WO -
S BT > P
:2—x ha 1—2"+l<x<1




AL L |

fuggvénysorozat egyenletesen konvergil a ¢(x) = % - —éx fuggvényhez. Tetsz6leges K-val tel-
jesill 3. és 3*. a= I-ben. Tovabbi lp(x) —p(»)I< % lx -yl

Ugyanakkor a {\p"(x)} sorozat valamennyi eleme csupdn a |y, (x) —¢, (¥)I< Ix —y| egyen-
16tlenséget teljesiti, amely semmilyen r-nél nem élesithetS tovabb.

c) Nyilvanval6, hogy A, = A esetén az ismert fokozatos kozelitések médszeréhez jutunk.

Egyébként az iteracids eljards nem stacionarius.

Alkalmazdsok.

1. (Mint az el6bbi példdban) M = R a val6s szamegyenes, N=| x: |x —al< ri zart inter-
vallum |y (x)| megfelelé tulajdonsigu valos fliggvénysorozat.
Az \x,, =¢,(x,)]| sorozat hatirértéke x EN esetén az x = p(x) egyenlet gyoke.

2. A metrikus tér a komplex sik, N-zart korlap, |y, (x)] - komplex fiiggvénysorozat.

Summary
ON THE DOUBLE SUCCESSIVE APPROXIMATION

The convergence of the double’ successive iterative process is proved when the conditions
(1)43) are satisfied. The theorem can be applied for solving the equation x = Ax and it allows
us to estimate the error and the number of the operations.

Pe3wme

0 ABAKAH MOCANEAOBATENBHOM MNPUBIHUHEHKUKA

B cTaThbe JQOHKasLBaBTCRA CXOQMMOCTh "gaBawas” nocnejosa-
TENbHOCO MTEPAUMOHHOro npouyecca MNPy BHMNONHEHWH yCnoBu#
(1) -(3) . YhasuwBaeTcA, H4TO Teopema MOKeT MPUMEHATbLCA ANR
BUYUCNEHWMA HOPHA ypaBHEHHA X=AX C OUEHWMBM 4YMWCNOM OnNe-=

payuHi M 3ajaHHOW TOYHOCTbLH.

Beérkezett: 1972 nov. 9.
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