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KÉTSZERESEN FOKOZATOS KÖZELÍTÉS

Bállá Katalin

Véges számú aritmetikai művelettel nem előállítható függvények gyöke az ismert iterációs 
módszerekkel csak előre jól nem becsülhető képlethibával és műveletszámmal számítható ki.
Az alábbi tétel lehetőséget ad az egyenletek tetszőleges pontosságú megoldására, alkalmazásai
ban pedig a műveletszám becslésére.

Legyen M teljes metrikus tér, ! .4n! operátorsorozat, amely az

N = \ x e M  : p(x,a)< r,a,r rögzített I zárt gömbben kielégíti a következő feltétele

ket:

1. Létezik А-ben olyan A operátor, hogy

p(An x ,Ax)  < Ln • C x eN ,  0 < L < 1 

teljesül (C-konstans).

2. Tetszőleges x ,y e A -re

p(Anx ,Any)  < К  • p(x,y)  0 < A < 1

3. Az aeA  pontban

p(Anu,a)< (1 -  K) • r 

К  és L közös az egész sorozatra.

Tétel. .4z 1.-3. feltételek mellett az *n+1 = A nx n sorozat tetszőleges x QGN esetén 
konvergens.
Ha a = lim x„, akkor a = Aa és N-ben ez az egyetlen fixpont.

Л-*— n
Bizonyítás.
1/ 1. miatt az j A n \ operátorsorozat egyenletesen konvergens: tetszőleges e > 0-ra ha 

n elég nagy, akkor

p(Anx ,Ax)  < e minden x e N -те.

Ezért

p(Ax,Ay)<.  p (Ax ,Anx)+ p(Anx ,Any ) +  p(Any , A y ) <  2 e + K - p(x,y)

valamint

p(Aa,a) < p(Aa,Ana) + p(Ana,a) < e + í 1 — K) • r
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Mivel e tetszőlegesen kicsinynek választható, így A eleget tesz a 

2*. Cx , y )

3*. (í4ű,ű) < (1 — AT) • r

egyenlőtlenségeknek iV-ben. így A-ra alkalmazható a közismert kontrakciós tétel: az x = Ax 
egyenletnek A-ben létezik egyetlen megoldása. Jelöljük a-val.

2/ Jelölje Fk az A k oAk ,o o A jOAq kompozíciót.

p(a,xn+l) =  p(Aa,Fnx Q)< p(Aa,An<x)+ p(Ana,Fnx Q) < Ln • C +

+ К  • p(a,Fn_ lx 0)= Ln • C+ К -p(Aa,Fn _ jX0) < . . . <

<  (Ln + К • Ln~ 1 + K 2 • L n~ 2 + . . . + X я -  1 • L)  ■ C +

+ KJ1 • p(Aa,AQx Q)

Legyen M = max (L ,K)  d = max(C, p(a,A Q;c0)

Innen p(a,xn+l) <  (n + 1 ) • Mn ■ d

Mivel pedig M < 1, ez a különbség tetszőlegesen kicsinnyé tehető.

Megjegyzések.

a) Az 1. feltétel nem lényegesen erősebb az egyenletes konvergencia feltételénél. Igaz ugyan
is a következő: Ha az J A n \ operátorsorozat valamely D tartományban egyenletesen kon
vergál A-hoz, akkor létezik olyan részsorozata, amely kielégíti a p(Anx , Ax)  < Ln • C
0 <  L < 1 feltételt. Elegendő az en = Ln • C értékekhez tartozó ! A n \ operátorsorozatot 
kiválasztani.

b) A 2.-3. feltétel még egyenletes konvergencia esetén sem helyettesíthető a 2*. -3*. feltétellel 
Pontosabban: A 2*. 3*. feltételt kielégítő A operátorra nézve még nem feltétlenül igaz, hogy 
a tetszőleges, hozzá egyenletesen konvergáló ! A n j operátorsorozatnak létezne olyan részso
rozata, amely valamely Ä^-vel teljesítené 2. -3.-t.

Triviális ellenpélda:

M  = R — a számegyenes a szokásos metrikával, N  = \x : be — 11 < r ! , r — tetszőleges

4>n (*) =  4

3 1 ha 1 -  — 
2"2 ~  2 X

i + !m ha 1 -  —
2" 1 2"

2 — x ha 1 -  1
2" +

yi +1

+1 <  X  <  1
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függvénysorozat egyenletesen konvergál a ip(x) = függvényhez. Tetszőleges A"-val tel

jesül 3. és 3*. a = 1-ben. Továbbá li^(x) — ^ ( y ) l <  bt — y I

Ugyanakkora j >£„(*) ! sorozat valamennyi eleme csupán a ||ря(х ) — (y)l < Ix — yl egyen
lőtlenséget teljesíti, amely semmilyen r-nél nem élesíthető tovább.

c) Nyilvánvaló, hogy A n = A esetén az ismert fokozatos közelítések módszeréhez jutunk. 
Egyébként az iterációs eljárás nem stacionárius.

Alkalmazások.

1. (Mint az előbbi példában) M -  R a valós számegyenes, TV = | x : \x — a\< r\  zárt inter
vallum {^„(x) j  megfelelő tulajdonságú valós függvénysorozat.
Az j хл+1 = <ри(хи)} sorozat határértéke x QeTV esetén az x = ip(x) egyenlet gyöke.

2. A metrikus tér a komplex sík, TV-zárt körlap, \фп (x)} _ komplex függvénysorozat.

S u m m a r y

ON THE DOUBLE SUCCESSIVE APPROXIMATION

The convergence of the ’’double” successive iterative process is proved when the conditions 
(1)43) are satisfied. The theorem can be applied for solving the equation x = Ax  and it allows 
us to estimate the error and the number of the operations.

Р е з ю м е

D ДВАЖДЫ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

В с т а т ь е  д о к а з ы в а е т с я  с х о д и м о с т ь  "дважды" п о с л е д о в а 

т е л ь н о г о  и т е р а ц и о н н о г о  п р о ц е с с а  при выполнении  у с ло в ий  
( 1) — (3) . У к а з ы в а е т с я ,  что  т е о р е м а  может п р и м е н я т ь с я  для  
в ы ч и с л е н и я  корня  у р а в н е н и я  х=Ах с оценимым чис ло м о п е 

раций и з а д а н н о й  т о ч н о с т ь ю .

Beérkezett: 1972 nov. 9.
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