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A FOLYTONOS IDEJU MASODRENDU AUTOREGRESSZIOS FOLYAMAT
PARAMETERBECSLESEROL

Gy. Németh Teréz

A természet véletlen folymatai altalaban folytonos id6ben jatszédnak le, de megfigyelése-
ket csak diszkrét idépontokban tehetiink.

A megfigyelések statisztikai kiértékelésekor, pl. a folyamat paramétereinek becslésekor gyak-
ran mar magét a véletlen folyamatot is diszkrét idoben lejatszodoként kezelik. Ha a megfigyelé-
sek elvben tetszGlegesen siirithetSk, természetesebb az a megkozelités, amelynek sordn a folya-
matot folytonos idejlinek tekintjuk. Jelen dolgozatban példit adunk ennek az elvnek a kovet-
kezetes megvaldsitdsira. Szimulaciés modszerrel tiblazatokat szerkesztiink a folytonos masod-
rend{i autoregresszios folyamat paraméterei becslésének eloszlasara.

A dolgozat végén az igy nyert eredményeket alkalmazzuk a napfolttevékenység periédusa-
nak becslésére.

Tegylk fel, hogy a £(#) folytonosan differencidlhaté realizacioju stacionarius folyamat a
0< r< 1 intervallumban eleget tesz a

(1 dg'(0) + (a, §'() + ay(0)dt = dw(1)

masodrendi sztochasztikus differencidlegyenletnek, ahol a, > 0, 4a0 > af valos szamok,

w(t) pedig a standard Wiener-folyamat. (A sztochasztikus differencidlegyenlet matematikailag
korrekt értelmezését lasd [4]-ben.)

Az (1.) masodrendii egyenlet a szokdsos médon

ED=80D, E0)=EQO
helyettesitéssel atirhat6 elsérendli egyenletrendszerré:
dg, (1) —§,(ndt=0
(2)
dt, (1) + (a,&,(1) + ay &, (0)dt = dw(1)
Az attekinthetdség kedvéért irjuk (2.)-t vektoralakba:
(2a) di(1) — Ag(1)dt = dw(1)

ahol
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kovariancia matrixu elfajult kétdimenziés Wiener-folyamat.

Az a,, a, egyutthatokra tett feltevés azt jelenti, hogy az A matrix-nak sajatértékei ne-
gativ valosrészii komplex szamok:

I a
: 1 A |
ktlw=—2't»—4——a0

Ismeretes, hogy a (2.) egyenletnek elegettevd, folytonos idejii kétdimenzios vektor folya-
mat staciondrius Gauss-Markov folyamat B() = e?/!!B(0) kovariancia matrixszal, ahol B(0)
az

3) A« B(0) + B(0)A* = — B,
Osszefliggésbsl hatarozhaté meg. A szamitdsokat elvégezve nyerjik, hogy

il w Cos wt — Asin wlt| sin w|#| _—Tl__z_. 0
(4) B(t) = ew 4NN + w?)

= ()\2 + wz)sin wlt| w Cos wt + Asin wl?| 0 —41—)\

A (4.) Osszefliggésbol leolvashaté az w és A szemléletes jelentése: az (1.) egyenletnek eleget-
tevé £(f) folyamat kovariancia fiiggvénye egy w peridodusu, A csillapodasi egytitthatoju csil-
lapitott rezgémozgast ir le.

A (El(t), Ez(t)) 0<t< 1 kétdimenzios folyamat a 51(0) =0, EZ(O) = 0 feltétel mel-
lett a Kolmogorov-féle alaptétel értelmében valamilyen X mérhets téren egy P ', valosziniisé-
gi mértéket generdl. Minthogy a kezdeti feltételek és a E'l(t) = §,(7) Osszefuggés alapjan £,(7) -

egyértelmiien meghatdrozza £, (7)-t, X mérhetd teret valaszthatjuk a [0,1] intervallumon
folytonos, x,(0)= 0 feltételnek elegettevs filiggvények terének.

J.L. Doob (lasd [5]) bebizonyitotta, hogy P, abszolut folytonos ugyanezen az X téren
értelmezett P, standard Wiener mértékre nézve.

dP
A WA Radon-Nikodym derivélt ismeretében az a,, @, — vagy ami ugyanaz A,w -—
w

paraméterek becslése torténhet a maximume-likelihood modszer segitségével.

Konkrét szdmitasokra is alkalmazhat6, pontos formuldk taldlhatok Arat6 [2] dolgozataban.
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Ezek alapjan

dP a? | a? - 2a, ! a a
it RPN (. I [ TYNE Nl s [ (¥ 2L C 201y — x20) —
(5) P, = | ofxl(t)dt 5 Ofxz(t)dt+ 5 ——5-(¥3(1) - x3(0)

a,a
— aya, (x3(1) = x2(0) - —5— (x, (1) — x,(0)) — gy (x, (1)x, (1) —xl(O)xz(O))]l

Innen az d,,a, becslésekre egyetlen realizécio alapjin a kovetkezd kozelit6 formuldk adédnak:

1
" 2 1
ay = '[xz(t)d’/fxf(t)dt

0
0
(6) of 4
a = /.’.fxg(t)dt
0

-1
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becslések aszimptotikus kovarianciaja T ha [0,T]-ben van a megfigye-

1
gyelés és T — oo (lasd Arato [2]).

— 4N(A2 + w?)
Esetiinkben B~'(0) =
0

A gyakorlatban az x(¢) realizaciot csak véges sok idépontban ismerjiik ezért a (6.) képletben
szerepl$ integralokat integrialkozelité osszegekkel helyettesitjuk.

Tegyiik fel, hogy a &(¢) folyamat értékeita ¢, = k6 (k=0,1,... ,N 1) id6pontok-
ban ismerjik. Minthogy a (2.) egyenletnek elegettevé folytonos ideji kétdimenziés £(7) vek-
torfolyamat staciondrius Gauss-Markov folyamat B(f) = Al |B(O) kovariancia matrix-szal (lasd
(4.)),a £(k8) diszkrét idejli folyamat is staciondrius Gauss-Markov folyamat B(ké) = e’”‘sB(O)
kovariancia matrixszal és megolddsa a

(7) £(n8) = eA%((n — 1)8) + €(nd)

differencia egyenletnek, ahol €(n8) fiiggetlen normalis eloszldsi valosziniiségi vektorvaltozo
sorozat O varhatoértékkel, B, kovariancia matrixszal.

Bea

(8) B(0) = e4®B(0)e"® + B,

egyenletbdl hatarozhaté meg.

Korabban diszkrét id6pontokban végzett megfigyelések esetében a £(f) folyamat A és
w paramétereit ugy becsiilték, hogy a folyamat £, (nd) komponensét masodrendii autoreg-
ressziés folyamatnak tekintették. (A £,(nd) altaliban nem figyelheté meg.)
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Tehat feltételezték, hogy £, (nd) kielégiti a
9 £,(nd) — b &, ((n— 1)8) — by, ((n — 2)8) = be(n)

masodrendli sztochasztikus differenciaegyenletet. ( e(n) fliggetlen, standard normalis eloszlasu
valosziniiségi viltozé sorozat.) A N\ és w paraméterek

(10)  z22-byz—b, =0
karakterisztikus egyenlet gyokeibdl nyerhetdk:

A = Relogz
w=Imlogz

£,((n—1)8) — ¢ ((n—2)8) 5
A (9.) egyenlet £,((n — 1)8) = 5 és by=1-a,d+a,6" ,

b, =a,6 — 2 helyettesitésekkel a
£(n8) = BE((n — 1)8) + 8€(nd)

elsérendii differenciaegyenletbe megy at, ahol

1 8
B=
—a, ) 1 —ad
G B
és €(n) kovariancia matrixii normalis eloszlasu fliggetlen valoszin(iségi vektorval-
0 1

toz6 folyamat.
Mint tudjuk a valésdgban a B matrix eAd alaku, itt pedig csak ennek elsé kozelitése,

0 O
alaku, tehat a El(mS) folyamat nem tekintheté ma-

I+ A8 szerepel, és B, sem

0 &2
sodrendl autoregresszios folyamatnak — emellett, ha z gyoke (10.) karakterisztikus egyenlet-
nek, logz csak kozelitGleg sajatértéke az A — matrixnak.

Figyelembe véve, hogy a Radon-Nikodym derivaltban szereplé d,,a, statisztikdk csak
kozelitleg szamithatdk ki, a teljesen korrekt eljaras az lenne, hogy a £(nd) folyamatot eleve
eAd egyutthatomatrixu elsérendli diszkrét autoregresszios folyamatként kezelnénk, és az altala
definidlt végesdimenzids valdszinliségi eloszliasra alkalmaznink a maximum-likelihood modszert.
Ez azonban a gyakorlatban legtobbszor nem kivitelezhet5, mert nem ismerjik a folyamat
£,(nd) komponensét.
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A tapasztalat azt mutatja, hogy az igy nyert (bonyolultabb képletekkel megadott) becslé-
sek nem is jobbak a fentieknél.

Az MTA CDC 3300 gépén szimuldciés modszer segitségével a 5\,(2: becslések eloszlasaira
tablazatok késziiltek. A szimuldciés modell megvéilasztisinal a kovetkezs elveket vettiik figye-
lembe. (Nyilvanval6, hogy akar a valodi, akar a szimuldlt folyamat realizacioit dolgozzuk fel, a
realizdcionak csak véges sok #; (i=1,...,N) id6pontban felvett értékeit vehetjik figyelembe.)

Az A, B(0), B, matrixok ismeretében a szimuldci6 menete a kovetkezs: véletlenszam-
generator segitségével a (7.) osszefiiggés alapjan staciondrius inditdssal rekurzive elGéllitjuk az
x(kd) realizaciot k= 1,2,...,N. A stacionarius inditast egy B(0) kovarianciamatrixa, O-var-
hat6 értékii normalis eloszlasi x(0) véletlen vektor generdldsaval biztositjuk.

A gyakorlatban el6fordulhat, hogy a §(7) vektorvaltozonak csak az els6 komponense fi-
gyelheté meg és ilyenkor a becslés sordn a folyamat masodik komponensét az

x, (i + 1)8) — x, (i8)
5

x‘z'(i8) =

differenciahdnyadossal helyettesitjiik. Sziikségiink lehet az ilymédon nyert becslések eloszldsai-
ra is. Ezért az x (k&) realizacidval parhuzamosan generdlunk egy x*(k§) sorozatot is, ahol

x‘l'(kG) =X, (kb)

x, ((k + 1)8) — x, (k8)
5

x3(k8) =

Az x (k&) ill. x*(k8) realizacidk alapjan (6.)- dsszefiiggésbdl szamitottuk az &O,él ,ag,dy
becsléseket, illetve a nekik mehfelel X,J),A*,G)* becsléseket, ahol

Minden rogzitett A,w paraméterparra kiszamitottuk a becslések

-

Ay G AT, 0F (i=1,...,100)

sorozatat és meghataroztuk empirikus eloszldsaikat. A 5\, A" eloszldsanak 1, 5, 10, 90, 95 és
99% kvantiliseire az 1. tdblazatot allitottuk 6ssze. A tdblizatban megadtuk az empirikus elosz-
lasok atlagait és szOrasait is. Az egy realizacidhoz tartozé beosztisok szama 50-t61 1000-ig val-
tozott (lasd a megjegyzéseket).

Meghataroztuk az

1 1
(1) w,=(@— w)[x2(dt+ [x()dn'?
0 0
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standardizélt becslések eloszlisainak varhato értékét, szorasat, ferdeségét, lapultsiagat is:

A w Mw, Dw,, Ferdeség Lapultsig
0.1 10 0.08 0.95 1.1 4.1

0.1 5 0.29 1.3 0.19 2.37
0.5 10 0.16 0.65 0.34 2.4

2 30 0.017 0.54 0.38 3.2

1 100 —0.097 1.17 0.016 2.899
40 100 0.06 0.6 3.4 2:11

A napfoltttevékenység kozel 2 évszazados (N = 174 év) adatai (1. Anderson [1]) alapjan kisza-
mitottuk a A,w paraméterek becsléseit. Itt az (1.) egyenletben szereplé w(z) Wiener folya-
mat lokélis szordsa nem 1, hanem valamilyen ismeretlen ¢ paraméter. A o becslése egyetlen
realizacio alapjan a kovetkezd Osszefiiggésbdl szamithatd Ki:

N

: ldE'(ti)lz — g2
i=1
Megfelel6 normalasok elvégzése utan a kovetkezd becslések adodtak:

A= —44.7 w= 97,59 T= ZZ’N Osszefliggés alapjan a r periodushossz-

ra pedig 11.3 év.
A A becsléshez szerkesztett konfidenciaintervallumok Araté M [3] tdblazata alapjan:

Aoy = 555 X5 =590 Kogg= 65.10

A =310 N =080 Agq =21.5

0.1 0

0.01

az w becsléshez szerkesztett konfidenciaintervallumok pedig, feltételezve w , normalitdsit

wgg = 115.89 Wy os = 121.0 wgq99 = 130.9
Wy = 79.29 Wgps = 42 Wy = 643
Megjegyzés.

1. Rogzitett A\,w paraméterpir esetén a & lépéskozt valasszuk meg ugy, hogy & < w™!
legyen.

2. A %)* 1 eset alig kiillonboztethetd meg az elsérendl sztochasztikus differencidlegyenlet-

nek elegettevé folyamat esetétdl.
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3. Ismeretes (1d. A. Novikov [5]), hogy a kétdimenzi6és (komplex) staciondrius Gauss-Markov
folyamat esetében a megfelel6en standardizdlt « becslés aszimptotikusan normélis elosz-
lasu. Az empirikus eloszlas ferdeségére és lapultsigira nyert j6 értékek azt a hipotézist lat-
szanak aldtimasztani, hogy a mi esetiinkben is w (11.) szerint standardizélt becslése aszimp-
totikusan normalis eloszlasu.

4. A \ becslés eloszlasdnak viselkedése szintén feltiinG hasonlésigot mutat a kétdimenzios
(komplex) stacionarius Gauss-Markov folyamat megfelel6 paramétere becslésének eloszla-
sdval, melyre Aratéo M. (1d. [3]) kozolt tablazatot.

Befejezésil a szerzé koszonetet mond Aratdé Matyasnak a probléma folvetéséért, Tusnady
Gabornak és Kramli Andrasnak értékes tandcsaiért és segitségéért.
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1. Tablazat

100 minta alapjn szdmitott empirikus atlagok, szérdsok a A, A*, &, &* becslések esetén
(» -os becslésekre a 2. sor adatai haszndlhatok adott w,\ esetén). 5\,5\' kvantilisei.

-A W -MA Mw DA Dw 1% 5% 10% 90% 95% 99 %
0.23 Dl 0.36 0.88 2.2 0.68 0.51 0.043 0.037 0.03
5 0.23 5.1 0.37 0.87 2.1 0.70 0.51 0.043 0.037 0.031
025 103 0.36 091 1.8 0.93 0.57 0.043 0.035 0.027
- 10 0.25 10.2 0.37 0.88 1.9 0.96 0.58 0.043 0.035 0.027
- 0.2 30.09 0.26 0.83 1.7 0.69 0.53 0.047 0.0381 0.026
30 0.21 29.8 0.27 0.84 1.7 0.72 0.55 0.048 0.0387 0.026
0.281 50.2 0.45 092 264 1.28 0.84 0.044 0.032 0.029
50 0.318 47.5 0.52 263 299 150 0.96 0.050 0.036 0.032
0.67 3.l 0.95 1.2 4.9 2.8 2.0 0.21 0.16 0.13
S 0.88 5.1 0.97 1.2 S:1 2.8 2.1 0.21 0.16 0.13
0.96 10.27 1.0 1.25 3.8 34 2.6 0.19 0.17 0.12
10 0.99 10.14 1.1 1.19 4.2 34 2.7 0.2 0.1.7 0.12
U 1.05 30.2 1.26 1.29 B.7 3.17 230 027 0.22 0.17
30 1.09 29.8 1,35 1.32 7.1 3.27 245 0.28 0.23 0.18
093 50.14 1.20 1.18 74 29 1.7 0.23 0.19 0.17
50 0.98 49.16 1.31 1.43 8.2 3.2 1.8 0.24 0.207 0.17
Lt 9.9 1.5 1.3 6.9 4.4 3.2 0.54 042 0.30
10 { W 9.8 1.5 1.3 73 4.6 34 0.56 042 0.31
1.65 30.3 1.57 1.53: 7.1 547 3.57 050 0.38 0.24
1 30 1.69 30.03 1.63 148 7.3 .92 3.7 051 039 0.25
1.48 50.00 1.19 1.76 6.6 325 264 056 042 0.307
50 1.56 48.9 1.31 1.90 7.09 3.55 2.74 0.59 0.43 0.318
1.7 100.1 1.6 35 112 4.4 3.1 0.54 044 0.3
100 2.5 82.4 2.6 18.2 16.1 6.6 4.7 0.79 0.61 0.43
2.9 10.0 1.9 1.9 9.2 6.7 5.8 12 0.94 0.76
10 2.9 10.0 1.9 1.9 9.4 6.5 9.7 1.2 0.94 0.77
2.62 30.04 1.58 1.93 83 535 448 1.14 1.07 0.92
2 30 2.66  29.84 1.65 1.93 8.8 5.50 465 1.15 1.07 0.93
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2.67 49.8 173 2.09 8.5 5.8 5.01 1.05 0.85 0.71

50 2.75 49.1 1.83 2.18 8.9 598 5.2 1.06 0.86 0.73
6.07 29.6 2.79 266 19.2 1048 93 339 28 2.3
30 6.1 294 2.9 2.7 20. 10.8 9.5 3.4 2.9 2.4
5: 5.88 50.29 2.84 261 1445 12.16 9.85 3.29 251 2.1
50 6.0 49.78 2.98 2.56 1499 12.67 1C.2 3.30 2.54 2.1
5.8 100.2 2.7 58 14.1 122 9.4 3.0 2.6 1.9
100 9.0 80.1 5.8 203 25.2 18.1 143 4.4 3.8 2.9
10.85 100.6 3.1 42 19. 16. 15. 7.0 6.6 4.8
10. 100 11.9 96. 3.9 54 21. 18. J . Bl 7.2 53
159 993 4.4 48 28.1 25.1 21.8 109 10.0 9.3
15. 100 16.7 96.8 5.0 57 309 259 23.1 113 104 9.6
20.7 100.2 4.3 4.5 30. 283 264 147 138 129
20. 100 21.2 98.7 4.6 46 31. 30.5 292 274 14.1 13.3
41.22 100.6 6.31 7.87 59.35 52.63 48.53 33.65 32.07 30.52
40. 100 42.82 97.68 7.18 83 62.25 55.55 51.08 34.81 3294 31.08
-50.91 100.7 6.56 9.05 70.33 60.36 58.97 42.70 3931 38.66
50. 100 —53.29 96.55 7.82 9.97 7442 64.53 6249 44.44 40.69 39.63
Beérkezett: 1973. dprilis 5.
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Summary

ON ESTIMATES OF PARAMETERS OF THE SECOND ORDER AUTOREGRESSIVE
PROCESS WITH CONTINUOUS TIME

In the present paper tables are given for empirical distributions of estimates of the damping
parameter 3\ and of the period (:J of the process in question by the Monte Carlo method.

Estimates are based on the maximum likelihood principle referring to the process with
continuous time, and statistics in them are computed by approximative formulas from discrete
observations.

Inferences:
1/ The behavior of the distribution of estimate A is similar to the behavior of the distribution
of the estimate of the corresponding parameter of two-dimensional stationary Gaussian-Markovian
process.

2/ Standardization (by Arat6-Novikov) of the estimate ¢ is distributed approximately nor-
mally.

P e awmme

06 OUEHHE MAPAMETPOB MPOUECCA ABTOPEMPECCHOHHOIO
TUNA BTOPOro NOPAAHA C HENPEPHBHLM BPEMEHEM

B HacToAwen paboTe pgawTcA Tabauyw ANA SMMNUPHYECKHX pac-
npefefeHWi OUEHOK napameTpa 3aTtyxaHua (A) v nepuoga (B) me-
Togom MoHTe-Hapno.

OueHKH onNpefenfAwTCA Mo npngnﬂy Haubonbwero npasjono-
no6ue Ana Npoyecca C HENpPEepbiBHLM BPEeMEHEeM, 8 CTaTUMCTHHH,
BXOAAUMKE B HWX, BBHYWUCAAKTCA MNPUONHHMEHHBIMW GOpMynamu no

OHUCHKPETHBM HabNWOEHWAM.

BuiBOoab :
A
1. NoeeaneHne pacnpegeneHUA OUEBHKH A CXOAHO C NOBEABHHEM
pacnpefefeHUA OUEBHKWM COOTBETCTBEBHHOrO napameTpa [ABYy-~

MEPDHOro CcTayuyMOHapHOro rayccoBCKOro MapHOBCHOro npouyecca.



2. CrtaHpapTtuszauymsa /no ApaTo-HOBMKOBY/ OLEHKU pacnpefesieHa

NPMGNN3NTENbHO MO HOPMaNbHOMY 3aKOHY.
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