MTA Szémitdstechnikai és Automatizdldsi Kutaté Intézete, Kdzlemények 10.

GAUSS FOLYAMATOK EGY STATISZTIKAI PROBLEMAJAROL

Pham Ngoc Phuc

1. BEVEZETES

Vizsgaljuk az
(1) x()=§j)+06 I= 12500040
folyamatot, ahol a §(1), ..., §(n) valoszinlségi valtozok (altaliban nem filiggetlenek) eleget

tesznek az EE(j)= 0, E*(j)< = feltételeknek.
Legyen a © paraméter (QeR!) legjobb linearis torzitatlan becslése az

n n
I = 2 %) ( lc," = l) statisztika.
<1

Felmertl a kérdés, hogy az i becslés megengedhetGsége a  © torzitatlan becslései oszta-
lyaban jellemz6-e Gauss-folyamatokra?
A .M. Kagan, Ju.V. Linnik, C.R. Rao a [2] konyvben vizsgiljdk ezt a problémait abban az e-

setben, amikor £(j) elsérendii autoregresszios folyamat.

Az eredmény a kovetkezd (lasd [2], 341.0.):

Tétel. Legyenek az x(1),...,x(n), n= 3 meygfigyvelések (1) alakuak, és £(j) a
kovetkezd elsOrendit autoregresszios folyamat:

(2) gCl)= e(l) '
£G)= NG — D+ €()) I=20005M,

ahol az €(1),..., e(n) valdsziniségi vdltozok fuggetlenek, Fj(x) eloszlassal (az F j(x) elosz-

ldsok nem sziikségképpen azonosak), Ee€(j)= 0, Eel(j)= o,z, 0< 012< oo,
n

Ha N+ 1, akkoraz I = Zc;’x(j ) becslés megengedhetiosége a © torzitatlan becsléseiosz td-
j=1

lydban jellemzo tulajdonsdga az €(l), . .., e(n) Gauss-féle valdsziniiségi vdltozdknak, egyben az

x(j) Gauss-folyamatnak.

A kovetkezOkben a §(j) p-edrendl autoregresszios folyamat esetén vizsgdljuk a problémat.
Megmutatjuk, hogy bizonyos egyszer(i feltételek mellett az elsérend(i autoregresszidés séméra vo-
natkozé eredmény éltaldnosithato.

A probléma felvetése Araté6 Matydstol ered. Munkdm sorédn segitséget kaptam a Szamitas-
technikai és Automatizalasi Kutat6 Intézet Valészin(iségszamitasi és statisztikai osztdlya munka-
tarsait6l. Ezaton fejezem ki koszénetemet nekik.



o
2. Legyen (¢) staciondrius folyamat, és elégitse ki a

3) $(t)+al£(t—1)+...+ap£(t—p)=e(t)

sztochasztikus differencidlegyenletet, ahol e(#) (Ee(t)=0, E ez(t) = og) azonos eloszlasu
fliggetlen sorozat, melyre e(f) fliggetlen £(r — 1), (¢t — 2), ..., -t6l is.

Feltessziik, hogy x(#) Gauss-folyamat. n=> 2p + | esetén x(1),..., x(n) egyiittes sii-
riiségfiiggvényét a kovetkezGképpen hatarozhatjuk meg.

Figyelembe véve, hogy a (1), ..., &(p) valtozok fiiggetlenek az e(p + 1), ... 5 €(m)
valtozéktol, kapjuk, hogy
NN W W (2m)~"R |Rp|—1’2og‘"—l’) .

4) Pey, ..., £p), @), .. ., €n)

g 1 ST . X
exp| — 2(_QpRp Qp+ ng_;,lz,)

ahol Rp jelolia &(1), ..., &) valtozék kovarianciamatrixat, R;l ennek inverze,
u
|

Felhasznilva a

£(1)=§1)
3) &(p)= &(p)
tEp+1)+a&(p)+ ...+ap£(l)= e(p+ 1)

t+ g dn— D+, t apf(n—p)= e(n)

leképezést, melynek determindnsa 1, (4)-bsl belathatod, hogy

= —nl2p -2, ~-p) ayn) 1 -1
(6) Pry,.....sm#1s - -5 ) = QWTTAR, M0 P expy 2[L_/,,R,, Uy +
+1— S"’(u+au. + +au )2I
oezi=;—*ll i gt i RIS p i-p ]
Innen x(1),..., x(n) egylittes siirliségfliggvénye a kdvetkezs:
-0) = -nl2;p -112 ~(n- & =
@) Pacty, ... xo 1 - o5 %,30)= Q@) R |17 " Pexp — 2{0_(,, -8R (X, —8)+
+1— 5n’(x—®)+a(x -0)+ +a (x - 0)|?
o2 ptil 1 1\i-1 AL ™ T

€



=T s
ahol

X, -0
*
XP—Q—(XI—9|~--»xp_e)’ (XP_Q) .
X, -0
Ismeretes (lasd [1]), hogy (a5 = 1)
a? a,a a,a a.a
0 0% 09 - - -@ga, _
W i &
aya, ag + aj aya, +a,a, ...a,a, ,+a,a,
e e T
(8) Rp = | %4, aya, +a,a, az+ai+aj...
0
€
a.a a,a +a,a a’+a%+ + a?
0% -1 0% -2 1% 1 0 1 p -1
Innen

()_’p - (:))R;‘(z_\_’p -0y = a(zj(xl - 9)2 + aoal(x1 = @Nxy = )+ s ¥ aya,  *

A,
o
© (x; — ©)x, — ©) + aya, (x, — O)x; — ©) + (@} + a})x, — ©)* +
+ ...+ (aOap_2 + alap_l)(x2 —9)(xp —O)+...+

+ilag ¥y ¥ oot ag Mo, = B

20 2 3 . 3
= ——02— x, (a5 + aja, + ...+a0ap_1)+x2(a0al +ag+ay+
€

+ s uaF G0 _2+a1ap_l)+...+xp(a0ap_l +aoap_2+

0"p
+a,ap_l+...+a(2)+af+...+a;_l) L PR A L
+ £,(0)
ahol f(x;,...,x,) é g, (0©) értelmezése leolvashato.
Ily médon,
9 X, ~ORIK. ~8)f = - =2 + + g (
%) X, -9R,; (X, -©) = Tlayx ) Fayx, .t ax )+ fi(x, .., x,) + 8,(0)

Oc
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ahol
a, =a; + aya, + L

(10) a2=a0al+(a(2)+af)+...+(aoap_2+alap_l)
.................................... 22 2
@, = agd, + (aoap_2 +alap D+ +(ag + ay +. +ap_l)

Masrészt

(11) 2 |x,—0)+a,(x;_; —O)+...+a,(x;_
i=p+l

2
-(l+al+...+ap)]

n n
- Z(x'.+alx,._l+...+apx._ )2-—2(-3(l+al+...+a) Z(xi+ax. +

i=p+1 i-p P’ isp1 17i-1
2 2
+...+apx,._p)+€-) (n—p)(l+al+...+ap)
O
= —20(1 + a, + ...+ap)‘_:;§,ﬂ(x'.+alx,._l + ...+ apxi_p)+f2(xl,... » X, ) + 8,(0)

(9) és (11) behelyettesitésével x(1),..., x(n) (7) alatti egytittes slirliségfliggvényét a ko-
vetkezd alakban irhatjuk:

- e | -
(12) px(l)‘_“’x(n)(xl, (A sxnye)_’ F(x1’ R ,x”)G(@)eXp? lalxl + osie. .+ ap,.p +
€
n
N’
+ (1 + P T ap)i=?+1(xi+ &% g F -, F apx,._p)}

Tekintsik az

n

O
= T A L P ;
(13) I=@x; +...+ a,x, + (1 +dy * .. ap)iz;l(x, a,x;_, + apx,_p)

P n—p
= T > 2
ax, + a,X, +(1+a + + ap) = (ap + + ap_l+l)x/+ i=p—"Jl (1+

= R, £ Fiw s X
+a, a,)x; i="§+l(l +a, + an_l)xI]

linearis statisztikat.
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Lithat6, hogy
I=27X; + 0%, +...+ A,
alaku, ahol
)\j=a,.+(l+al+...+ap)(ap_iﬂ+...+ap) ha j=1,...,p
(14) >\,=(1+al+...+a‘,,)2 ha p+1<j<n—p
)\i=(l+al+...+ap)(1+al+...+an_i) ha n—p+1<j<n.

(12)-bél nyilvanvalé, hogy az [ statisztika elégséges az x(1), ..., x(n) egylittes slirliség-
fuggvényeinek Osszességére nézve. Tovabba konnyli megmutatni, hogy az [ linedris statisztika
egyben teljes is.

n
Vizsgaljuk most az | = }{ C/pxi statisztikét.
i:

Mivel | a legjobb lineéris torzitatlan becslése ©-nak, és a vizsgdland6 esetben létezik az [ e-
légséges statisztika, akkor ] sziikségképpen csak [-tGl fligg, masszoval I figgvénye I-nek.

Valojaban, ellenkezd esetben I nem volna fiiggvénye [-nek. Vizsgaljuk a g(/) = Ed D
figgvényt. Minthogy x,,..., x, Gauss-eloszlastiak, ennélfogva I és [ szintén Gauss-elosz-

lasu. Igy
g)=Ed|l)=al+p

alaku, azaz g(l/) linearis fliggvénye [-nek, ebbdl kovetkezik, hogy E(I | 1) linearis fiiggvénye

X y Xy -nek.

12"

A Blackwell-Kolmogorov-Rao-tétel szerint E(i {/) torzitatlan becslése ©-nak (igy E(i [7)
lineéris torzitatlan becslése ©-nak), és

(15)  Eg(i— ) > Eg[E( ) - e)? minden OeR!-ra.

A feltevés szerint [ legjobb lineéris torzitatlan becslése ©-nak, ezért a (15) relaciéban sziikség-
képpen teljesiil az egyenlség:

(16)  E (I —©2=Eg[EdiD-©]°  minden @eR'-ra.
Ha visszaemléksziink a Blackwell-Kolmogorov-Rao-tétel bizonyitdsara (lasd pl. [3]), (16) akkor
és csak akkor teljesil, ha

I=Ed\0)=gl) m.m. P, OeR!,



— B =
ami ellentmond a feltevésiinknek, hogy I nem fugg [-t6l. Ezzel igazoltuk allitdsunkat.

Az | statisztika teljessége miatt | ©-nak egyetlen olyan torzitatlan becslése, amely fiigg-
vénye [-nek, igy / legjobb torzitatlan becslés ©-ra.

A fenti eredményeket Osszefoglalva a kovetkez6 4llitast kapjuk:

1. Tétel. Ha x(j) Gauss-folyamat és x(j) = £(j)+ © alaku, ahol §(j) staciondrius folya-
mat és kielégiti a (3) sztochasztikus differencidlegyenletet, akkor az

n

0

I—%clxj (n=z2p+1)
legjobb linedris torzitatlan becslés megengedheté — sot optimdlis — a © torzitatlan becsléseinek
osztalyaban.,

5
3. Tegylik most fel, hogy a © paraméter legjobb lineéris torzitatlan becslése i= _\1 cloxi
I=

megengedhet6 a © torzitatlan becslései osztalyaban.
Legyen y = (x, — X;,..., X, — X|)

Bevezetjik a
(17) 8=1-Eyily)
Pitman-féle becslést.

A §(f) els6rendli autoregresszios folyamat esetén teljesiilnek az alabbi 1. és 2. lemmdék
(lasd [2]), amelyek érvényben maradnak a §(f) p-edrendii autoregresszios folyamatra is.

1. Lemma. A © paraméter (17) becslése torzitatlan és
E,(6-©) < Eg (i -0),
az egyenloség minden ©e€R'-ra akkor és csak akkor dll fenn, ha
Ey(1y)=0.
Az 1. lemméabol kovetkezik, hogy az [ becslés akkor és csak akkor megengedhets a © torzi-
tatlan becslései osztilyaban ha
Eyiiy)=o.
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Legyenek

JAG)
A = Eexpite/, g(t)=m

n
- LN _ . S
Oty . )= Eexpti_zl tifl—Eoexpzi:{ 1x;

Wtys..ort,)=1log®(s,,...,1,)

ahol ¢,,...,t, valosszdmok, a g(r) figgvény a 7= 0 pont valamilyen kornyezetében,

p(ty,...,t,) pediga (0,...,0) pontegy kdrnyezetében van értelmezve.

2. Lemma. Tegyik fel, hogy E, {a y)=0 akkora (0, ...,0) pont valamilyen kornyeze-
tében

A P (Tisiaan s Ta) n
(18) > 0 : " -0, ha 2 1,=0.
=17 aTI- j=1 7/

Legyen §(k) a kovetkez6 p-edrendil autoregresszios folyamat:
£1) = e(1)
£(2) + a, H(1)= €(2)
(19) &P +afp-D+...+a,_E1)=elp)
§K)+a B(K—1)+ ...+apE(K—p)= e(K), ha K=2p+1

ahol €(1), €(2),...(Ee(k)=0, Ee 2 (k) = 052) fiig ;etien, azonos eloszlasu sorozat.
Irjuk fel a (19) egyenleteket k=n, n—1,...,2, 1 estén, azutdn szorozzuk meg azokat
rendre a by (b, =1), b,,...,b, ,, b, , szdmokkal, majd adjuk dssze 6ket. A kapott Osz-

szefuggésben &(n—1),..., §(2), (i) akkor és csak akkor nem szerepel, ha
ayb, + alb0 =0
a0b2 + albl + ¢12b0 =0
(20) agb, +ab, +...+a,b,=

ayb, _+ab, ,+...+ a,



o,
ahol ay=b,=1, és ak=0v ha k=2p+ 1.
(20) teljestilése esetén kapjuk, hogy

n:l
(21) En)=e)+ b en—D+...+b _ e(l)= 20 b, €(n — k).

n-1 K
Ily médon a £(n) sorozat eléillithaté a (21) alakban, ahol a bk egyutthaték (20)-bdl hata-

rozhatok meg.

3. Lemma. A (19) &(t) p-edrendi autoregresszios folyamat esetén

(22) By, ..., t)=flt, +bity+...+b _ t)...f(t,  +bt) f(t,).

n-1n

Bizonyitds. Valoban (21) szerint &(k)=b,  e(1)+ b, ,e(2)+ ...+ e(k),
k=120 cvralls

ekkor,

+

n
®(ty, ..., 1,)= Eexpil% (210)
= Eexpiftye, + t,(by6, + €)% .. .+ b, 1€ + ...+ bje,
+¢€,)|
= Eexpi(t, + byty+ ...+ b, (t)e + ...+ (t,_ +bt)e,  +
+1te]
Bttt ety | o W )6 A

—flt, + bty ¥+ b ). f(,_ + b)) f(2,).

n—1"n

A 3. lemma alapjan

Gl n o a b d = OEDLE, e, B )= Nog ity + 055 % o5 B, g8 IF s

n-1"n

+log f(z, , +b,t,) +logf(s,)

Innen kdénnyen beldthatd, hogy a p-edrendii autoregressziés folyamat esetén a (18) Osszefiig-
gés felirhatd a kovetkezs alakban:
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f@,) f'@e, _, +bt) iy +bity+...+8, 1))
0 n n-1 1°n 1 i 2 n-1"n
c"{f(t,,) T by T N Tl Bl W R Byl )
'ty + byt Pt o ® Bt s Hht)

+ o0 +
cn—l{ ft, _, +b,¢t) LI, 5 By L BUE)

fi@, +bt,+...45,_,t)

n—-1"n n—-1"n

P+ byts+...+b, 1) "
Yo G bt . b, L f }+"'+Cl +b b =8
f@y + o1ty + ...+ b, 41,) Pty + Bty & ooi¥ By )
vagy,
(23) eag(E )+ (byel $el g, FBbIH . by g2 b 6 F. . He)e
v Bty + bty + . .+ by 8,)=0,
’l1
ha ._/l]'—:o
I
Legyenek
T =0
0 0
Vo1 =Dy + 6y
(24) Yo g =bocl + 560 e ,

n n
zn—l = bltn + tn 1
(25) 2. 5= bz’n + bltn—l L P
Zp=by b+, ob 4%t

uj valtozokat, akkor (23) a

n
> ==
@) Zvge)=0

alakra hozhato.
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Legyen B;=—b;, i= 12 ,n—1, (25)-b6l kovetkezik, hogy
t, =¥z,
tn—l - Vlzn T YoZn -1
(27)  swsw Tiswges ammaes g
tn_k=vkzn+vk 1Zn l+ o Voln_k
by = lzn+V" 2%n l+ -l~uozl
ahol
vy =1
v =6
vy =B + By

vy = B} + 26,8, + B,
v, = BY + 3616, + 26,65 + B3 + B,

és altalaban

(28) Vk+1=ﬁ1Vk+Bz”k—1+"'+ﬁk+1”0'
"'V
Ily moédon, a I_;lr].= 0 feltételt atirhatiuk z,,z,,...,z, segitségével az
(b Fteostiy, o+t +. .40 502,  F...v0+p)z,+

+z,=0

alakba.
A fentieket a kovetkezSképpen foglalhatjuk Ossze:

c?

Haaz [ = ’

X; legjobb linedris torzitatlan becslés megengedhet6 a © paraméter torzitat-
j

n
<
=
lan becslései osztalyaban, akkor

n
\' —
(29 Zy8G)=0

ahol (1+V1+"‘+Vn—l)zn+"'+(]+V1)22+Zl=0'
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n
4. Lemma. Tegyuk fel, hogy 1= >c?

C
1%

7% legiobb linedris torzitatlan becslése ©-nak, akkor

a cl(.) egyutthatdk a kovetkezok :

0 .
o =cla,_p+U+a +...+a)a, ;. + ...+ap)] ha 1<j<p
(30) C;l=c(1+al+...+ap)2 ha p+1<j<n-—p
Ad=cl+a, +...+a)l+a, +...+a, ) ha n—-p+1<j<n,
j 1 P 1 n—j
n
ahol a c¢ dllando a _,-_,CIO = 1 relacio segitségével, a(j= 1,2,...,p) pedig (10)-bdl hataroz-
j=1
hato meg.
Bizonyitds. Mivel a clo, j=1,...,n konstansok az x(j) folyamatnak csupan els6 és

masodrendii momentumaitol fiiggenek, a ¢

i értékének kiszamitdsakor jogunk van x(j) folya-

matot Gauss-folyamatnak tekinteni.

Abban az esetben, amikor x(j) = £(j) + ©, ahol £(j) (19) alaka p-edrendi autoregresszi-
os folyamat, konnyli megmutatni, hogy az

% s N E * *
l —)\lxl+)\2x2+...+)\nx’l

linearis statisztika, ahol

* .
)\/—ap_l.+l+(l+a]+...+ap)(ap-’.+l+...+ap) ha 1<j<p
7»‘,*=(l+al+...+ap)2 ha p+l<j<n-p
9 o .
)\J.—(l+al+...+ap)(1+al+...+an_i) ha n—p+1<j<n
elégséges, €s egyben teljesisa p o ... x(")(/_\’ ,0) siriségfliggvényének Osszeségére nézve.
- n
Misrészt feltevésiink szerint az [ = Zi’c;)x/ statisztika legjobb linedris torzitatlan becslés

.

®-ra, tehat i szliikségképpen fliggvénye /l-nek, amibdl adodik, hogy CIQ és ); o J =1y g
aranyosak egymassal, tehat fennéllnak a (30) Osszefliggések.

Térjuink vissza most a (29) relaciora, mely szerint

n
I%-,/g(zi):O, ha (A+p+.tw )z ...+ +0)z,+2 =0

ahol (24) és 4. lemma alapjén v,,...,7v, Kkifejezhetd a 4, segitségével.

10"
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Tegyiik fel, hogy

¥
Gl —1+p)>0,
72

Legyen Zy=...=2, = 0, z, =t szabad viltozo, és z, = - (1+ v, )22.
. f'(0) i
Mivel g(z,)=...=g(z,)=g(0) =70) = 0, (29)-b6l adodik 7,8(0) = — 71g(21 )

t szerint differencidlva

71(1 * Vl)

(32) g)= T,

g'(z;) -hez

jutunk.

Vegyiik figyelembe, hogy g'(0) = — 02 <0, g'(t) folytonos t= 0 koérnyezetében és
feltevésunk szerint

e (1 i)
—1—7—‘ >0, igy (32) miatt
2

g'(t)=const.= —S2< 0
ha |7 eléggé kicsiny, amibdl kovetkezik, hogy f(f)=e 2 a t= 0 pont valamilyen kor-
nyezetében. A karakterisztikus fliggvények tulajdonsigaira vonatkozo tétel alapjan (lasd pl. [4])

megillapithatjuk, hogy e(j) Gauss-eloszlasu.
Ily modon igazoltuk a kovetkezd allitast:
2. Tétel. Tegyiik fel, hogy x(j)= E(j)+ ©, ahol £(j) (19) alaku p-edrendit autoregresszi-
Os folyamat és teljesil a
B/
L (1+p)>0
Rp)
n
feltétel. Haaz [ = e clp x; legjobb linearis becslés megengedheto a © torzitatlan becsléseinek
j=1

osztalyaban, akkor az  x(j) folyamat Gauss-folyamat.
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Summary
ON A STATISTICAL PROBLEM OF GAUSSIAN PROCESSES

In the paper the X(j)= &(j) + © process is investigated where £(j) is a p-order autoregressive

process. "
It is shown that when X(j) is gaussian, the best linear estimate /= _: c?x,.
j:

&

= clo = 1] .
n= 2p+ 1, is an admissible estimate of the location parameter © in the class of all unbiased
estimates of ©.

The inversion of the statement is also proved.

For case p =1 the result is in the book of Kagan, Linnik, Rao [2].

Peswme

06 04HOW CTATUCTHUHECHOW NPOBANEME AYCCOBCHWX MNPOUECCOB

B nanHOW paboTe paccmaTpusaeTca npouecc X(j)=&(j)+ O »
rae §(j)) - asToperpeccHOHHLIM NPOYECC NOPRAKA P.
NMokasaHo, 4TO echw npouecc X(j) rayccoBCHKWW, TO Hau-=
A \ 0 \".
<1

NyHwan NWHEeHHAR OueHHKa [= _ ¢'X; . =1, n>2p+1 asnm-

m /
J=l J
eTCA AONYCTHMMOW OUEHHOMW napameTpa 6 B HNacce HECMEWEHHHX

OUEBHOK.
B paf6oTe paccMOTPEHO TakwWe o6paTHOoe yTeepwaeHue. [nna

cnydan p=1 3TOT pe3ynbTaT paccMoTped B kHure Harawa, Jlun-

HuKka, Rao |2].
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