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GAUSS FOLYAMATOK EGY STATISZTIKAI PROBLÉMÁJÁRÓL

Pham Ngoc Phuc

1. BEVEZETÉS 

Vizsgáljuk az

( 1) * (/)= £ (/)  + © / = 1, 2, . . . , n

folyamatot, ahol a £(1) , . . . , £(я) valószínűségi változók (általában nem függetlenek) eleget 
tesznek az ££(/) = 0, E£2{j)< °°  feltételeknek.

Legyen a 0  paraméter (0e/?1) legjobb lineáris torzítatlan becslése az

/ =  2 Y?x(/)
/■ 1 ' UH statisztika.

Felmerül a kérdés, hogy az / becslés megengedhetősége a 0  torzítatlan becslései osztá
lyában jellemző-e Gauss-folyamatokra?

A M. Kagan, Ju.V. Linnik, C.R. Rao a [2] könyvben vizsgálják ezt a problémát abban az e- 
setben, amikor £(/) elsőrendű autoregressziós folyamat.

Az eredmény a következő (lásd [2], 341 .o.):

Tétel. Legyenek az x ( l )  , . . . , x{n) , n>  3 megfigyelések (1) alakúak, és £(/') a 
következő elsőrendű autoregressziós folyamat'.

(2) £ ( l ) = e ( l )

$(/') = H U -  1) + eU) 7= 2, . . . , n ,

ahol az e( 1 ) , . . . ,  e(n) valószínűségi változók függetlenek, F  Ах) eloszlással {az F.(x) elosz
lások nem szükségképpen azonosak), E e(j)=  0, £  e 2 ( /  ) = a j , 0 < o j< °° .

П
На \Ф  1 , akkor az / =  2  c^x{j ) becslés megengedhetősége a 0  torzítatlan becslései ősz tá-

7=1 >

lyában jellemző tulajdonsága az e ( l ) , . . . , e(n) Gauss-féle valószínűségi változóknak, egyben az 
x (j ) Gauss-folyamatnak.

A következőkben a £(/') p-edrendű autoregressziós folyamat esetén vizsgáljuk a problémát. 
Megmutatjuk, hogy bizonyos egyszerű feltételek mellett az elsőrendű autoregressziós sémára vo
natkozó eredmény általánosítható.

A probléma felvetése Arató Mátyástól ered. Munkám során segítséget kaptam a Számítás- 
technikai és Automatizálási Kutató Intézet Valószínűségszámítási és statisztikai osztálya munka
társaitól. Ezúton fejezem ki köszönetemet nekik.
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2. Legyen £(/) stacionárius folyamat, és elégítse ki a

(3) ÉW + űjÉí í -  1 ) + . . .  + ap t ( t - p ) =  e(/)

sztochasztikus differenciálegyenletet, ahol e(í) (£е(0 = 0, £ e 2( / ) = o | )  azonos eloszlású
független sorozat, melyre e(t) független £(/ — 1), — 2), . . .  , -tői is.

Feltesszük, hogy jc(/) Gauss-folyamat. n > 2p + 1 esetén x(l) ,  . . . , x(n) együttes sű
rűségfüggvényét a következőképpen határozhatjuk meg.

Figyelembe véve, hogy a £(1), . . .  , £(p) változók függetlenek az e(p + 1) , . .  . ,  ein) 
változóktól, kapjuk, hogy

(4) Pt(l),...,t(p).e(p+1)...... e(n) (“ 1 , • • • , V V i * . . .  , z n )= (2ifr nü\Rpr m a - ^ - P ) •

• exp

ahol R jelöli a £ (0 , • • ■ , £(p) változók kovarianciamátrixát, R  1 ennek inverze,

= ..........и ) ,  U* =

и
Pl

Felhasználva а

£(!)= K D

(5) Kp) = Kp)
Kp + 1 ) + Kp)  + • • • + ap К 1 ) = <Kp + 1 )

K«) + űj K« -  1 ) + . . .  + K« -  p ) = е(л) 

leképezést, melynek determinánsa 1, (4)-ből belátható, hogy

( 6 ) P„  1,....... «,»<“ 1 - ( 2 » Г " ,21Яр Г 1,Ч - ," - '’>ех р ] -  ^ p K p- ‘ í / ;  +

Innen x ( l ) , . . . , x (n ) együttes sűrűségfüggvénye a következő:

<7> ...... ,<„)<*!.........X„;ei= (2xr"nIRpr 14 ' " _'”« P - Í { l í , - e « ; 1« ,  -  ©)•

P + 1
<*,• -  0 ) + j -  0 ) + . . . + a (x. -  0>
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ahol
Xj — ©

1Hи®i1 'w'Ф1

X -  0
, p

Ismeretes (lásd [1]), hogy (a0 = 1)

( *
ű0al a0a2 ■ • a0ap -  1

aoai a2 + a2 aoa l + al a2 . . ű0űp-2 + ű l űp

(8) Л " 1 = —  
P n2 a0a2 Ű0Ű1 + űl ű2 a2 + a? + ű2 • •

°e

\ w p - i a0ap -2 + űl űp -1 • • • ao + a2 + . •• + ap- l

\

Innen

(Xn - & ) R ~ l (Xn - Q ) *  =p - p űo(xi -  0 ) + aoai _ ®Kjc2 -  0 ) + • • • + a0űp -í *

• (Xj -  0)(xp -  0 )  + а0ах(х2 -  0)(Xj -  0 )  + (a2 + a2)(x2 -  0 ) 2 +

+ • • • + («о% -2 + a i aP -1 )<*2 -  0 >(*P -  0 ) + • • • +

+ (a20 + a\ + . . .  + ű2 _,)(xp - 0 ) 2

20 V ao + aQa1 + . . . + a0ap_ j )  + x 2(ű0ű1 + a2 + űj +

+ • • • + a oap - 2 + űi űp _ j ) +  . , ,  + ХрЦ

+ űl űp - l  + • . . + a2 + a2 + . . ■ + al -  1

p -  1 V p - 2

+ /"j (Xj, . . . , Xn ) +

+ g x m

ahol / j ( X j , . .  . , x n) és g , ( 0 ) értelmezése leolvasható. 
Ily módon,

1 * °0(9) (X -  Q)R \ X  -  0)  = - ^y í o j Xj  + e 2x 2 + . . . + в X ) + / j í x j ,  . . . , хя ) + í j (0)
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ahol

( 10)

а 1 -  ао + аоа \ + ■ • • + аоар -1

а 2 =  а о а 1 +  {al + а\) + . . . +  ( ű 0 űP - 2  +  Ű1ŰP - 1 >

ap = a Oűp - l  + (a0ap-2 + űl űp - l ) + • - • + (ű0 + a l + • •• + űp - l )

Másrészt

( 11) 2i=p+i
Ц . - e ) + a 1 ( x l._ l -  0 )  + . . . +  ű„(x,._p -  0)  2 -  2  | u ,  + +  . . . + ap x , _ p ) -  0

i=p* 1

2•(1 + a{ + . . .  + a )

= 2  (x- + а.х,- , + . . . + a x  ÿ  -  20(1 + ű. + . . . + a ) 2  (x- + ű, x . , + j=p+i 1 1 , 1  P 1 P 1 p ,-,p+1 » 1 1-1

+ . . . + a x,_ ) + 0 2(« -  p)(l + űj + . . . + a Ÿ

= -  20(1 + űj + . . . + ap ) _ 2 j ( x t + alx i_l + . . . + űpx ._ p ) + / 2(Xj, . • • , *„ )  + £2<0 )

(9) és (11) behelyettesítésével x( l ) ,  . . . , x(n) (7) alatti együttes sűrűségfüggvényét a kö
vetkező alakban írhatjuk:

(12) PX(\),... ,x(n)^\ » • • • » x n ; 0)  F (X j, , xn )G(0 ) exp ^  jQ^Xj + . . .  + ap-':p +

+ (1 + űj + . . . + ap )h2 ( X i  + ajX,..! + . . . + apx t_ p )J

Tekintsük az

П
(13) /=  ttjXj + . . . + cXpXp + (1 + űj + . . . + ар ){ 2+(х, + fljX ^j + . . . + apx ._ p )

-  OjXj + . . . + CLpXp + (1 + ŰJ + . . . + űp )| 2 ’(űp + • • • +
/“  p

űP-/+1 /
n - p

)x, + 2 ( 1  +
/=p+l

+ „,  + + л Д 410  + о, +

lineáris statisztikát.
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Látható, hogy

/ = XjXj + X2x 2 + . . .  + Xnxn

alakú, ahol

\ j  = Ölj + (1 + űj + ••• + ap Kűp - /+i + ••• + ŰP) ha /  = 1, • • • , P

(14) X;. = ( 1 + űj + . . , + űp)2 ha p + 1 < /< /1  — p

Ху = (1 + űj + . . . + a )(1 + űj + . . . + an /.) ha n — p + 1 < j <, n

( 12)-ből nyilvánvaló, hogy az / statisztika elégséges az x(l ) ,  . . . , x(n) együttes sűrűség
függvényeinek összességére nézve. Továbbá könnyű megmutatni, hogy az / lineáris statisztika 
egyben teljes is.

П
Vizsgáljuk most az / = 2c?x,. statisztikát.

/• 1 ' '

Mivel / a legjobb lineáris torzítatlan becslése 0 -nak, és a vizsgálandó esetben létezik az / e- 
légséges statisztika, akkor / szükségképpen csak /-tői függ, másszóval / függvénye /-nek.

Valójában, ellenkező esetben / nem volna függvénye /-nek. Vizsgáljuk a gil) = E(î | /) 
függvényt. Minthogy Xj, . . . , xn Gauss-eloszlásúak, ennélfogva / és / szintén Gauss-elosz- 
lású. így

g(l) = E (î\l)=  <*l+ ß

alakú, azaz g(l) lineáris függvénye /-nek, ebből következik, hogy E(î \ /) lineáris függvénye 
X,, ----- хл-пек.

A Blackwell-Kolmogorov-Rao-tétel szerint E (î\l) torzítatlan becslése 0-nak (így E(J\l) 
lineáris torzítatlan becslése 0 -nak), és

(15) Ee  (/ -  0 )2 > E&[E{Í I/) -  ©]2 minden 0e/?1-ra.

A feltevés szerint / legjobb lineáris torzítatlan becslése 0-nak, ezért a (15) relációban szükség
képpen teljesül az egyenlőség:

(16) E0 (î — 0 )2 = E0[e O I /) -  ©]' minden ©eR'-ra.

Ha visszaemlékszünk a Blackwell-Kolmogorov-Rao-tétel bizonyítására (lásd pl. [3]), (16) akkor 
és csak akkor tejesül, ha

/ = E d  I /) = gil) m.m. PQ, ©e/?1,
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ami ellentmond a feltevésünknek, hogy í nem függ /-tői. Ezzel igazoltuk állításunkat.

Az / statisztika teljessége miatt / 0-nak egyetlen olyan torzítatlan becslése, amely függ
vénye /-nek, így / legjobb torzítatlan becslés 0 -ra.

A fenti eredményeket összefoglalva a következő állítást kapjuk:

1. Tétel. Ha x{j) Gauss-folyamat és * ( / ' ) = £ ( / ) + © alakú, ahol £(/) stacionárius folya
mat és kielégíti a (3) sztochasztikus differenciálegyenletet, akkor az

I = Z  á x ,  (n>  2p + 1)
/■i > '

legjobb lineáris torzítatlan becslés megengedhető — sót optimális — a © torzítatlan becsléseinek 
osztályában.

3. Tegyük most fel, hogy a 0  paraméter legjobb lineáris torzítatlan becslése / =
i - 1 ’ 1

megengedhető a © torzítatlan becslései osztályában.

Legyen y_ = ( x 2 -  x , -------xn -  x { )

Bevezetjük a

(17) é = / - £ 0( / | Z )

Pitman-féle becslést.

A !;(t) elsőrendű autoregressziós folyamat esetén teljesülnek az alábbi 1. és 2. lemmák 
(lásd [2]), amelyek érvényben maradnak a £(/) p-edrendű autoregressziós folyamatra is.

1. Lemma. A 0  paraméter (17) becslése torzítatlan és 

Ев ( в - в ) 2 < E &0 - e ) 2 ,

az egyenlőség minden Q eR 1 -ra akkor és csak akkor áll fenn, ha 

E0(î I y) = 0.

Az 1. lemmából következik, hogy az / becslés akkor és csak akkor megengedhető a 0  torzí
tatlan becslései osztályában ha

E00 \y ) =  0 .
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f V )
At )  = £exp it€j, g ( t ) =~ j ÿ y

n n
Ф(^ , . . . , / „ )  = £exp i Z  tfc  = E0 exp i Z  tfx j

^ ( i j , . . . ,  tn )=  l o g $ ( i j , . . .  , tn )

ahol t . , . . . , t n valós számok, a g(t) függvény a t -  0 pont valamilyen környezetében,
, .  . . , tn ) pedig a (0, . . . , 0) pont egy környezetében van értelmezve.

2. Lemma. Tegyük fel, hogy E00  I у ) = 0 akkor a (0, . . . , 0) pont valamilyen környeze
tében

(18)
П

Z c f
/• 1 >

9y?(r,, .  . T„)
Эт/

= 0 ha Z  t . = 0 . 
/'1 '

Legyen £(A) a következő p-edrendű autoregressziós folyamat:

£(1) = e(l)

£(2) + űj £(!)= e(2)

(19) f ( p ) + ű ^ ( p -  D +  . . .  + ap _ l t( \ )=  e(p)

\&K) + űj li(K — 1) + . . .  + ap £(K -  p)=  e ( K ) , ha * > p + l

ahol e(l ) ,  e(2), . . . (.Ее (A) = 0 , £e 2 (A) = o,?) független, azonos eloszlású sorozat,
írjuk fel a (19) egyenleteket к = n, n — 1 , . . . ,  2, 1 estén, azután szorozzuk meg azokat 
rendre a Í>0(Z>0 = 1), b{, . . . , Ья _2, Ьп_j számokkal, majd adjuk össze őket. A kapott ösz-
szefüggésben £(л — 1), . . . , £(2), £(i) akkor és csak akkor nem szerepel, ha

aQbl + axbQ = 0 

a0b2 + űl^ l + ű2^0 = 0

( 2 0 ) aobP + ai bP- i  + ■■■ + aPb о = 0

a0 b n -  \ +  ° \ b n - 2  +  • • • +  ар Ь п- (рП)  +ap * l b n-(p-ei) + • ■ • + an - l b 0 ~  Q
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ahol a0 = bQ = 1, és ak = 0 ha /с í* p + 1.

(20) teljesülése esetén kapjuk, hogy
n -1

(21) £(л) = е(л) + е(л -  1) + . . . + bn l е (1) = У  bk e ( n - k ) .
К ~ о

Ily módon а £(л) sorozat előállítható а (21) alakban, ahol a bk együtthatók (20)-ból hatá
rozhatók meg.

3. Lemma. A (19) |( í )  p-edrendű autoregressziós folyamat esetén

(22) + * . ( 2 +

Bizonyítás. Valóban (21) szerint £(fc) = óJfc_1 e( l )  + 6 .̂ 2e(2) + . . . + e(k), 
k=  1,2, .  . . , л,

ekkor,

П
Ф(*г . . . , / „ )  = £ ex p / \2  /,£(/')

= £ e x p / [ / , e 1 + t2(bl e j + e 2) +  . . . +  tn(bn _x e x + . . . +  +

+  € n>\

= £exp/[( í1 + b xt2 + . . . +  bn _xtn )e ï + . . . + (í/I_1 + b ^ j e  n_ l +

=  £ e ' ( , 1 + b l Í 2 + ' “
+ b n - i , n )e l .  E e i( t  . + Í > . í „ ) e  . _  */_ eл —1 1 л  л —1 .  J7p n n

=  / ( * !  +  b x t 2 + ■ ■ ■ + b n - x V • + V J *  W

A 3. lemma alapján

• • • , ' „ )  =  l o g $ ( í j , . . . , tn ) =  l o g / X í j  +  b l t 2 +  . . . +  * „ _ j ' „ ) +  • • • +

+ log + ^ í , , )  + lo g /(t„ )

Innen könnyen belátható, hogy a p-edrendű autoregressziós folyamat esetén a (18) összefüg
gés felírható a következő alakban:
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n f / X )  | ь / '(* „_ , + у „ )
n \ n t n ) " 1  f ( t n _ 1 + b i tn )

f V l + b l t 2 + . . . +  bn _ l tn ) ] 

" - 1 f i t l + b l t 2 + . . . +  b H_ l tm)  I

о | / 4 - l +  / 4 - 2  +  V „ - l  +  V „ )

- M  / ( ' . - ,  + V . >  1 / ^ - 2  + ftI í« - l + V . )

+ 6n - 2

/ ' ( ^  +  b x t 2 +  . ■ • +  bn _ x tn ) 

/ ( / ,  + b l t 2 + . . . +  b H_ l tH)
+ . . . + c

f ' ( t l + bxt2 + . . .  + bn_xtn ) 
1 / ( ' i  + bxt2 + . . . +  bn_xtH) = 0

vagy,

(23) c°ng(tn)+  (blC°n + c°_, )g( ín_1 + 6 j / „ ) + . . . +  «>„_!<£ + ön _2c°_i +

' + b t t2 + . . .  + bn _ l tn )=  0,

• • + eV)

ha h  t j = 0
/=1

Legyenek

7 = c°'n n

% , - ! =  V « +C„ - l

(24) %i — 2 = b2 Cn + b ' C~ • + C
„0 0

л - 2

7, + ^ - 2C«-1 + • • • + C Í

Vezessük be a

(25)

z„ =  tn n

z =  M +  t .л — 1 1 n я -1

Zn -2 -  V . +  V n - l

Z 1 Ьп - \ * п + Ô - 1 , +n - 2  n - 1 . + t.

új változókat, akkor (23) a
n

(26) h y ,£ ( z , ) =  0
/'1 '  '

alakra hozható.
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Legyen ßt = — bt i = 1 , 2 , 1 ,  (25)-ből következik, hogy

(27)

'* = V *

'я - l  = " lZ* + -1

í , — V, Z + V, ,z  , + . . .  + z , n - k  к n к - 1 и -1  0 n — k

h  = + Vn -2Zn -1 + • • ■ + ¥ !

ahol

"o = 1

"l = 0 ,

"2 " P l + /32

*3 “ Pl + 2/3j )32 + ß3

"4 " P l + 3/3?02 + 2ßl ß3 + ß2 + ß,

és általában

(28) vk+l = ßl uk + ß2vk _ l + . . .  + ßk+ lvQ.

Ily módon, a t. = 0 feltételt átírhatjuk Zj ,z2, . . . , z n segítségével az

(1 + i>j + . . . + vn _ x)zn + (1 + vx + . . .+  vn _ 2)zn _ j + . . .+

+ .

alakba.

A fentieket a következőképpen foglalhatjuk össze:

П
Ha az / = с?X; legjobb lineáris torzítatlan becslés megengedhető a 0

/=1 '  1

lan becslései osztályában, akkor

П
V(29) _ /7-g(z.) = 0

/'* 1 ' '

ahol (1 + + . . . + vn _ j )zn + . . . +  ( 1 + i>j )z2 + Zj = 0.

(1 + i/j )z2 +

paraméter torzítat-
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П
4. Lemma. Tegyük fel, hogy Î = legjobb lineáris torzitatlan becslése Q-nak, akkor

i -1 ' '

ű ci együtthatók a következők :

c/° = CK -/+ 1 + 0  + + • • ■ + űp>(V / +1 + • • • + V J ha 1 < /  < p

(30) c? = c(l + a, + . . . + ap )2 ha p +  1 <  / < и —p

c;° = c(l + űj + . . . + ap )(l + űj + • • • + an j ) ha n -  p + ! < / ' < « ,

ahol a
n

c állandó a 2  c? = 1 reláció segítségével, aÁj = 1,2, . .  . 
j-i > >

, p) pedig ( 10H><3/ határoz

ható meg.

Bizonyítás. Mivel a c°, / =  l , . . . , n  konstansok az x(j) folyamatnak csupán első és 
másodrendű momentumaitól függenek, a c? értékének kiszámításakor jogunk van x (/) folya
matot Gauss-folyamatnak tekinteni.

Abban az esetben, amikor x(j)  = £(/') + 0 , ahol £(/') (19) alakú p-edrendű autoregresszi- 
ós folyamat, könnyű megmutatni, hogy az

/* = Х*!х, + Xt-X- + . . . + X*x1 1  2 2 n n

lineáris statisztika, ahol

^  = V / + !  + (1 + ű! + ••• + űp)(űp - ,  + l + ■■■ + ap ) ha

X* = (l + a{ + . . . + ap )2 ha p + 1 < /  < и — p

X* = ( 1 + ű. + . . . +  Û )(l + ű + . . .  + Ű .) ha и — p + 1 <  /  <  «

elégséges, és egyben teljes is a p x(1) *<„) sűrűségfüggvényének összeségére nézve.

П
Másrészt feltevésünk szerint az / = 2 c ? x .  statisztika legjobb lineáris torzitatlan becslés

i-i 1 '

0 -ra, tehát / szükségképpen függvénye /-nek, amiből adódik, hogy c? és X£ , /=  1, . . . ,n  
arányosak egymással, tehát fennállnak a (30) összefüggések.

Téljünk vissza most a (29) relációra, mely szerint

П
2 yjg (Z j)  = 0 , ha ( 1 + + . . . + Vn J )zn + . . . + ( 1 + Vx )z2 + Zj = 0

a h o l ( 2 4 )  és  4 .  le m m a  a la p já n  y x ............ y n k i f e j e z h e t ő  a l , . . . , a p s e g ít s é g é v e l .
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Tegyük fel, hogy

(31) — (1 + jO X ) .
72 1

Legyen z3 = . . .  = zn = 0, z2 = t szabad változó, és Zj = — (1 + vx)z2.

/ ' ( 0)
Mivel g(z3) = . . . = g (zn ) = g (0 )= Y (ö )-  = 0, (29)-ből adódik y 2g(t) = -  y 1g (z1).

t szerint differenciálva

+ vx)
(32) g(t) = ------ -------- g ( у )  -hez

Ъ

jutunk.

Vegyük figyelembe, hogy g '(0) = — < 0, g'(t) folytonos / = 0  környezetében és
feltevésünk szerint
7 iU  + v\)  :

ъ
> 0, így (32) miatt 

g \t)  - const. = — S 2 < 0
c 2

~ 4 r t 2
ha |r| eléggé kicsiny, amiből következik, hogy f{ t)  = e a / = 0 pont valamüyen kör
nyezetében. A karakterisztikus függvények tulajdonságaira vonatkozó tétel alapján (lásd pl. [4]) 
megállapíthatjuk, hogy e(/) Gauss-eloszlású.

Ily módon igazoltuk a következő állítást:

2. Tétel. Tegyük fel, hogy x(j) = £(/) + ©, ahol £(/) ( 19) alakú p-edrendű autoregresszi- 
ós folyamat és teljesül a

71
у  (1 + 0 > 0
72 1

Пt л "\7 Пfeltétel. Ha az l =  cux . legjobb lineáris becslés megengedhető a 0  torzitatlan becsléseinek
i= 1 7 7

osztályában, akkor az x (j)  folyamat Gauss-folyamat.
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S u m m a r y

ON A STATISTICAL PROBLEM OF GAUSSIAN PROCESSES

In the paper the X(j) = £(/') + 0  process is investigated where £(/) is a p-order autoregressive

n > 2p + 1 , is an admissible estimate of the location parameter © in the class of all unbiased 
estimates of 0 .
The inversion of the statement is also proved.
For case p = 1 the result is in the book of Kagan, Linnik, Rao [2].

Р е з ю м е

□Б ОДНОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ПРОБЛЕМЕ ГАУССОВСКИХ ПРОЦЕССОВ

В данной р а б о т е  р а с с м а т р и в а е т с я  п р о ц е с с  A4/) = £ ( / ) + 0  ,
г д е  £(/) - а в т о р е г р е с с и о н н ы й  п р о ц е с с  п о р я д к а  р .

П о к а з а н о ,  ч т о  е с л и  п р о ц е с с  X(j) г а у с с о в с к и й ,  то н а и -
л ". ".

лучшая л и не й на я  о ц е н к а  / = _  с°х. , с9 = 1 , п > 2р + \ я в л я -
j- 1 ' 7 )- 1 7

е т с я  до пу ст и мо й  о ц е н к о й  п а р а м е т р а  0 в к л а с с е  несмещенных 

о ц е н о к .
В р а б о т е  р а с с м о т р е н о  т ак же  о б р а т н о е  у т в е р ж д е н и е .  Для 

с л у ч а я  р=1 э т о т  р е з у л ь т а т  р а с с м о т р е н  в к н и г е  К а г а н а ,  Л и н -  

н и к а , Rao { 2 | .

process.
А

It is shown that when X(j) is gaussian, the best linear estimate / =
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